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1. Einleitung

1. Einleitung

1.1. Motivation

Die Idee zu dieser Arbeit entstammt [§]. Dort werden Finite Elemente Diskretisierungen
linearer Wellengleichungen mit dynamischen Randbedingungen untersucht. Dazu wird
ein Framework eingefiihrt, um die Diskretisierungen abstrakt auf dem Level von Evolu-
tionsgleichungen untersuchen zu konnen. Das Ziel dieser Arbeit ist es, diese Theorie und
deren Ergebnisse auf semilineare Gleichungen zu erweitern.

1.2. Inhalt

Entsprechend den Zielen ist diese Arbeit zweigeteilt. Sie enthélt einen theoretischen Teil,
in dem die abstrakte Theorie zur Finite Elemente Diskretisierung linearer Evolutions-
gleichugen aus [8] auf semilineare Evolutionsgleichungen erweitert wird. Diese Theorie
umfasst sowohl konforme als auch nichtkonforme Finite Elemente Diskretisierungen.
Mittels Halbgruppentheorie wird eine allgemeine Fehlerabschétzung hergeleitet, die auf
verschiedene Beispiele von Finiten Elementen angewendet und fiir diese konkretisiert
werden kann.

Im zweiten Teil werden semilineare Wellengleichungen mit kinetischen Randbedingungen
untersucht. Eine Beispielgleichung hierfiir ist

U = AU, (O,T) X Q, (11&)
gy 4 Ot — Apu = |u|* u, (0,T) x 09, (1.1b)
u(0,7) = u’(z), u(0,7) =°(x), in (1.1c)

fiir ¢ > 1, wobei Q C R? ein beschriinktes Gebiet mit hinreichend glattem Rand und Ar
der Laplace-Beltrami Operator ist. Eine geeignete Finite Elemente Diskretisierung wird
vorgestellt. Sowohl kontinuierliche als auch diskretisierte Gleichung lassen sich zu semi-
linearen Evolutionsgleichungen in geeigneten Hilbertraumen umformulieren. Mit Hilfe
der abstrakten Theorie aus dem ersten Teil wird die Wohlgestelltheit der analytischen
Gleichung gezeigt und eine Fehlerabschétzung fiir die Diskretisierung hergeleitet.

Desweiteren wird jeweils auf Zeitintegration der semidiskretisierten Gleichung mit dem
Crank-Nicolson Verfahren eingegangen und ein Abschétzung des Volldiskretisierungsfeh-
lers gezeigt.

1.3. Aufbau der Arbeit

In den Kapiteln [2] und [3] findet sich die abstrakte Theorie. Dabei geht es in Kapiteln
zunachst um die Theorie semilinearer Evolutionsgleichungen erster Ordnung und deren
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Wohlgestelltheit. Anschliefend werden allgemeine Finite Elemente Diskretisierungen sol-
cher Evolutionsgleichungen eingefiihrt und es werden abstrakte Fehlerabschatzungen ge-
zeigt. Damit wird in Kapitel |3|die Wohlgestelltheit abstrakter Wellengleichungen zweiter
Ordnung und eine allgemeine Fehlerabschatzung fiir deren Semidiskretisierung bewiesen.

Kapitel 4] und [5| befassen sich mit der Wellengleichung mit kinetischen Randbedingun-
gen. Diese wird in Kapitel (4] vorgestellt, als Evolutionsgleichung umformuliert und auf
Wohlgestelltheit untersucht. In Kapitel |5| wird eine Finite Elemente Diskretisierung fiir
diese Gleichung vorgestellt fiir welche anschliefsend mit den Resultaten aus Kapitel
eine Fehlerabschatzung bewiesen wird. Numerische Experimente zur Validierung der Er-
gebnisse schlieften die Arbeit ab.

Im Anhang in Kapitel [A] finden sich zitierte Resultate, die in dieser Arbeit verwendet
werden.

1.4. Notationen

Nachfolgend aufgefiihrte Notationen werden in dieser Arbeit verwendet.

Allgemeine Notationen
e Fiir einen metrischen Raum G bezeichnet B(z,r) C G den Ball mit Radius r > 0
um z € G.
e () C R? sei stets ein beschriinktes Gebiet mit Rand T.

e Zu I sei n: ' — R? der dufere Normalenvektor. Fiir eine messbare Funktion

¢: I' = R bezeichnet
/ ¢ds
r

Das Oberflachenintegral von ¢ iiber I'.

e Im Zusammenhang mit einer numerischen Ortsdiskretisierung ist h > 0 ein geeig-
neter Diskretisierungsparameter.

e Wir betrachten alle auftretenden zeitabhéngigen Gleichungen auf endlichen Zeit-
intervallen der Form [0, 7] mit 7" > 0.

o (' < oo wird als generische Konstante verwendet, die jedoch stets unabhingig von
h und T ist.

e Ist X ein Hilbertraum und ®: [0,7] — X messbar und beschriankt, so definieren
wir

[P oo 0,77:x) = esssup||®(¢)]| -
te[0,T
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Operatoren auf Hilbertraumen

Es seien X und Y zwei Hilbertraume.

e Fiir ein Skalarprodukt p auf X bezeichnet (X, p) den Raum ausgestattet mit diesem
Skalarprodukt.

e Es bezeichnet £(X,Y) der Raum der linearen und beschréankten Operatoren von
X nach Y. Fiir die Operatornorm verwenden wir das Symbol

[y x-
Der Dualraum von X wird mit X* bezeichnet.

e Fiir einen linearen Operator S: D(S) — X bezeichnet D(S) den Definitionsbe-
reich. Ist der Operator abgeschlossen, so ist D(S) ein Banachraum mit Norm

Izl pesy = Izl x + Sz -
Wir versehen D(S) stets mit dieser Norm.

e Sind X = Xj x Xy und Y = Y] x Y5 Produkthilbertrdume und Sy € £(X3,Y7),Ss €
L(X52,Y3), so definieren wir den Operator

(S1,952) € L(X,Y)
durch

s - [

X2 521’2

fir alle [zq,20]" € X.

Differenzierbarkeit fiir Abbildungen zwischen Hilbertraumen

Eine Funktion ®: X — Y zwischen zwei Hilbertrdumen ist differenzierbar, wenn fiir
jedes x € X eine lineare Abbildung

()] € £(X;Y)

existiert mit

|z +n) — (z) — [(2)] nlly = 0.

im ——
lImll x —0 H"?HX

Dann heifst ®': X — L(X;Y) (Fréchet-)Ableitung von ® und der Raum der stetig
differenzierbaren Funktionen ist definiert als

CHX;Y) ={P e C(X,Y) |® € C(H,, L(X;Y))}.
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Fir eine Funktion
P Xix...xX,—>Y

definiert auf Hilbertrdumen X, ..., X,,,Y bezeichnet 0;® die (Fréchet-)Ableitung von
® nach dem i-ten Argument.

Lipschitz-Stetigkeit

In dieser Arbeit treten typischerweise Funktionen folgender Art auf:
O: [0, T x X =Y

mit Hilbertraumen X und Y. Wir nennen &

e global Lipschitz-stetig auf X mit Konstante L > 0, wenn
O(t,): X =Y

fur alle ¢t € [0, T Lipschitz-stetig mit Konstante L ist.

o lokal Lipschitz-stetig auf X, wenn fiir alle ¢y € (0,7] und M > 0 ein Ly > 0
existiert, sodass fiir alle 71,1, € X mit |||y, ||72]lx < M und fiir alle ¢ € [0, to]
gilt

[, m) = @t m)lly < Lignallm = nall x- (1.2)

Bemerkung: Fiir den Begriff der lokalen Lipschitz-Stetigkeit wird in der Literatur
auch die Bezeichnung Lipschitz-Stetigkeit auf Kugeln verwendet.

Lebesgue- und Sobolevraume

Wir setzen in dieser Arbeit die Standardtheorie zu Lebesgue- und Sobolevrdumen als
bekannt voraus und verwenden dabei folgende Notationen: Es sei M € {Q,I'}.

e Fiir 1 < g < oo bezeichnen wir mit LY(M) die Standard-Lebesgue Rdume mit
Norm [[[| 1o (p-

e Fiir s > 0 bezeichnet H*(M) C L*(M) den Sobolevraum der Ordnung s. Diese
Réume sind Hilbertrdume mit Norm ||-|[;7s(5p). Zur Definition von H*(T') ist die

Randregularitéit I' € C* fiir ein k > s erforderlich.

e Fiir s > 1 und u € H*(Q) bezeichnet y(u) € H*~*/?(') die Spur von w.

Zur Definition und Eigenschaften von Sobolevraumen auf Mannigfaltigkeiten sei verwie-
sen auf [7].
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2.1. Semilineare Evolutionsgleichungen in Hilbertraumen

Dieser Abschnitt ist eine Einfithrung in die Theorie semilinearer Evolutionslgeichun-
gen in Hilbertraumen. Es wird das funktionalanalytische Framework eingefiihrt, in dem
wir spater die allgemeinen Finite Elemente Diskretisierungen durchfiithren und es wer-
den Resultate zur Wohlgestelltheit der Gleichungen vorgestellt. Dies erweitert dabei das
Framework fiir lineare Evolutionsgleichungen in Hilbertraumen aus [8]. Die Wohlgestellt-
heitsresultate der Gleichungen sowie eine Einfiihrung in die Halbgruppentheorie und zu
Evolutionsgleichungen finden sich z.B. im Buch [13].

Es seien stets X und Y Hilbertrdume in einem Gelfand-Tripel
Y X xSy
mit stetigen und dichten Einbettungen.

Fir 8 € L(Y,Y*) und g: [0,7] X Y — Y™ betrachten wir folgende semilineare Evoluti-
onsgleichung;:

Z'(t) + Sx(t) = g(t, z(t)) fur t € [0, 7], (2.1a)
z(0) = 27 (2.1b)

.Z'O

Solche Probleme sind typisch fiir variationelle Formulierungen von partiellen Differen-
tialgleichungen. Wir interessieren uns fiir die Einschrankung des Problems auf den Hil-
bertraum X. Dazu sei S = 8|x die Einschrdnkung von 8§ auf X, d.h.

S:D(S)={yeY|Syec X} =X und Vye D(S): Sy =8y.

Ab hier betrachten wir stets die Evolutionsgleichung

o' (t) + Sz(t) = g(t,z(t))  furt € [0,7T], (2.2a)
z(0) = 2° € D(9), (2.2b)

mit
g€ CY[0,T] x X; X). (2.2¢)

Losungen von sind ebenfalls Lésungen von ([2.1).
Notation 2.1. Wir verwenden folgende Notationen:

e p: X X X — R bezeichne das Skalarprodukt auf X .

o (- )y:Y* XY = R bezeichne die duale Paarung auf Y .

e 5: Y XY — R sei die zu 8 assoziterte Bilinearform aufY, d.h. s(x,y) = (8x,y)y
firxz,y €Y.
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Analytische Wohlgestelltheit

Wir untersuchen in diesem Abschnitt (2.2)) auf Wohlgestelltheit. Dabei orientieren wir
uns an [13, Kapitel 6]. Wohlgestelltheit verstehen wir in dieser Arbeit in folgendem Sinn:

Definition 2.2 (Losung und Wohlgestelltheit).
a) x:[0,T] = X heifit

i) klassische Lésung von (2.3), falls x € C'([0,T]; X) N C([0,T); D(S)) gilt
und erfillt ist,
i) milde Lésung von (2.9), falls x € C([0,T); X) mit

2(t) = o520 4 /0 =95 (5 2(s)) ds. (2.3)

b) Die (klassische/milde) Lisung von heifit stetig abhdngig vom Anfangs-
wert, falls fir jedes T > 0 ein C = C(T') > 0 existiert, sodass fir alle Losungen
x,y, die auf [0,T] existieren, gilt:

12 = ll oo 0,330 < Cllz(0) — 5(0)] -

c) Die Gleichung nennen wir global wohlgestellt, falls sie fir jedes T" > 0
und jedes 2° € D(S) eine eindeutige klassische Lisung besitzt, die stetig vom
Anfangswert abhdngt.

d) Die Gleichung heifit lokal wohlgestellt, falls fiir jedes 2° € D(S) ein marimales
t*(2%) € (0, 00] existiert, sodass sie fiir jedes T < t*(2°) eine eindeutige klassische
Lésung besitzt, die stetig vom Anfangswert abhingt. In diesem Fall heifst t*(x°)
mazximale Existenzzeit der Losung.

Bemerkung: Jede klassische Losung von ([2.2)) erfiillt (2.3)) und ist somit auch eine milde
Losung.

Wir zeigen, dass (2.2]) wohlgestellt ist, falls 8 (bzw. S) ein Monotoniekriterium erfiillt
und ¢ Lipschitz-stetig ist.

Definition 2.3 (Maximale und quasimonotone Operatoren).

a) Ein Operator § € L(Y,Y™) heifit quasimonoton, falls eine Konstante cqm > 0
existiert, sodass

8y, y)y + camllyllx = s(¥,y) + camp(y,y) >0,  VyeyY (2.4)
qgilt.

b) Ein quasimonotoner Operator § € L(Y,W) mit W € {Y* X} heifit maximal
bzgl. W, wenn ein A > cqm existiert mit Bild(A 4+ 8) = W.
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Die Theorie monotoner Operatoren findet sich in [16].
Lemma 2.4 ([8, Lemma 2.4]). Fir8 € L(Y,Y™) und seine Einschrinkung S auf X gilt:
a) Ist § quasimonoton mit Konstante cqm,, dann ist —(S + cqm) dissipativ.

b) Ist 8 quasimonoton mit Konstante cqm und mazimal bzgl. Y* oder X, dann erzeugt
—S eine Co-Halbgruppe (e7),_ mit [|(e79) Ny < €.

Beweis. Zufa)}t Fir z € D(S) gilt:

p(=(S 4+ cqm)z,2) = —p(Sz, ) — Cqmp(z, 2)
= —((Sz,2)y + cqullz]})
<0.

Zu @: Nach @ ist —(S + cqm) dissipativ. Da 8§ maximal bzgl. Y* oder X ist, existiert
ein A > ¢q mit Bild(A +8) O X und somit gilt nach Definition des eingeschrankten
Operators Bild(A + 5) = X.

Als nichstes zeigen wir, dass D(S) dicht in X liegt. Hierzu sei z € D(S)*. Wegen
Bild(A + S) = X existiert ein x € D(S) mit (A + S)x = z. Daraus folgt
0=p(z,z) =p((A+ S)z,z)
= p(Sz, ) + equllzl + (A = cam) 2l = (A = cqm) 2]k
wobei wir ausgenutzt haben, dass —(S + cqm) nach ja)| dissipativ ist. Aus der Gleichung

folgt wegen (A — cqm) > 0, dass x = 0 und somit auch z = 0 gelten muss. Damit ist
D(S)* = {0} und D(S) liegt dicht in X.

Mit dem Satz von Lumer-Phillips (Satz |A.5) folgt, dass —(S + c¢qm) eine kontrakti-
ve Cp-Halbgruppe erzeugt, somit erzeugt auch —S eine Cyp-Halbgruppe mit e 5 =
etcame=tS+eam) ynd daraus folgt die Behauptung.

]

Satz 2.5 (Globale Wohlgestelltheit). Es sei g € C'([0,T] x X;X) global Lipschitz-
stetig auf X. Ferner sei —S der FErzeuger eine Cy-Halbgruppe (e’ts) auf X mit

He_tS”X<—X < e“mt fiir alle t > 0. Dann ist global wohlgestellt.

t>0

Beweis. Der Beweis besteht aus drei Schritten, vgl. [I3], Kapitel 6; Theorem 1.2, Theorem
1.5].

) Existenz und Eindeutigkeit milder Losungen

Definiere den Operator F': C([0,T]; X) — C([0,T]; X) durch

(Fa)(t) = e g0 +/0 e =)5g(s, 2(s)) ds. (2.5)
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Offensichtlich gilt:
x ist milde Losung von (2.2) <= =z ist Fixpunkt von F.
Der Raum (C([0, T]; X), |||l o o,77.x)) 1t ein Banachraum. Es gilt fiir n € N

||(F”w)(t)—(F”y)(t)IIX§/OIIG_(HI)S [9(s, (F"" ") (1)) = g (s, (F" ) (01))] 1 x dta

< etant] / [(F™ 1) () — (F™ ) (1) dta

t tl tnfl
< encqthn/ / L / ||[L'(tn) — y(tn)HX dtl .. dtn
0 0 0
£

< emqmt[/"mﬂx = Yll oo ro,1:)
n (ecm T LT)"
1% = Pyl oy S =l = ¥l e o110

Sei n so grof, dass (ecqmnﬂ < 1 gilt. Dann ist F" eine Kontraktion auf C(]0,7]; X)
und besitzt somit einen eindeutigen Fixpunkt 2* € C([0,T7]; X). Es gilt
Fz* = F(F"z*) = F*(Fz"),

also ist Fx* ebenfalls ein Fixpunkt von F™. Wegen der Eindeutigkeit des Fixpunktes folgt
Fz* = 2" und z = x* ist ebenfalls ein Fixpunkt von F' und somit eine milde Losung
von ([2.2)). Gébe es eine weitere milde Losung y, so wire y ebenfalls ein Fixpunkt von F'
und somit auch von F, dies ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit des Fixpunktes.

Insgesamt besitzt (2.2)) also eine eindeutige milde Losung x.

Bemerkung: Analog sieht man, dass allgemeine Integralgleichungen der Form

t
w(t) =u(t) + [ e (s w(s))ds, (2.6)
0
mit v € C([0,7]; X) und f:[0,7] x X — X stetig in der ersten und global Lipschitz-

stetig in der zweiten Komponente, eine eindeutige Losung w € C([0, T]; X) besitzen.

Il) Stetige Abhingigkeit vom Anfangswert

Seien z,y: [0,7] — X milde Losungen von (2.2)) zu Anfangswerten x° bzw. y°. Dann
gilt nach Definition der milden Losung:

lo(t) = y(®)llx < le™ (@ = 4"k +/O le=*%(g(x(s)) — g(y(s))llx ds

t
< =l + e e als) —u(olyds
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Dividieren der Gleichung durch et liefert

e —Cqm t

t
m(t) - y(t)HX S ||:L'0 — yO”X + L/ e_cqms
0

z(s) —y(s)llx ds.

Anwenden der Gronwall-Ungleichung aus Satz[A.8mit ®(t) = ea!||z(t) —y(t)| y ergibt
schlieflich

e~ a(t) —y(t)llx < e[’ ="y
= l(t) = () < el — o0y,

und damit die stetige Abhéangigkeit der Losung vom Anfangswert:

12 = yll oo 0,730 < elleam)T|z0 — 40 .
[0,T]

I11) Milde Lésungen sind klassische Losungen

Es sei x die eindeutige milde Losung von (2.2)), wir zeigen, dass = auch eine klassische
Losung ist.

Die Ableitung einer Funktion nach dem i-ten Argument wird mit 0; bezeichnet. Wir
definieren

t

u(t) = —Se 520 +e75¢(0, 2°) —|—/ e =959, g (s, x(s)) ds,
0
ft.w) = dag(t, x(t))w,
(Gw)(t) = u(t) + /t e =99 f(s5,0(s)) ds,
0
hierbei gilt

ue C([0,T]; X),
F:00,T] x X = X,
G: C([0,T]; X) — C([0,T]; X).

Angenommen z € C*([0,T]; X) wire eine klassische Losung. Dann gilt wegen den Vor-
aussetzungen z° € D(S) und g € C*([0,T] x X; X) mit der Ableitungsregel fiir Halb-
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gruppen aus Lemma [A.3}

¢
2 (t) = % (e_tsmo +/0 e =5 (s, 2(s)) ds)

t
= — Se 20 ¢ % (/ e gt —s,2(t — ) ds)
0

= — Se g% 4 7 g(0, 2°) + /t e 90 g(t — s,z(t — s)) ds
0
" /ot e 0hg(t — s, 2(t — 5))a’(t — 5) ds
= — Se 2% 4 e79g(0,2°) + /Ot e 7959, g(s,2(s)) ds
-/ 505, 2()2(5) ds
0

t
= u(t) +/ e~ =99 f(s,2'(s5)) ds
0
= (G(2")(t)
Wir haben hierbei zweimal die Substitution s = ¢t — s benutzt.

In t ist f stetig und wegen

1f(t0) = (8 w)llx < 1829(E 2 (8) ] poo o 120 10 = wll x

~
<oo

global Lipschitz-stetig beziiglich dem zweiten Argument. Daher folgt mit der Bemerkung
bei ([2.6]), dass G einen eindeutigen Fixpunkt w € C([0, T]; X) besitzt. Wir rechnen nach,
dass w die Ableitung von z ist:

%(:p(t 1) — 2(t) — w(t)

— |:1 (e_(t+T)S$O _ e_tsxo) + Se—tsajo

/

'
—0
T—0

—i—/otess F(g(t—i-T—s,x(t—l—T—s)) —g(t—s,x(t—s)))

T

— (Owg(t — s,2(t — 5)) — Oag(t — s,2(t — 5)))w(t — s)| ds

t+1
+ / e gt +7 —s,x(t+7—s))ds — e ¥g(0,)
t

J/

TV
—0
T—0

10
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Das mittlere Integral wird weiter abgeschétzt. Nach erneuter Substitution s = ¢ — s
ergibt sich hierfiir:

/0 e (t-98 [§(9<s bl 7)) — g5, 7(5)) - — (Bugs, 2(5)) — Dogls, x(s»)w(s)} ds

:/0 o (t=5)8 [% (g(s +7,2(s+ 7)) —g(s,x(s+ T))) —O1g(s,z(s + T)):| ds

TV
—0
T—0

w [t {1(g<s,x<s £7)) — (s, 2(s))) - azg<s,x<s>>w<s>] ds

T

+/0 e*(t*S)SL(?lg(s, x(s+ 7)) — 01g(s,x(s))] ds

J

g

—0
T—0

Die beiden Grenzwerte gelten fiir alle s € [0,¢]. Wegen der Stetigkeit der Funktionen
und Kompaktheit von [0,¢] konvergieren damit auch die Integrale gegen 0 fiir 7 — 0.

Ubrig bleibt erneut nur das mittlere Integral. Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung gilt:

9(s,x(s + 7)) = g(s,2(s)) = /0 [02g(s,2(s) + §(a(s + 7) — 2(s))) ] (2(s + 7) — 2(s)) d¢

Damit folgt

/0 o—(t=9)S [i(g(s, 2(s+7)) — g(s,2(s))) — Bag(s, x(s))w(s)] ds

= [0 [ 00,0060+ s+ 1) = at60)] (ot +7) = 0(6) ~ wls)) ]

T

t 1
+ /0 o—(t=5)S [/ (029 (s, 2(s) + &(x(s + 7) — x(s))) — Dag(s, x(s))] w(s) df] ds

0

—0
T—0

Da der Grenzwert im zweiten Integral fiir alle s € [0,¢],& € [0, 1] gilt, konvergiert auch
die gesamte letzte Zeile gegen O fiir 7 — 0. Alles wieder eingesetzt ergibt:

%(x(t +7) — x(t)) — w(?)
t 1
=&(7) +/0 e—(m)s[/o [029(s,2(s) + £(x(s + 7) — 2(s)))]
(71_(50(5 +7)— a:(s)) — w(s)> df] ds

mit (1) € X und (1) 2 0. Die Halbgruppe und 0,¢ sind beschrénkt, somit erhalten
wir fiir 7 < 7 hinreichend klein

I (att+7) = 2(0) = 0Ol < )y +C [ 12 (as+7) = a(s)) = w(s) ds

11



2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen
mit

C ~1-9)5 g - .
max meax max|e (029 (s, w(s) + &(w(s + 7) = 2(5) ] g(x %) < 0

Anwendung der Gronwall-Ungleichung aus Satz liefert schlieflich:
1 70
1= (2t + 7) = 2(t)) —w(B)x < [le(r)][xe“" = 0.
Somit ist z € C'([0, T]; X) mit Ableitung 2’ = w.

Abschliefend bleibt zu zeigen, dass x auch eine klassische Losung ist. Definiere

¢
y(t) = e 20 +/ e =99 (s, z(s)) ds
0

Da z € CY([0,T]; X) gilt, ist auch s — g(s,z(s)) differenzierbar und somit ist y nach
Satz [A.7] eine klassische Losung von

y'(t) + Sy(t)
y(0) =

Da z ebenfalls eine milde Losungen von (22.7)) ist, gilt wegen der Eindeutigkeit der milden
Losung = = y. Somit ist 2 eine klassische Losung von (2.7)) und damit auch von (2.2). O

g(t, x(t)) fur ¢ € [0, 7], (2.7a)
0. (2.7b)

Unter lokaler Lipschitz-Bedingung ist (2.2) lokal wohlgestellt:

Satz 2.6 (Lokale Wohlgestelltheit). Sei g € C'([0,00) x X; X) lokal Lipschitz-stetig
auf X mit Konstante Ly ar. Ferner sei —S der Erzeuger einer Cy-Halbgruppe (e*tS)t>0
auf X mit |e™ ||y x < ecm fiir alle t > 0. Dann ist im Sinne von Deﬁmtion
lokal wohlgestellt. Auferdem gilt falls t*(z°) < oo:

im0 = o (2.8)

Beweis. Wir zeigen zunéichst, dass ein t, existiert, sodass ([2.2)) eine eindeutige klassische
Losung auf [0, ¢y] besitzt. Setze

M = 2||2°||x,
N = sup [lg(s,0)| x-
s€[0,1]

Dann gilt fiir F' definiert in (2.5), to € [0,1],¢ € [0,t) und =z € C([0,tp]; X) mit

12



2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

HUUHLOO([O,T};X) < M:

[(Fa)(t)]lx < emf|la”] + et Slfloriﬂlg(s, z(s))llx
se|0,

M
< o et sup [lg(s,@(s)) — g(s,0) | + o't sup [lg(s, 0)ll
se[0,4] s€0,t]

M
<efamt— et Ly osup || (s)|| y + e“mHN
2 s€[0,t]

M
< ec‘““t7 + e Ly M + et N

M M
S ec‘““t (7 + t(LM71M -+ N)) ﬂ)) 7

Also existiert ein ¢ty < 1 sodass
|(Fz)(t)|x <M firalle t € [0,

oder anders ausgedriickt, F' bildet B(0, M) C C([0,%0]; X) in sich selber ab. Aufer-
dem ist g global Lipschitz-stetig auf dieser Kugel mit Konstante Lj;;. Wie im Be-
weis von Satz Schritt |I)| 1asst sich zeigen, dass F' einen eindeutigen Fixpunkt auf
B(0, M) C C(]0,to]; X) besitzt, also dass auf [0, o] eine eindeutige milde Losung «
in B(0, M) C C([0,to]; X) besitzt.

Bemerkung: Man sieht an der Rechnung, dass ¢, hierbei nur von ||2°||,
supse[O’l]Hg(s, 0)||x, Lay und cqn abhéngt.

Setze
t*(2°) = sup{t > 0|(2.2) mit AW z° besitzt eine eindeutige milde Losung auf [0,¢]}.
Nach dem eben Gezeigten ist diese Menge nicht leer und ¢*(2°) € [to, oo] ist wohldefiniert.

Wir zeigen nun, dass (2.8) gilt, falls ¢*(2°) < oo ist. Angenommen, t*(z°) < oo und (?2.8))
gilt nicht. Dann existiert ein C' > 0 und eine Folge (t;);ey mit ¢; 2 t*(z°) fiir i« — oo
und ||z(t)]y < C.

Damit x fiir 6 > 0 eine milde Losung auf [0,t; + d] ist, muss fiir 7 € [0, 0] gelten:
ti+1
z(t; +7) =e 520 4 / e =99 (s, 2(s)) ds
0
ti ti-‘r’T
=e 520 + / e_(t_s)sg(s7 x(s))ds + / e_(t_s)sg(s, x(s))ds
0 t;
=z(t;) + / e TEHTS (4 s, 2ty + 5)) ds,
0
bzw. mit Z;(7) = x(t; + 7) und g(t,x) = 'Sg(t; + t, 1)

zi(r) = 2(t;) + /OT e~ =955, (s, #;(s)) ds. (2.9)

13



2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

Dies ist die Integralformulierung einer nichtlinearen Evolutionsgleichung mit einem lokal
Lipschitz-stetigen g; € C*([0,00) x X; X). Also existiert mit dem bisher Gezeigten ein
d; > 0 und 7; € C([0,0;]; X) sodass fir alle 7 € [0, 6;] erfiillt ist und = ldsst sich
somit zu einer milden Losung auf [0,¢; + §;] fortsetzen fur alle 7 € N.

Es gilt fiir alle 7 € N:
(i)l x < C,

- Cam (t* ZEO
sup [|gi(s, 0)[| ¢ < e =@ E T sup  g(s,0)]|
s€[Li ti+1] s€[0,t* (x0)+1]

und die lokale Lipschitz-Konstante von g; hangt nur von cqy, und der Lipschitzkonstante
von g ab. Also kann fiir alle ¢; das gleiche § > 0 gewéhlt werden. Fiir N € N mit
t*(2°) — ty < § kann x somit iiber ¢*(z°) hinaus zu einer milden Lésung von (2.2))
fortgesetzt werden im Widerspruch zur Definition von ¢*(z°). Also gilt

im0 = o0

falls t*(z°) < oo.
Ist x eine milde Losung zum Anfangswert 2° und y zum Anfangswert 3° auf [0, 7] mit
T < min{t*(z°),#*(y°)} und
HxHLOO([O,T];X)? Hy“LOO([O,T];X) <M

fiir ein M > 0, so erhélt man wie im Beweis von Satz Abschnitt [IT){aus der Variation-
der-Konstanten Formel

|z — ?JHLOO([O,T};X) < e(LT'M+Cqm)T||xO - y0||X7 (2.10)

also die stetige Abhédngigkeit vom Anfangswert. Auferdem liefert dies die Eindeutigkeit
der milden Losung, denn ist 2° = y° so folgt aus (2.10))

|z — yHLOO([O,T];X) <0.

Sei nun T < t*(z2%) beliebig und x € C([0,T]; X) die eindeutige milde Lésung von (2.2)).
Wie im Beweis von Satz Abschnitt folgt, dass x auf [0, 7] auch eine klassische
Losung ist, dort geht an keiner Stelle die globale Lipschitz-Stetigkeit von g ein.

O

2.2. Analyse abstrakter Semidiskretisierungen

Es seien X, Y, g und S definiert wie im vorherigen Abschnitt.

In diesem Abschnitt wird eine Fehlerabschétzung fiir allgemeine Finite Elemente Semi-
diskretisierungen von hergeleitet. Es wird dabei auf [§] aufgebaut, wo allgemeine
Semidiskretisierungen linearer Evolutionsgleichungen untersucht werden. Die dortigen
Resultate werden auf den semilinearen Fall erweitert.

14



2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

Notationen und Definitionen
Mit einem Diskretisierungsparameter A > 0 betrachten wir Semidiskretisierungen fol-
gender allgemeiner Form:
e Der Finite Elemente Raum (X, py, (-, )) sei ein endlichdimensionaler Hilbertraum,
o Sy € L(Xy, Xp) sei eine Diskretisierung von .S,
e g,:[0,7] x X, — X, sei eine Diskretisierung der Nichtlinearitét g,

e s, sei die zu S, assoziierte Bilinearform, d.h. s, (:L’h,yh) = pn (thh,yh) fiir alle

Tp, Yn € Xp,
e 1Y sei eine Approximation an z°.

Dann bezeichnet zj: [0,7] — X} die Approximation der unbekannten Losung x von
(2.2) und ist bestimmt durch die semidiskretisierte Gleichung

x%(t) + thh(t) = gh(t,xh(t)) fiir t € [O, T], (211&)
r,(0) = 2) € X,. (2.11b)

Definition 2.7 (Konforme/Nichtkonforme Diskretisierung, [8|). Wir nennen die Dis-
kretisierung von konform, wenn folgende 3 Bedingungen erfillt sind:

[ ] Xh C Y,
o pu(xnyn) = p(xn, yn) fiir alle zp, yn € Xp,
° sh(xh,yh) = s(:vh,yh) fur alle xp,yn € Xp.

Diskretisierungen, die mindestens eine der Bedingungen wverletzen, heiffen nichtkon-
form.

In der abstrakten Fehleranalyse in dieser Arbeit sind nichtkonforme Semidiskretisierun-
gen zugelassen. In diesem Fall benotigen wir einen injektiven Liftoperator

Qn € L(Xn; X),
um die numerische Approximation mit der exakten Losung vergleichen zu kénnen. Mit
X = Qn(Xy) Cc X
wird der geliftete Finite Elemente Raum bezeichnet.

Definition 2.8 (Rdume und Operatoren fiir die Fehleranalyse). Z < X sei ein dichter
Unterraum von X.

Folgende Operatoren werden fir die allgemeine Fehleranalyse bendtigt:

15



2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

)h - CghQ/ﬁ

dicht

Abbildung 1: Rdume und Operatoren in der Semidiskretisierung

o Essei J, € L(Z; X)) mit
|Jullx, 7 < Cu, (2.12)

fiir ein Cj, > 0 unabhdingig von h. Diesen Operator bezeichnen wir im Folgenden
als Referenzoperator.

I,: X — X} sei die X-Orthogonalprojektion auf den gelifteten Finite Elemente
Raum.

QX — X, set die Adjungierte zum Liftoperator, d.h.

pr(Qrz,yn) = p(z, Quyn) fir alle z € X,y € X,

Ry = QS — Spdn: D(S)NZ — X, sei der Fehleroperator des linearen Terms.
e 1,: [0, 7] X Z — X, definiert durch

ru(t,x) = Qrg(t,x) — gn(t, Jpx)
bezeichnet den Diskretisierungsfehler der Nichtlinearitit.

Der Referenzoperator J, sowie Z miissen fir konkrete Beispiele ,passend® gewdhlt wer-
den. Weiterhin werden fiir die Fehleranalyse noch folgende Abbildungen bendtigt:

e D, =Q; ' X — Xy,
o P,=QuQ; : X — XL

Abbildung [I] veranschaulicht die Beziehungen und Operatoren zwischen den abstrakten
Réaumen.

Abstrakte Fehleranalyse

Wir stellen folgende Bedingungen an die Semidiskretisierung:
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

Annahme 2.9 (Stabilitét).

1) Sy € L(Xp, Xp) ist quasimonoton in Xy, d.h. es existiert ein Cym > 0 mit

ph(Sh:z:h,:z:h) +5quXhH§(h >0 fir alle ), € X,

2) Es existieren Cx, x > cx, x > 0 unabhdngig von h mit

xx |@nnllx < llnllx, < Cx, xl@nanllx fir alle z, € Xi. (2.13)

Wie in dem analytischen Abschnitt wird die Fehleranalyse fiir die FE-Semidiskretisierung
(2.11)) von (2.2) in zwei Schritten durchgefiihrt. Zuerst unter einer globalen Lipschitz-
Bedingung an g, dann ohne.

Fehleranalyse unter globaler Lipschitz-Bedingung an g, Ist g, global Lipschitz-
stetig auf Xj,, so ist (2.11) als gewohnliche Differentialgleichung nach dem Satz von
Picard-Lindel6f global wohlgestellt, d.h. fiir beliebiges 2 € X, besitzt eine ein-
deutige klassische Losung xj,. Fiir die Losung der semidiskreten Gleichung gilt dann
folgende Fehlerabschatzung:

Satz 2.10 (Abstraktes Fehlerresultat unter globaler Lipschitz-Bedingung). Es gelten die
Voraussetzungen von Satz und es sei T < t*(2°). Weiter sei x die eindeutige Lisung
von mit x € CY([0,T); Z). Es gelte ferner Annahme gn sei global Lipschitz-

stetig auf X mit Konstante L und xj bezeichne die semidiskrete Losung von .
Dann gilt fiir die geliftete semidiskrete Losung folgende Fehlerabschdtzung:

[@nan(t) — x(t)| x < Ce(HEqm)t(sz — Jn2®| g, + Q% = In)2 || oo o)

S LT PR A O O)] Py

+ (T = @ndn)z(1)]] x (2.14)
fiir alle t € [0,T.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an [8, Theorem 2.9]. Wir definieren e, = =, — Jyx
als diskreten Fehler. Dies ist der Fehler zwischen der numerischen und der mit dem
Referenzoperator abgebildeten exakten Losung, welcher ndher untersucht werden muss.
Der gesamte Fehler lasst sich namlich aufsplitten zu

Qnry — = Qpen + (Qndn — Dz,

somit gilt

1@nan(t) — (8]l x < |@nenllx + [(@ndn — Dl

1
< ——llenllx, + 1(@nJn = D], (2.15)

Xh,X

N
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

wobei in der zweiten Abschatzung (2.13) verwendet haben.

Fiir e, wird eine Fehlergleichung hergeleitet: Wegen X! C X folgt aus der variationellen
Formulierung von ({2.2))

p(2(t), Qnyn) + s(z(t), Quyn) = p(g(t, (1)), Qnyn) fur alle y;, € X,
Spn (@' (), yn) + pu(QrSz(t), yn) = pr(Qry(t, (1)), yn) fur alle y;, € X,

wobei die Definition von ()j ausgenutzt wurde. Einfiigen von Termen und umordnen
liefert

o (02’ (), yn) + sn (Jnz (), ) = pa((Jn — Q)2 @), yn) + pu((Sudn — @) x(t), yn)
+ pn(Qrg(t, x(t)), yn) (2.16)

fiir alle v, € Xj,.

Die variationelle Formulierung der semidiskreten Gleichung liest sich

Dh (xlh(t),yh) + sp (:Uh(t),yh) = pn (gh(t, xh(t)),yh) fiir alle y, € Xp,. (2.17)

Wegen z € C*([0,T); Z) und J, € L(Z; X},) gilt e, € C([0,T); Xp,) mit €}, = ), — Jpa'.
Subtrahieren wir (2.16)) von (2.17)) erhalten wir damit fiir den diskreten Fehler folgende
Gleichung;:

pr(en(t),yn) + snen(t),yn) = — pu((Jn — @4)2'(t), yn) + pr(Rux(t), yn)
+ pu(gn(t, zn(t) — Qhg(t, z(t)), yn)

fiir alle y, € X3, bzw.
en(t) + Snen(t) = (@) — Jn)2'(t) + Ry (t) + gn(t, zn(t)) — Qug(t, =(t)).
Nach den Voraussetzungen ist die rechte Seite

f(@t) = (Qh — Jn)a'(t) + Rp(t) + gn(t, wn(t)) — Qrg(t, x(t))

fir t € [0,T] wohldefiniert und es gilt mit der Variation der Konstanten Formel und
Dreiecksungleichung

t
len(®)llx, < lle™"en(0)llx, +/ le™=% £ ()|, ds
0

t
< e len(0)|, + et / e || f(s)llx, ds,
0

bzw.

t
e len(t)]lx, < llen(0)llx, +/0 e 2| f(s)]] x, ds.

18



2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen
Es gilt

1F($)lx, <I@L = Jn)z"(s)llx, + I Bnz(9)llx, + llgn(s, zn(s)) — @rg(s, x(s))llx,
und unter Ausnutzung der Lipschitz-Stetigkeit erhalten wir
lgn(s, zn(s)) — Qrg(s, x(s))|x,

< llgn(s, Jnz(s)) = Qug(s,2(s))llx, + gn(s, zn(s)) = gn(s, Jnz(s))llx,
< lIra(s, 2(5))llx, + Lllen(s)ll,

Setzen wir dies in die obige Abschéatzung erhalten wir
e len(t)l|x,

<1

L~
<len Ol + [ [ (1@ = 2 (6) iy, + IRnelx, + (s, a(6)lly,
L[ (o), ds

<[len(0)|x, + Q% = Jn) 2"l oo o.17,3) + UIERZ Lo 0,773

t
+ tllra(, x('))HLOO([O,T];Xh) + L/o eicquH@h(S)Hxh ds.
Anwenden der Gronwall-Ungleichung aus Satz mit ®(t) = e~Camt||e, (1] x, und Mul-
tiplikation mit e®m? liefert

lea(®)lx, < (”Eq‘“)t(IIx% — J2®llx, + tH(Qh = Ju) 2l oo o,775x,)

+ tHthHLOO([O,T];Xh) + t||7“h('717('))||Loo([o,T];Xh)>-
Daraus folgt mit (2.15)) die Behauptung.

O
Nun zeigen wir unter geeigneten Stabilitdtsannahmen die Konvergenz der Diskretisierung
gegen die exakte Losung, d.h.

lim[|Qpan(t) — 2(8)]x = 0.

Dafiir verwenden wir die Notation

Ap(zn, yn) = p(Qnzn, Qnyn) — pr(Tn, yn) fir o,y € X,
und fiir z, € X, definieren wir Ap(xy,) € X, durch

[Ap(en)] (yn) = Ap(wn, yn) fiir alle y, € Xi.
Annahme 2.11 (Konsistenz). FEs gelte:
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

1) Fir alle xp, € Xp,: ||Ap(z)|

h—>00
X;—> .

h—0

2) Fir allex € D(S)N Z: ||Rpzllx, — 0.

3) Fir allet € [0,T],x € Z: ||lru(t,z)| x, h=0 0.

4) Fir alle x € Z: ||(I— Qndn)x| x =90.

h—0
5) I = Sl 0.

Lemma 2.12 (Quasioptimalitdt von P, [8, Lemma 2.11|). Es gelte Annahme
Dann gilt fiir alle x € X

I(Pn = )z x < Cx, x[[Ap(Qp2)]

X;
Beweis. Mit 1T, und Dy, aus Definition [2.§] gilt
1(Py = Tn)z|% = p((Py — 1)z, Qu(@;, — Di)x)

= p(Puz, Qu(Q;, — Dp)z) — p(Ihz, Qu(Q), — Dy)z)
= p(Puz, Qu(Q}, — Di)z) — p(z, Qu(Q} — Dp)x)
= p(QnQz, Qun(Q — Di)z) — pr(Qr, (Qf — Di)x)
= AP(QZ% (O Dh)l‘)

und mit Annahme

1
1Py = Tn)z ]l = |@n(@h — Dr)zllx 2

Xp,X

(@ — D)zl x,-

Falls (Q} —Dp)z = 0 folgt ||(P,—1II)x||y = 0 und die Behauptung ist erfiillt. Andernfalls
gilt
Cx,.x
(@4 = Dn)xlx,
Ap(Qp, (@5, — Dp)x)
(@5, = Dn)zllx,
< Cx,,x max 1Ap(szayh) = Ox, x| Ap(Qr)|

Hyh”Xh:

(P = Ta)al| < (P — Ma)ally H

= Cx, x

Xp

]

Satz 2.13 (Konvergenz der Semidiskretisierung unter globaler Lipschitz-Bedingung).
Es gelten die Voraussetzungen von Satz[2.10) und zusitzlich Annahme [2.11, Auflerdem
sei die Lipschitz-Konstante L von g, unabhdngig von h. Dann konvergiert die geliftete
semidiskrete Losung gegen die exakte Losung, d.h.

}llirr(l)Hthh(t) —x(t)||x = 0 fiir alle t € [0,T.
—
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

Beweis. Wir verwenden die Fehlerabschitzung (2.14) aus Satz und zeigen, dass
dort alle Terme konvergieren. Der einzigen Terme, wessen Konvergenz nicht direkt aus

Annahme [2.T1] folgt ist

1(QF, — Jh)x/”LOO([O,T];Xh)'

Es gilt fir z € Z mit (2.13):

(@5, — Tn)zllx, <Cxp, x (P — Qundn)z| x
<Cx, x (I1(Pn = Dzllx + (T = Qun)zllx)
<Cx, x (1(Pn = Tn)2|l x + [T = D)zl + (T = QnJn)zlx)-

Wegen der Bestapproximationseigenschaft von 11, gilt
[(Ih = Dzllx < (= @ndn)zlx
und wegen Annahme

h—0

(I = QnJn)z||x — 0.

(P — )2 129 0 gilt aufgrund von Lemma [2.12]

Somit folgt die Behauptung, da nach Voraussetzung x(t),2'(t) € Z fir alle t € [0, 7] gilt
und e(F+eam)t = o(L+cam)t ynabhingig von h ist. O

Fehleranalyse unter lokaler Lipschitz-Bedingung an ¢, Ist die diskretisierte
Nichtlinearitdt g, lokal Lipschitz-stetig auf X} so folgt aus der lokalen Version des
Satzes von Picard-Lindelof, dass lokal wohlgestellt ist, d.h. fiir alle 2) € X}
existiert ein ¢} (27), sodass fiir alle T < t;(z)) eine eindeutige klassische Losung
x, € CH[0,T] x Xp; X3,) besitzt.

Das folgende Hauptresultat dieses Kapitels liefert eine Fehlerabschatzung fiir z; und
zeigt unter weiteren Voraussetzungen, dass t}(z)) > t*(2°) gilt und der Fehler gegen 0
konvergiert:

Satz 2.14 (Fehlerabschétzung und Konvergenz unter lokaler Lipschitz-Bedingung). Es
gelten die Voraussetzungen von Satz [2.6 und Annahme [2.9. Auferdem sei g lokal
Lipschitz-stetig auf X;, mit Konstante Ly unabhdngig von h. Die Lésung x von

erfille x € C([0,*(2°)); Z) und xy, bezeichne die Lisung von (2.11)).

a) Es sei T < min{t*(z°),t;(x%)}. Dann gilt fir die geliftete semidiskrete Losung die
Fehlerabschdtzung

|Quan(t) = 2(®)l| < CelFrantamt B, (1) + |[(1 - Qui)a(t)] < (2.18)
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

mait
En(t) = |l — Jnz’llx, + Q% — )2l e o 1y:x,)
+ tHthHLN([O,T];Xh) + tfra( () ||Loc([o,T];Xh)
fir alle t € [0,T]. Hierbei ist

M), = maX{CJthHLOO([O,T];Z)? ‘|$h‘|L°°([O,T];Xh)}'
b) Es sei T < t*(2°) und M = 205,12\ poo 0.1, 2)- AuBerdem gelte
}lLiL% En(t) — 0  fir allet € [0,T]. (2.19)
Dann gibt es ein h* > 0, sodass xy, fir alle h < h* auf [0,T] ezistiert mit

HflthLoo([o,T];Xh) < M.
Auflerdem gilt die Fehlerabschdtzung (2.18)) mit M, = M.
Gilt zusdtzlich

%irrg)“(l — Qndp)x(t)||x = 0 fir allet € 0,77, (2.20)
—
so konvergiert die geliftete semidiskretisierte Losung , d.h.

1Qnan(t) — z(t)]lx %0,  tel0,T].

Bemerkung: Eine hinreichende Bedingung fiir (2.19)) und (2.20|) sind die Konsistenz-
bedingungen aus Annahme [2.11] dies sieht man wie im Beweis von Satz [2.13]

Beweis. Zula} Sowohl z als auch z), existieren auf [0, 7] nach der Wahl 7. Man erhilt die

Fehlerabschétzung exakt wie in dem Beweis von Satz [2.10] lediglich in dem Schritt bei
dem die Lipschitz-Stetigkeit ausgenutzt wird, muss die globale gegen die lokale Lipschitz-
Konstante ersetzt werden. Hierfiir ist M), passend gewahlt.

Zu : Definiere

T = sup {t € (0,450 | oy < M}

als die maximale Zeit, wahrend der die diskrete Losung in X}, durch M beschréankt bleibt.
Es gilt T), < t;(29).

Fiir alle ¢ < min{T,T},} gilt mit der Definition von M:

len ()l x, < llan(t) = Jnz()llx, + 1nz@)]x,
M

< llea(t) = (@)l x, + =

22



2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

Bei dem ersten Term handelt es sich um |[[es ||, und somit folgt mit (2.19)

|z (t) — Jhx(t)”Xh < Ce(ET,MJraqm)tEh(t) =9 g

Wegen [z, ()], — 4 fiir b — 0 existiert somit ein h* > 0 mit [lz,(t)||y, < 2M fiir
alle h < h* und ¢ < min{T, T}, }. Wegen der Stetigkeit von x;, und der Definition von T},
gilt daher fiir alle h < h*:

Ty > HliIl{T, Th}

Also ist nur min{7,T},} = T moglich und deswegen gilt ¢;(x%) > T}, > T. Aukerdem
zeigt dies

Zhl Lo o,77:x,) < M-

Die Fehlerabschatzung folgt dann direkt ausa){und die Konvergenz aus den Konsistenz-
bedingungen wie im Beweis von Satz [2.13]

]

2.3. Zeitdiskretisierung mit Crank-Nicolson

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich der Volldiskretisierungsfehler nach Zeitdis-
kretisierung der semidiskreten Gleichung verhélt. Exemplarisch wird die Analyse fiir das
Crank-Nicolson Verfahren durchgefiihrt. Dieser Abschnitt erweitert dabei [8, Chapter
2.8| vom linearen auf den semilinearen Fall.

Die volldiskretisierte Gleichung

Ausgangspunkt ist die semidiskrete Gleichung: Finde zj: [0,7] — X}, mit

zy,(t) + Spn(t) = gn(t, z4(t)) fur t € [0, 7],
2,(0) =z}, € Xp,.
Die Zeitschrittweite bezeichnen wir mit 7 > 0 und definieren
o t" :=1Tn,
® i) = gn(t",-): Xp = X,

Dabei stellen wir in diesem Abschnitt die gleichen Voraussetzungen wie bei Satz [2.14]
insbesondere sei g;' also lokal Lipschitz-stetig auf X} mit Konstante L 5y unabhéngig
von h.

Die Crank-Nicolson Approximation x}! & x(t") ist gegeben durch
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

ap 't =ap - §Sh (2p ™ + 7h) + 9 (gh“(xhﬂ) +oh(a)), n=0 (2.21)

mit Startwert z) aus der semidiskreten Gleichung.
Mit den Operatoren
Ry =1+ gsh und R o=1- gsh
lasst sich das Verfahren auch schreiben als
Ryay™ = R_aj + % (g @y ™) +gn(aR)), n>0. (2.22)

Die ist eine nichtlineare Gleichung, bei der wir fiir die nachfolgende Analyse zunéchst an-
nehmen, dass die auftauchenden Iterierten x} fiir n = 1...,n* fiir ein n* > 0 existieren.
Dann sei

n*
M = maX{CJh HxHLOO([O,T];Z)’ rﬁl:a())(”xZ”Xh}’

wobei x die exakte Losung von ([2.2)) ist.

Sowohl n* als auch M hingen offensichtlich von 7 und h ab, zur Ubersichtlichkeit wird
jedoch darauf verzichtet, dies in der Notation festzuhalten.

Stabilitat

Wir betrachten hier das Schema mit allgemeiner rechter Seite f"! € X:
Ruyp ™' =Royp + ", n>0 (2.23)
und Startwert y) € Xj.
Fiir 7¢ym < 2 gilt (|8, Lemma 2.14])
e R, ist invertierbar mit HR;lHXh(_Xh <1,
e R:=R'R_ erfiillt
I Ryallx, < e lunllx, (224
fiir alle y, € X,
Somit erhalten wir fiir 7¢, < 2 durch auflésen der Rekursion die Darstellung

Z/Z+1 — Ry}’rz, 4 R_T_lfn+1

_ Rn+1y2 + Z Rn—lelfm—i—l

m=0
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

und daraus die Abschétzung

s, < IR oLy, + D IR ™ RIS,

m=0
n
< elmmam |gpl| Y el e (2.25)
m=0
Fehleranalyse
Wir interessieren uns fiir den Volldiskretisierungsfehler e” = Q) — =", hierbei ist

2" = x(t"). Diesen splitten wir, wie im Beweis von Satz [2.10] auf:
e" = Quep, + (QnJr, — D" mit ey =xp — Jpa".
Mit gilt
le”llx < l@negllx + (@ndn = D" x

1 . . (2.26)
lekllx, + 1(@nJn — DT || x-

<
X, X

Im Folgenden wird fiir e} eine Fehlergleichung hergeleitet. Dazu sei
g'() = glt",): X — X.
Die exakte Losung erfiillt wegen der Differentialgleichung ([2.2])

S () 4SS (@ 4T = 5 (6 @) + g (@)

und daher
WHzw—%swm+?ﬁ+%W“&“U+¢WW+W“,nza (2.27)
mit Defekten 671

5n+1 :in—i-l - gn o % (x/(tn—i-l) 4 l’/(tn))

tn+1

:/t 2 (t) dt — % (' (") + 2/ (1)) .

n

Bei diesen handelt es sich somit um Quadraturfehler der Trapezregel und fiir diese gilt

16" 5 < CT2 e oo gm0 (2.28)

Multiplizieren von (2.27)) mit Jj, liefert

T = D = SIS (@ ) + 5 (g™ @) + g (@) + T (2.29)

2
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

Subtrahieren wir diese Gleichung von erhalten wir
et =i — 5 S (et +a7) + SIS (7 + 3
5 (g @) + gila) = g™ @) = Tag" (@) —
=€) — —Sh( tep) + (JhS Spdy) (T 47
A ANCARE Jhg”“(x”“) + gh(27) = Jug"(@")) — 0"t

Wie im semidiskreten Fall verwenden wir zur Darstellung der Diskretisierungsfehler den
linearen Fehleroparator R;, = ;.S — SiJj, und den nichtlinearen Fehleroperator

ri(@) =" x) = Qrg" (%) — gy (Jn).
Durch Umstellen der Terme und erneutes Einsetzen von Gleichung ([2.27)) ergibt sich
BZH e, + = Sh ( nl eZ)
:E(h_Qh) (~n+1+%n)_’_ Rh(n+1+ZL‘)

+3 (G ) = g T EY) + g () — Jug" (7))

— Jpom
‘ (Jh_Q)(~n+1 ~)+ R(n+1+$)

+ — 5 (g}rlz-i—l( n+1) ngn-&-l(gn-i—l) + gZ($Z) o ngn(%n))

- Qo

- n N’l’l - n T n - n n(=mn
— (= QU =)+ DRy (B ) - (A + @)

+ — 5 (gz-i-l( n+1) g}?—‘rl((]hxn—i-l) + QZL(JIZ) . gz((]hgn))

o Q;(anrl
=l
Darauf kénnen wir nun Abschétzung ([2.25)) anwenden und erhalten
lep ™y, < eI lep]ly, 4 Y e e (2.30)
m=0

Wir schétzen zunichst einzelne Therme von f**! weiter ab:

tn+1

o = Q@ =Py, = |- e [ o

n

Xhn
tn+l

S/t 1(Jn = Q)" ()| x, dt

n

< 7(h = Q)2 oo in im 17,
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

o Mit (| und ([2.28)) gilt:

IIQh5"+1||Xh < i x 10" iy < O] e on g1y,

e Wegen der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von g, gilt fiir t"* < T und
ol I, < M:

lgh (23) = g3 (Jua") |, < Lrallehly,
Damit gilt insgesamt
15, <4+ Traa (i, + ekl x,)
mit
dmtt =7[(Jn — Q2)$/||Loo([tn,tn+1];xh) + gHRh (fnﬂ + En) ||Xh
+3 = (It @Y, + e E),) (2.31)

+ O | ooy,

Setzen wir dies wieder in (2.30)) ein, ergibt sich mit ¢y, > 0
n

||6 +1||Xh §e(”+1 chmHeOHXh + Z (n—=m)TCqm gm+1

m=0
+ LTM Ze(n )T Eqm (He +1”Xh + [lex" ”Xh)
m=0
n+1
< e(n—H chmHeOHXh + Z (n—m chmdm+1 + LTMT Z (n+1-— m)’rcquemHXh
m=0 m=0
Multiplikation mit e~ ("*+D7cam liefert
n n+1
e_<n+1)chm|lez+1||Xh < ||€2||Xh + Z o(—m=1)7Caqm gm+1 + Loyt Z e_mchm||€T||Xh
m=0 m=0

Fiir ET, uT < 1 liefert das diskrete Gronwall Lemma aus Satz

Lp pp(nt+1)7 n N
e—(n+1)7-6qmuez+1HXh <e 1I-Lp pr (HegHXh + Ze(ml)TCqmdm+l> ’

m=0
also folgt

ZT,M("+1)T

n
1) 7Eqm+ DT
|| h+1HXh < e(n )¢y I—Lp a7 (HGQHX,L +de+1)
m=0
(Eqm+7zu )tn+1 -
< T ) (el + ST ). (2:32)
m=0
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

Schlieflich gilt mit Gleichung (2.31)):

n

m n * n+1 m
St < “(H(Jh = Q0 e o, + T R (£7)]

m=0

(2.33)

n+1 m m
+ max|r (2 (™))l x, + 72D o o500

Zur Formulierung des Hauptresultates dieses Abschnittes benotigen wir folgende Defini-
tion:

Definition 2.15 (Lokale Eindeutigkeit). Wir nennen eine Iterierte x}™ von (2.21))
lokal eindeutig, wenn Ein Ball B um x} existiert, in dem a:’,f“ die einzige Losung von

221) st

Satz 2.16 (Volldiskretisierungsfehler des Crank-Nicolson Verfahrens). Es gelten die Vor-
aussetzungen von Satz[2.1] Weiter gelte

z € C3([0,t*(2)); X) fiir die Losung von (2.2) und z} sei die Lisung von (2.21)).

a) Es sei T < t*(2°) und x} existiere fiir alle t™ < T. Weiter sei

M = maX{OJh H-,I;HLOO([O?T};Z)7 g}g%(HIZHXh}

und Tmax{ET,M,a‘Tm} < 1. Dann gilt fir alle n > 0 mit t" = nt < T fir die
geliftete volldiskrete Losung die Fehlerabschdtzung

L1 Mm

_ LM yn
|Qnayy — ()] x < C’e( 17LT’MT) <Eh<tn) + tnT2Hx(3)HL°°([O,T};X)) (2.34)
+ [T = Qndn)z (")l x

Cqm

mat
En(t) = llay, — Jn2’llx, + tHQh = J)2'll oo o 1yx,)
+ t“RthHLoo([o,T];Xh) + tflral, x('))HLOO([O,T};Xh)
firt € [0,T]
b) Es sei T < t*(2°) und M = 205, ||| oo 0,17, 2)- AuBerdem gelte
lllirr(l) En(t") — 0 fir alle t™ € [0,T]. (2.35)
_>

Dann gibt es 7", h* > 0, sodass fiir alle h < h* und alle T < 7% gilt: z} existiert
lokal eindeutig fir alle n mit t" < T und erfillt

n
< M.
max||zy||x, < M
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

Auferdem gilt die Fehlerabschitzung (2.34]).
Gilt zusdatzlich

lllin%H(I — Qndp)z(t")||x = 0 fir alle t" € [0,T,
—

so konvergiert die geliftete volldiskretisierte Losun, d.h.

7,h—0

|Qnxy, — x(t")||y —— 0,  fir alle t" € [0,T.

Bemerkung:

e In b) ist 7* unabhéngig von h.

(2.36)

e Eine hinreichende Bedingung fiir (2.35)) und ([2.36)) sind die Konsistenzbedingungen

aus Annahme 2.111

Beweis. Zu [a} Die Fehlerabschitzung folgt aus den Gleichungen (2.26), (2.32) und

2-33).

Zu : Zu zeigen ist die eindeutige Existenz der Iterierten und ihre Beschréanktheit, die
Fehlerabschétzung folgt dann aus@und die Konvergenz direkt aus den Voraussetzungen.

Wir definieren

n* :=max{n >0 |z, m=0,...,n existieren lokal eindeutig mit m%g;”:p}fHXh < M}.
m=

Hierbei hingt n* von 7 und h ab. Wir zeigen durch Widerspruch, dass fiir hinreichend

kleine 7 und h gilt: " 1 > T.

Es sei Tmax{ETﬁM, Equ} < 1 und wir nehmen "' < T an. Es gilt

IA
S

i [, < Il = Jua(t™)

x, T (™)

Xn

und auferdem wegen der Abschitzung des diskreten Fehlers und ([2.35))

|2 — Tz (™), = ey Ilx,
PRL 8 VI P
< Ce( q 17LT,MT) (Eh(tn) + tnT2HZE(3)HLoo([O’T};X))
7,h—0 0.

Also existieren h*, 7" > 0, sodass fiir alle h < h* und 7 < 7* gilt:

n* 2
[Es Hxh < §M

29
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

Im Rest des Beweises sei h < h* fest und wir setzen n = n*. Die nichtlineare Gleichung

fiir z)*! ist gegeben durch

T — T mn n n n
$Z+1 = Rxj, + §R+1 (9h+1($h+1) + 9n (xh)) = G(xhﬂ) (2.38)
mit
n T — mn n n
G(xp) = Ra} + §R+1 (gh+1(xh) + gh(xh)) ) (2.39)
Wir setzen
n n M
D" = {yn € Xy | llyn — Rajllx, < g}‘

Wegen ([2.24]) gilt

IRz}l < e lzh]y,

und daraus folgt mit (2.37))

2
. n <M
Somit gilt nach eventueller weiterer Einschrankung von 7* fiir alle 7 < 7*
" )
HRthXh < gM
und daraus
D" C {yn € Xu | lynllx, < M} (2.40)

Wir zeigen im Folgenden mit dem Banach’schen Fixpunktsatz, dass G auf D" einen
eindeutigen Fixpunkt besitzt, dieser ist dann eine Losung von (2.38]).

Kontraktion: Fir 7 < 21— und zp,, yp € D" gilt wegen ([2.40)) und der lokalen Lipschitz-

T,M

Stetigkeit von gy,

T n n
1G(zn) = Glyn)llx, = l9n™ (@) — g2 (I,

~

Lty
<72 —

<1

also ist G eine Kontraktion auf D".

Selbstabbildung: Fiir alle y, € Xj, mit [lyslly, < M und alle ¢t € [0,7] gilt wegen der
lokalen Lipschitz-Stetigkeit von g, und
lgn(t, xn)llx,
< llgn(t, zn) — gn(t, Jnz”)llx, + llgn(t, Juz®) — Qra(t, 2|y, + 1Qha(t,2°)llx,
< Lyullen — Jna|lx, +7a(t, 2°) + 1Qhg(t, 2% x,
< 2M Ly + ra(t, 2°) + cx, x1Qrg(t, 2°) | «
< Bru
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2. Diskretisierung semilinearer Evolutionsgleichungen

mit einer Konstante By s < oo. Wegen 7, (t, 2°) "9 0 Jisst sich Br y dabei unabhéngig
von h wéahlen.

Daraus erhalten wir fiir 2, € D™ mit (2.39), der Beschrinktheit von R;' und ([2.40):

n T - n n n
1G(xn) = Ragllx, < SIR (g5 (2n) + g1 (2h))llx,

IN

T n n n
5”%“(%) + g (xp)llx,

S TBT,M-

Somit gilt nach weiterer Einschrankung von 7* fiir alle 7 < 7*:
N M
IGan) — Reflly, < o
Fiir diese 7 ist G auf D" eine kontraktive Selbstabbildung und besitzt nach dem Ba-

nach’schen Fixpunktsatz einen eindeutigeen Fixpunkt. Dies ist ein Widerspruch zu der
Definition von n* und damit ist die Behauptung gezeigt.

Nach dem Beweis héangt 7* nicht von A, sondern lediglich von M, T, ET7 M Cqm, By und
||$(3)||Loo([o,T};X) ab. u
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter
Ordnung

In diesem Abschnitt werden die allgemeinen Resultate aus Kapitel 2] auf abstrakte Wel-
lengleichungen zweiter Ordnung angewendet. Wir orientieren uns dabei an [8, Kapitel
4] und erweitern die dort vorgestellten Resultate fiir lineare Wellengleichungen zweiter
Ordnung auf den semilinearen Fall.

3.1. Analyse des kontinuierlichen Problems

Es seien H und V seien zwei Hilbertrdume mit zugehérigen Normen ||-||, = bzw. |||,
welche ein Gelfand-Tripel bilden:

VS H~ g S v
Insbesondere existiert ein C'y > 0, sodass
[v]|,, < Cyllv|l, fiir alle v € V gilt.

Auferdem sei m(-,-) das zu |-, gehérende Skalarprodukt auf H.

Wir betrachten folgende variationelle Differentialgleichung zweiter Ordnung;:
Finde w: [0, 7] — V mit

W o)y +b(u, ) +a(u, ) = (ftu,u), )y firaleypeV,te(0,T], (3.1a)
u(0) =u’,  u'(0) =2’ (3.1b)

wobei
feCH0,T] xV x H; H) (3.1c)

lokal Lipschitz-stetig auf V' x H ist.

Aufserdem gelte fiir die Bilinearformen a und b:

Annahme 3.1.

1) a: V xV — R sei stetig, symmetrisch und erfille die Garding-Ungleichung
a(v,v) + calvll?, > allv|l?  fir allev € V

mit Konstanten cqg > 0 und o > 0.

2) b: V xV — R sei stetig und es existiere €in Bym > 0 mit

b(v,0) + Baml|v|2, > 0 fiir allev € V.
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung

Unter Annahme induzieren die Bilinearformen a und b Operatoren A, B € L(V, V™)
durch

(Au,v)y = a(u,v), (Bu,v)y = b(u,v), fiir alle u,v € V (3.2)

und (3.1]) lasst sich dquivalent formulieren als Evolutionsgleichung zweiter Ordnung in
V*:

u"(t) + Bu'(t) + Au(t) = f(t, u(t), (1)), (3.3a)
u(0) = u°, u/'(0) = 2°. (3.3b)

Fiir unsere Analyse benétigen wir den Raum V' mit einem zu a passenden Skalarprodukt.
Es gilt: a: V x V — R definiert durch

?i(u,v) = a(u,v) + ch(u,U) fiir u,v € V

ist wegen Annahme koerziv und definiert deshalb ein Skalarprodukt auf V. Wir
setzen V = (V, @) mit zugehoriger Norm ||-||;.

Wegen der Garding-Ungleichung ist die Einbettung V < H ebenfalls stetig, denn fiir
alle p € V gilt

lell,, < Cvlielly < Cva™ gl (3.4)

Wohlgestelltheit des kontinuierlichen Problems

Wie in [15] oder [8] formulieren wir das Problem (3.3)) in eine Gleichung erster Ordnung
um, um die Wohlgestelltheitsresultate aus Kapitel 2.1 anwenden zu konnen. Dazu nennen
wir ' = v und setzen

ORI R A RICECI S s o Fd e

Als Hilbertraume fiir die erste Ordnung Formulierung verwenden wir
Y=VxV, X=VxH,

ausgestattet mit dem Produktskalarprodukt. Damit hat (3.3) die Form (2.1]).

A: D(A) — H und B: D(B) — H seien die Einschrankungen von A bzw. B auf H. Es
gilt

D@QxD@nchy:@ey%meX}:{B}eﬁxvvm+3veH}.(3@

In folgendem Lemma werden die Voraussetzungen von Satz nachgerechnet:
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Lemma 3.2 (|8, Lemma 2.11|). Ist Annahme erfillt, dann ist § € L(Y,Y™) quasi-
monoton maut

1
Cqm = éch’va_l/z + Bqm > 0 (3.6)

und mazimal bzgl. Y*. Insbesondere erzeugt S eine Cy-Halbgruppe (e_ts) auf X mat

>0
le™® | v x < €™ fir alle t > 0.
Beweis. Da wir die Identifikation X* ~ X benutzen gilt auch V* ~ V und damit

Y* =V xV*~V xV* Fiir A € L(V,V*) gilt wegen |D auch A € L(V, V).
Zusammen mit B € L(V,V*) folgt daraus direkt 8 € L(Y,Y™).

Zur Quasimonotonie: Fiir z = [u, v]" gilt

(Sz,x)y = —Zi(v,u) + (Au + Bu,v)y = —a(uu) — ch(U,u) + a(u,v) + b(v,v)

> —ca||vll,plull,, = BamllvlIZ,
_ 2
> —calvll,,Cva?llullz = Bamllvll;,
1 _ 2 2 2
2 —5ccCva Y2 (ullz + lol12) = Bawllvllz,

> cqm (lullz + l10115,)
wobei Annahme , (3.4) und die Young’sche Ungleichung verwendet wurde.

Zur Maximalitdt: Wir miissen ein A > ¢4y finden, sodass Bild(A + 8) = Y* gilt, also die
Gleichung

- AU — v |5
A+8)r=g [Av—i—ﬂu—k%v}_[gg}

fir alle g = [g1,92]" € Y* eine Losung x = [u,v]" € Y besitzt. Durch Umstellen der
ersten Gleichung nach v und Einsetzen in die zweite Gleichung kann v eliminiert werden
und es geniigt die Gleichung

Nu+ABu+Au=g,+ g1 +Bg, inV*

zu betrachten. Diese ist dquivalent zu der variationellen Formulierung

N2, )y + b, ) + a(u, ) = (920D + Mgr, ¥)v + (Bar, )y fir alle s € V.

v~ v

=A(u,) =l()

(3.7)

Wir wollen den Satz von Lax-Milgram (Satz|A.10) anwenden. Fiir alle A € R gilt:
° lGV*,daglef/%V* und ¢o, Bg; € V*,
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung
e A: V xV — R ist beschrankt, da a und b stetig sind.
Ferner ist A fir A > Bym/2 + ( /4 + %) i koerziv, denn

Auyu) = Null?, + Mo(u, u) + a(u,u) > (A2 = NBgm — ca)||ullZ, + allul)?,

N

-~
>0

wobei wir ausgenutzt haben, dass b monoton ist und a die Garding-Ungleichung erfiillt.
Mit Lax-Milgram existiert also fiir alle X > Byn/2 + (82,/4 + cc) 2 und g=[g1,0] €
Y™ eine eindeutige Losung u € V' von |3.7 Dies zeigt die Maximalitét von §. O]

Satz 3.3 (Lokale Wohlgestelltheit). Es gelte die Annahme . Auferdem seien u®,v° €
V und Au® + Bv® € H. Dann ist lokal wohlgestellt, genauer gilt:

e Es existiert ein t*(u®,v°) € (0,00], sodass fiir alle T < t*(u®,0°%) eine ein-
deutige Losung u € C*([0,T); H) N CY([0,T]; V) besitzt.

o Falls t*(u® v°) < o0, so gilt

/2

i (a3 + Il DI5,) ™ = o0 (3.8)

t—t* (u0,

o [is sei u eine weitere Losung mit Anfangswerten u(0) = 7}),'11’(0) = 0, die auf
0, T] existiert und

M = sup max?{ (||u(®)||? + ||/ &)|? 1/2, a2+ 7 @))2) ).
S {(H Oz + Il OI5,) " a1z + 17 O15,) }

Dann gilt

(Ilut) =TI + (1) — T (1))2) "

B - 1/2
SG(LT'M+Cqm)T (HUO — U,OH?E + ||U0 - U0||72n> )

fir alle t € [0,T], wobei Ly die lokale Lipschitz-Konstante von f und cqm durch

(@ gegeben ist.

Gilt auferdem B € L(V, H), so folgt zusatzlich w € C([0,T]; D(A)).

Beweis. Nach Lemma [3.2]ist § quasimonoton. Aufserdem folgt aus
feCH0,T) xV x H; H)
auch

g€ CY[0,T] x X; X)
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung

und da f lokal Lipschitz-stetig auf V' x H ist, ist g auch lokal Lipschitz-stetig auf X.
Somit ldsst sich Satz anwenden und es existiert ein t*(u°,v°) € (0, oo], sodass (3.3))
fiir alle T < t*(u°,v°) eine eindeutige Losung u besitzt mit

x = m e CY([0,T];V x H)nC([o, T]; D(S)).

Daraus erhalten wir «” € C([0,T): H), «' € C([0,7];V) und mit (3.4) folgt u' €
C([0,T]; V). (3.§) folgt ebenfalls direkt aus Satz [2.6] Die Stabilitéitsabschéitzung folgt
aus (2.10).

Ist B € £L(V, H), so gilt D(S) = D(A) x V wegen (3.5]), somit folgt u € C([0,T]; D(A)).
[

3.2. Abstrakte Semidiskretisierung

Wir betrachten nun allgemeine Finite Elemente Semidiskretisierungen von (|3.1]). Ziel ist
eine allgemeine Fehlerabschiatzung und ein Konvergenzresultat unter Konsistenzbedin-
gungen basierend auf den Resultaten aus Kapitel

Form der Semidiskretisierung Wir verwenden folgende Notationen:
e 1/, sei ein endlichdimensionaler Vektorraum in dem die Approximation liegen soll.

e my, sei die Diskretisierung von m und ein Skalarprodukt auf V},, wir setzen
Hh = (Vh,mh).

e QY € L(Hy,V) sei ein linearer Operator, den wir im Folgenden als Liftoperator
bezeichnen.

e Die Bilinearformen ay, by,: Vj, X Vj, — R seien Diskretisierungen von a bzw. b.

o u) vl €V, und f;: [0,T] X V}, — Vj, seien Approximationen an u°,v° und f.

Die Finite Elemente Approximation wuy: [0,7] — V}, der Losung von ({3.1)) ist gegeben
als Losung der diskretisierten Gleichung

mu, (ufy, on) + b (> ©n) + an(un, ©n)
=, (fn(t, wn, up), on) Vit € (0,T], pn € Vi, (3.9a)
up(0) = uj, u), (0) = v). (3.9b)

Wir formulieren die variationelle Gleichung in eine Evolutionsgleichung zweiter Ordnung
um. Dazu definieren wir Ay, By, € L(H},, Hy) durch

mu (Anun, on) = an(tn, on),  mp(Buun, on) = by (un, on)  fiir alle uy, @, € Vi
Dann ist (3.9) dquivalent zu
uy (t) + Bruy,(t) + Apun(t) = fu(t, un(t), uy,(t)), (3.10a)
up(0) = u, u), (0) = vp. (3.10b)
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung

Da nicht V}, C V gefordert wird, deckt die Analyse auch nichtkonforme Diskretisierungen
ab. Es werden jedoch folgende Annahmen getroffen:
Annahme 3.4 (Stabilitit). Fir alle up, on € Vi, gelte

1) ay, sei symmetrisch und es existiere eine Konstante ¢g, sodass

an(un, on) = an(un, pn) + camn(un, ©n)

positiv definit ist. Somit definiert ay ein Skalarprodukt auf V}, es sei Vh = Vi, an).
2) Es existiert eine Konstante Cyy > 0 sodass lonll,,, < aVH‘PhHah gilt.

3) Es existiert ein qu > 0 sodass by, + qumh monoton ist.

4) Es gibt Konstanten Cy > ¢y > 0 mit

et | Qnnll < llenllyn, < Crll @y @nll, (3.11)

5) Es gibt Konstanten Cv > ¢y > 0 mit

@ enllz < lenlls, < CvIQK enlls- (3.12)

6) frn:0,T] % Vi, x Hy, — Hy, ist lokal Lipschitz-stetig auf Vi, x Hy,

Alle Konstanten seien dabei unabhdngig von h.

Nach dem Satz von Picard-Lindeldf ist (3.10]) lokal wohlgestellt, d.h. fiir es alle u$, v) € V,
existiert ein ¢} (ul,v)) € (0,00] sodass (3.10) fiir alle T < ¢} (ul,v}) eine eindeutige
klassische Losung uy, € C*([0, T); Hy,) N C*([0,T]; V4) besitzt.

Semidiskretisierung in erster Ordnung Formulierung Analog zum kontinuierli-
chen Problem setzen wir X, =V}, x H;, mit Produktskalarprodukt und

w0= (50 5=l 5] 9O ubum] @

Damit ist (3.10]) aquivalent zu der ersten Ordnung Formulierung (2.11)). Den Liftoperator
Qn: Xp — X =V x H definieren wir als

Qn B’"‘} = [Q’Y “h] . (3.14)

h Q}‘Z/Uh

Fehlerabschiatzung und Konvergenz

Um eine Fehlerabschéitzung und ein Konvergenzresultat fiir die Semidiskretisierung der
allgemeinen Wellengleichung zweiter Ordnung zu erhalten, wenden wir Satz [2.14] auf die
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung

erste Ordnung Formulierung an. Dazu definieren wir zunéchst die restlichen erforder-
lichen Operatoren aus dem allgemeinen Framework aus Kapitel fiir die allgemeine
Wellengleichung.

Die adjungierten Liftoperatoren Q7*: H — Hj, und QV*: V — V, sind definiert durch
mh(QhH*u, gph) = m(u, thgoh) fiir alle w € H, oy € V},, bzw.
aj, (Q;‘f*u, goh) = 5(u, QZgoh) fur alle u € ‘7, Yn € ‘7;1.

Bemerkung: Da jeder Operator die gleiche Norm wie seine Adjungierte besitzt und

wegen Annahme und |5)| gilt

. 1

||QhH ||Hh<—H = ||Qi‘t/||H<—Hh < g und (3.15)
X 1

1917l 7 = QL lyes;, < = (3.16)

Weiter setzen wir P .= QY Q* PV = QY Q)*.

7. H — QV(V,) und IV : V — QV(V4) seien die H- bzw. V-Orthogonalprojektion
auf den gelifteten diskreten Raum. Wir benutzen folgende Notation fiir Fehler in den
Skalarpodukten: Fiir uy, ¢, € V}, sei

Am(Uh, SOh) = m(Q}‘z/uha stph) — Mp (uhv ‘Ph)a bzw.
Aa(uh, @h) = 5(Qf‘fuh7 QZ%) — ap (Ufu @h)-

Wie in Lemma m erhalten wir mit H bzw. V anstelle von X:

(P = T)oll,, < Crll Am(Qyv)]y; und (3.17a)
1B =10 Jull; < Cvl|AGU(QY ). (3.17b)

fiir alleuev,veH.

Es sei ZV ein Hilbertraum mit Z¥ — V und I, € £(ZV; H},) sei ein Interpolationsope-
rator mit

fir ein Cj, unabhéngig von h.

Den Referenzoperator in der ersten Ordnung Formulierung definieren wir als
Jh = (Q};*,[h)
Fir Z = 17h x ZV gilt dann

Jn € £(Z:X3)
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung
mit
1
4]l x, 7 < o, = max { = O | (3.19)

Die Bedingungen aus Definition [2.8 sind also erfiillt.

Fiir Ry, und 7}, aus Definition folgt mit dieser Wahl von .Jj:

Rpz = { —(@" — D 1 (3.20)
7 (Au 4 Bo) — (ApQ)*u + Bplyv) '

fir x = [u,v]" € ZN D(S) und

0
" (t’ x> N |: hH*f<ta u, U) - fh(tv QX*% [}{U)] (321)

fir x = [u,v]" € Z,t € [0, T7.

Um mithilfe von Satz eine Fehlerabschatzung fiir die Semidiskretisierung zu erhal-
ten, bendtigen wir Abschétzungen fiir Ry, und ry,. Fir r, folgt aus (3.21)):

It @)y, < 1Q3F(t,u,v) = fult, Q) u, Inv) - (3.22)
Die Abschédtzung fiir den linearen Fehlerterm liefert folgendes Lemma:
Lemma 3.5 (|8, Lemma 5.4]). Es gelte Annahme|[3.4} Dann gilt fiir
x=[u,v]" € ZN D(S):
|Ruely, < C(1AGQY) Iy, + 1AT(QY u)|
+ (= T5)wllz + 10— T57) wlly + [1(T =I5 ull,, + (1= Qy L)l
+ max [b(v, QY vn) — bh(lhv,wh)\)

|'¢}h“mh_

vy + [[Am( hH*u)HHh

Beweis. Um die Abschétzung zu zeigen, nutzen wir

1 Rilly, = max p(Rpz,yn).

lynllx, =

Dazu sei yy, = [ipn, ¥n]" € Xy mit [|ynllx, = 1. Aus (3.20)) ergibt sich

pu(Ruz, yn) = — an((Qr " — In)v, ©n) + mn(QF* (Au+ Bv) — (AnQ} “u+ Bulyv), ¢n)
=- ;dh((QX* — In)v, SOh)J%— a(u, Q) ) — an(Q) *u, ¥y) (3.23)

J/

-~

(*) (%)
+ b(U, Q}‘z/wh - bh ([hva 7vbh)
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung

Die Terme (%) und (%*) werden weiter abgeschétzt.
Fiir (x) gilt mit Q; Q" = P und [[¢nll;, <1
an((Qr = In)v, on) < [[(Qy* = Tn)vll,
< OvlI(BY = Qi Il
<Cy (IPY = Dollz + 1T — Q) In)vll5)
< ¢ (0= T)ell; + 1AG(QY V)l + 11— QY Telly) .
wobei und benutzt wurden.

Fiir (xx) gilt mit [|¢n[,,, <1

a(u, Q) ¢n) — an(Q) *u, ¥y)
= a(u, Q) — @ Q) u,¥n) — (cam (u, Q) vn) — Camn (Q) u. )
-0
< |CGm(Ua QZ@Dh) - /C\Gmh(Ql‘z/*u7 Qﬁh)|

< max{ca, Ca Hma (QF — Q) )u, vn)]
< max{cg, e HI(Q1 — Q) ull,,,, -

Dabei wurde die Definition von @ bzw. ay,, die Adjungiertheit von Q}* und @} und an-
schlieftend die Cauchy Schwarz Ungleichung ausgenutzt. Wir erhalten weiter mit (3.11]),

und Q) Q7 = B!
QL™ = Q" )ull,,, < Cull(P = By) ull,,
< Cu (1A =D ull, + 1T =) ull,,)
< Cu (B =1 ull,, + Cva (I - PY) ulz) -
Schlieklich gilt mit
(P =) all,, < 1P = T5) all,, + (T = 1) ull,,
< Crllam(Qy w)ll g, + (T = T1;) wll,,

und analog

11— PY) ullz < Cvl|AG(Q) u)]

s + || (I - HX) UHE

Einsetzen der Abschéitzungen zu (%) und (%) in Gleichung (3.23)) und sortierten der
Terme liefert die Behauptung. [

Satz 3.6 (Fehlerabschitzung und Konvergenz der Semidiskretisierung). Es gelten die
Voraussetzungen von Satz und Annahme . Weiter ser Ly die lokale Lipschitz-

Konstante von fy, auf Vi, x Hy,. Die Losung u von erfiille uw € C*([0,T]; ZV) und
up, sei die Losung des semidiskreten Problems :
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung

a) Es sei T < min{t*(u®,0%), ; (u?,v))}. Dann erfillt die geliftete semidiskrete Li-
sung QY uy, die Fehlerabschitzung

5

|QYun(®) = u(®)l|5 + QK uh (1) — W (B)]],, < CeFrantmi(1 1) Y B (3.24)

=1

fiir alle t € [0,T]. Dabei ist C unabhingig von h und t, Cym = EG(?V/z + B\qm,

M;, = max {max{giv,clh}u Ll:/}

und

Up, ‘
Lo (0,17 x2V)’ H {u’h] ’ Loo([o,T};f/thh)} ’

By =|u) — QX*UOHah + [lvh — IhUOHmh’
By = QI £ u(), () = fol a0, T () e o
By =l (U= QU I)ull e (o7 + I8 = Q)| o o 117) + 10 = QU I 1
By = Ad( }Y*U)HL(’O(OT"N/*) + ||Am(QhH*u)||Lw([O’T];H;) + [l Aa(Qy” /)”LOO([O TIV;¥)
+ [[Am(QF* //)HLOO([OT]H)

E5 ::H max | ( Qh@/fh)—bh IhU Un |H

0y, =1 L (01)

b) Es sei T < t*(u®,v°) und M = 2max{ C’Ih}H{ } )Loo([ogr];f/xzv)' AufSerdem
gelte
E"80 firale i=1,....5. (3.25)

Dann gibt es ein h* > 0, sodass uy, fir alle h < h* auf [0, T] ezistiert mit

"
Uh
Auflerdem gilt die Fehlerabschdtzung (3.24) mit My = M und die geliftete semi-
diskrete Losung konvergiert, d.h.

lin [QF un (1) — u(®); + QY ui(6) — (1), =0, ¢ €[0,T]

< M.

L°°([0,T};\7h><Hh)

Beweis. Wir wenden Satz mit = [u,u]" und x, = [up, u},]" an. Alle Vorausset-
zungen sind erfiillt:

e § ist quasimonoton und maximal bzgl. Y* wegen Lemma
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung

e S5, ist mit gleichem Beweis ebenfalls quasimonoton mit Konstante

- 1.4 ~
Cqm = icGCV + ﬁqm

und maximal (bzgl. X},), da wegen Annahme die diskreten Bilinearformen die
gleichen Eigenschaften haben, wie die kontinuierlichen.

e Annahme ist erfiillt wegen Annahme und .
Zu[a} Wir gehen hier vor wie in [8, Theorem 5.5]. M) ist konsistent zu Satz gewdhlt,
dabei wurde (3.19)) verwendet. Aufserdem gilt
QK un(t) — u(t)llz + Q) uh (8) — &' (B)]],,, < V2[|Qnan(t) — ()] x-

Auf diese Ungleichung wenden wir die allgemeine Fehlerabschétzung (2.18]) an und be-
schrianken die einzelnen Terme auf der rechten Seite. Zunéchst ist
|25, — Jna®| x, beschréinkt durch Ey und |74 (-, #()| poo 0.1,y durch E.

Wegen der Wahl des Referenzoperators, (3.11), P = Q; QF* und (3.17a)) gilt
Q% = )l x, <IN@3™ = In)u"|,,
<Cull(Py" — Q) In)u"|l,,
<Cr (1B = Du"|l,,, + 11— Q) In)u"|l,)
<Cy (11 = 1Y), + Cor | Am(Qfu")|

iy 0= QUL ) -
Fiir Ry, gilt wegen Lemma
I Rn| x, §C<||A5( n ) lgs +11AT(Q) w5 + [Am(Q) w)|l
I = IO (7 + (= T0) wlly + (0= I ull,, + 11— @y In)u';
+ H‘laX 1|b( }Y¢h) — bh (]hu',¢h)|>. (326)

¥,

Fiir den Referenzfehler gilt schliefslich

1T = Qudn)zllx <IT—= B )ullz + 1T = Q) L),
<@ = 15)ullz + Cv [ AG(Qy Wl + 11— Qu L'l (3:27)

hierbei wurde PY = QY Q}* und (3.17b)) benutzt.
Damit wurden alle Terme aus (2.18)) abgeschétzt. Die Abschétzung (3.24) folgt dann

durch Sammeln der einzelnen Terme und indem die Fehler der Orthogonalprojektionen
durch Interpolationsfehler beschréankt werden.

Zu : Diese Aussage folgt direkt aus @ wobei die Konsistenzbedingungen durch
(3.25) ersetzt wurden. -
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung

Spezialfall zur Wahl von f, Die Bilinearformen ay,, b, und my, hingen von der konkre-
ten Wellengleichung und der Wahl des Finite Elemente Verfahrens ab. Die Fehlerterme
miissen im konkreten Fall weiter untersucht werden. Der nichtlineare Fehlerterm

By = [|Q™ f (o u(),u'()) = ful, Q™ ul), It (D)l o 0,61,

lasst sich jedoch fiir folgende konkrete Wahl von f;, weiter abschéitzen:

Su(t un, vn) = QFF f(t, Q) un, Q) vn)

bzw. dquivalent:

m (fr(t, un,vn), on) = m(f(E Q) un, Q) vr), Q) ¢r)  fiir alle ¢y, € Vi,

Diese Wahl ist mdglich, wenn man den Liftoperator Q) explizit anwenden und die rechte
Seite der Gleichung exakt (z.B. ohne Quadraturfehler) auswerten kann. Insbesondere
vereinfacht sich die Gleichung fiir konforme Methoden mit m; = m und Q} =1 zu

m(fr(t, un,vn), on) = m(f(t un,vn), pn)  fiir alle @, € V4,
also der m-Projektion auf V,.

Die lokale Lipschitz-Konstante von f;, héingt nicht von % ab, da @} unabhingig von h
beschréankt ist.

Fiir den nichtlinearen Fehlerterm FEs gilt dann mit (3.15)):

By =@y f(ul),u' () = fals @y ul)s Intd (D)l e 0,051,
=[Qi" (o u(), ' () = Q™ F(, Qy Qyu(), @y Int (D)l e (0,611,
<N gy 1 Cou), ' () = FC B u(), @y Int () oo 0,05

1 u—PVu
< N h
~cp LT,M |:’U,, _ }‘L/Ihu/:|

Loo([o,T};VxH)

1
<— L 57(Es + Ey)

i

—~ 1%
M = max ‘ ’H|:€hu/:|H .
L°°([0,T];I7>< H) Qp Ihu L°°([0,T};V><H)

und L, 57 die lokale Lipschitz-Konstante von f auf V x H. Im letzten Schritt wurde
dabei

Hierbei ist

I = B )ully < (=10 )ully + Co | AG(QY u) |
< 1T = In)ullz + Cvl|AGQy w5

verwendet.

In diesem Fall kann Fs also gegen E35 und Ej4 abgeschétzt werden.
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3.3. Zeitdiskretisierung mit Crank-Nicolson

Die Approximationen QZUZ ~ u(t") und Q) vy = u/(t") des Crank-Nicolson Verfahren

(2.21)) angewendet auf ( sind gegeben durch
uptTupl [0 =TI ([upt! ey T 0
"UZ'H - UZ 9 Ah Bh Z—H Ul? 92 fn+1( n+1 ZH)—l-f”(uZ,UZ)
(3.28)

mit Startwerten u) und v) gegeben in (3.9b]). Dabei ist f™(up,vp) = f(t", up,vy) fiir
[uh,vh]T € Vh X Hh.

Korollar 3.7 (Volldiskretisierungsfehler des Crank-Nicolson Verfahrens fiir die allge-
meine Wellengleichung zweiter Ordnung). Es gelten die Voraussetzungen von Satz .

Weiter gelte u € C4([0,*(u®,v°)); H) N C3([0, ¢*(u®,v°)): V) fiir die Lésung von (3.3)
und [uj, v]" sei die Losung von (3.28)).

a) Es sei T < t*(uo,vo),TmaX{ZT,M, Equ} < 1 und [u}, v}]" existiere fir alle t" <T.

Weiter set
n
Up,
UZ ‘7h X Hh

o1 = s e (2., 2]

Dann gilt fir alle n > 0 mit t" = nt < T fir die geliftete volldiskrete Losung die
Fehlerabschdtzung

1Qu s — u()lz + Q@ vh — ' ("),

a4 LTM \n 5 3.29
< Ce (q - LTﬂMT)t (141t (ZEZ-JrTzEe) (3.29)

, Tnax
Le=([0,7) VXZV) "

mit einer Konstanten C' unabhdngig von T und h. Hierbei ist Cym = EGGV/Q +B\qm,

E;i=1,...,5, sind gegeben in Satz[53.6 und

Eg = ||U(3)||Loo([o T};V) + ||U ||L°°(0T] JH)"

. Auferdem gelte

b) Essei T < t*(x°) und M —2max{ C’Ih}H[u] L (0T x2Y)
o0 s ; X

ul

E Y80 firale i=1,....5. (3.30)

Dann gibt es 7*,h* > 0, sodass fir alle h < h* und alle T < 7* gilt: [u}, v}]"
existiert lokal eindeutig fir alle n mit t" < T und erfillt

n
n
Uh
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3. Abstrakte semilineare Wellengleichungen zweiter Ordnung

Auflerdem gilt die Fehlerabschdtzung (2.34]) und die geliftete volldiskretisierte Lo-
sung konvergiert, d.h.

7,h—0

QK uh — u(t)llz + 1QE vk — u' ("), ——0, " €[0,T].

Beweis. Der Satz ist eine direkte Anwendung des Satzes auf die erste Ordnung
Formulierung der allgemeinen Wellengleichung zweiter Ordnung mit

r=[u0]TeX=VxH und
ap = [ul,vr]" € X, =V, x Hy.

Dabei gilt z € C3([0,#*(2°), X) wegen u € C([0, *(u®,v°)): H) N C3([0, t*(u°,1°)): V)
und auferdem ist

|20 e o,y < ||U(3)”Loo([0,T};‘7) + 11w Lo o7y

Die Fehlerabschatzung ((3.29) erhdlt man aus der allgemeinen Fehlerabschétzung ([2.34))
wie im Beweis von Satz [3.6] O
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4. Semilineare Wellengleichung mit kinetischen
Randbedingungen

In diesem Kapitel soll die Theorie aus Kapitel |3 auf ein konkretes Beispiel angewendet
werden. Hierzu wird eine verallgemeinerte Version von , der semilinearen Wellen-
gleichung mit kinetischen Randbedingungen, betrachtet. Diese Gleichung wird zunéchst
als Evolutionsgleichung umformuliert und deren analytische Wohlgestelltheit gezeigt.
Anschliefsend wird sie mit einem Finite Elemente Verfahren im Raum semidiskretisiert
und der resultierende Fehler wird untersucht.

Dieser Abschnitt baut auf [8, Chapter 6, Chapter 7| auf. Dort wird unter anderem die
lineare Wellengleichung mit kinetischer Randbedingung untersucht. Wir orientieren uns
an dem dortigen Vorgehen und erweitern die Ergebnisse auf den semilinearen Fall.

4.1. Formulierung der Gleichung

Klassische Formulierung

Es sei  C R?, d > 2, ein beschrinktes Gebiet mit C?-Rand I' = 92, Ar bezeichne den
Laplace-Beltrami Operator auf I' und n den dufseren Normalenvektor. Zur Definition des
Laplace Beltrami Operators sei verwiesen auf [11].

Gesucht ist ein u: [0,T] x  — R mit

uy(t, @) — Au(t,x) = folt, z,ult, z)), (0,7) x €, (4.1a)
uy(t, z) + Opult, ) — Apult, z) = fo(t, z, u(t, z)), (0,T) x 09, (4.1b)
u(0,2) = u’(z), wu(0,7) =0"(x), in Q. (4.1c)

Hierbei sind
o fo € CY[0,T] x Q x R;R),
o fr € CY([0,T] x T x R;R).

Bemerkung: Man kann mit der abstrakten Theorie auch lineare Dampfungs- und Ad-
vektionsterme berticksichtigen, vgl. [8, Chapters 6,7|. In dieser Arbeit liegt der Fokus
jedoch auf den nichtlinearen Termen, wie sich durch diese die Fehleranalyse andert und
was bei der Assemblierung und Implementierung beachtet werden muss. Daher halten
wir die nichtlinearen Terme sehr allgemein und beschrénken uns fiir eine iibersichtlichere
Darstellung auf den obigen linearen Teil.
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4. Semilineare Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen

Schwache Formulierung

Wir leiten in diesem Abschnitt eine schwache Formulierung der Gleichung passend zum
Framework in Kapitel [3] ab.

Multiplizieren von 1) mit einer Testfunktion ¢ € C*(Q) und partielle Integration
liefert

/uwpdx%—/Vquodx—/@Lugods:/fg(t,-,u(-))(pdx (4.2)
Q Q r Q

fiir £ € (0, 1).

Auf T gilt ebenfalls eine Version des Integralsatzes von Gauf [I1], (3.1)]: Fiir v € H*(T")
und ¢ € HY(T) gilt

—/Apvgods:/vpvvptpds.
r r

Damit erhalten wir aus (4.1b)) nach Multiplikation mit einer Testfunktion ¢ € C*°(Q)

/uttgods—l-/Vpuvpgods—i-/anu(pds:/fp(t,-,u())(pds (4.3)
r r r r

fur ¢t € (0,7).
Addition von und liefert

A\

/uttgodx—l—/uttgods—l—/Vqupd:U—l—/Vpqugods (4.4)
Q r Q r

:/Q (ﬁ)(t,~,u(-))>¢dx+/r (fp(t,-,U(-))ﬂds

fir t € (0,7).

Die Bilinearform

m(v,v) :/vwd$+/v¢ds
Q r
ist ein Skalarprodukt auf dem Hilbertraum
H = L*(Q) x L*(T)

und

a(u, ¢) :/QVquod:c—l—/FVpuVﬂpds
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ist eine Bilinearform auf dem Raum
Vi=H'(QT) = {ve H(Q)y(v) € H(T)} c H'(Q) x H'(T).
Dieser Raum ist ebenfalls ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

5(u, gp) = m(u, go) + a(u, go),
dies wird zum Beispiel in [11] gezeigt. Somit erfiillt a die Garding-Ungleichung aus
Annahme 3.1 mit ¢ = o = 1. Im Sinne von Abschnitt [3.1 bilden V' und H ein Gelfand-
Tripel
VA H~ gy
hierbei identifizieren wir v € V' mit (v,y(v)) € H.

Notation: Fiir v aus H verwenden wir die Notation v = (vg, vr), aber bezeichnen sowohl
vo als auch fiir vp wieder mit v, wenn aus dem Kontext eindeutig hervorgeht, welche
Komponente gemeint ist, zum Beispiel in Integralen iiber 2 bzw. T.

Mit f:[0,T] x V — V* gegeben durch

Gt = [ (Fatteun) edot [(Fun)eds @)
Q
fiir alle o € V erhalten wir damit aus die schwache Formulierung:
Finde w: [0, 7] — V mit
<U (t)a <)0>V + CL( (t 730) = < (t,u(t)),gp)v fiir alle ZBS V7t < (OaT]a (46&)
u(0) = ' v’ (4.6b)

Bemerkung: Ist u eine klassische Losung von (4.1)), so ist u nach obiger Herleitung
auch eine schwache Losung.

Um die Theorie aus Kapitel [3] anwenden zu konnen, zeigen wir, dass unter geeigneten
Voraussetzungen

feCH0,T] x V; H)
gilt und f zusétzlich lokal Lipschitz-stetig auf V' ist.
Annahme 4.1. Es gelte

o fo € CY[0,T] x Q x R;R),
o fr € CY[0,T] x I x R:R).
Auflerdem existieren

4 d>3,

-2 =

, d=2

A IA
8

o
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4. Semilineare Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen

und

d—1)
e @D d>4,
< 00, d=2,3,
sodass fir alle (t,z,u) € [0,T] x 2 x R
|[falt,z,w)] < C(1+ [u*), (4.7a)
IV fa(t,z,u)] < C(1+ [u™ ) (4.7b)
und fir alle (t,z,u) € [0,T] xT' xR k=0,...,m
et z,w)| < O+ [u]™), (4.82)
IV fot, 2, u)] < O+ Jul™) (4.8b)

qgilt.
Anschaulich bedeutet Annahme[4.1] dass die Quellterme und deren Ableitungen in ¢ und

x beschrinkt sind und das Wachstum in der 3. Komponente polynomiell mit hinreichend
kleiner Potenz beschrankt sein muss. Fiir d = 3 muss ¢p < 3 gelten.

Lemma 4.2. Es gelte Annahme[{.1. Dann gilt
feC (0,T)x V;H)

und f ist lokal Lipschitz-stetig auf V.

Beweis. Fiir den Beweis bendtigen wir folgendes Einbettungsresultat fiir Sobolevraume
(siche z.B. [4, Chapter 2|): M C R" sei beschrankt mit Lipschitz-Rand (z.B.

M = Q,n = d) oder M sei eine kompakte n-dimensionale C''-Mannigfaltigkeit (z.B.
M =T,n=d—1). Dann existieren stetige Einbettungen

2n 3
)

< >
H' (M) — LY(M) fiir alle ¢ {_ ez = (4.9)

<oco, n=12

Definiere fiir t € [0,7],u € H'(Q),z € Q

falt,u)(z) = falt, z,u(z))

und fiir t € [0,7],u € H'(T'),x € T

fr(t,u)(z) = fr(t, z, u(z)).

Wir zeigen zunéchst, dass
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4. Semilineare Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen

o fo € CY0,T] x H'(Q): L*()) und
o fr e CL([0,T] x H\(T); L¥(T))

gilt und die beiden Funktionen lokal Lipschitz-stetig auf H'(2) bzw. H*(T") sind. Dabei
beschréanken wir uns bei den Rechnungen auf fr, die Rechnungen fiir fo gehen analog.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann ¢r > 1 gewéhlt werden. Wegen dem Ein-
bettungssatz (4.9) und der Wahl von gr existiert die stetige Einbettung

HY(T') — L*r(T). (4.10)
Esseit € [0,7] und u € H'(T'). Dann gilt

ot ) ey =170t O 2
<CI+ [uC)™) gy
<C (o(T) + [Jul[fy) < oo,

L2r

also fr(t,u) € L*(T'). Hierbei ist o(T") das Flichenmaf von I" und es wurde (4.8)) und im
letzten Schritt (4.10) verwendet.

Zur Differenzierbarkeit:
Behauptung: Fiir 7 € R und n € H!(T') ist die Ableitung gegeben durch

(1t 0[] ) @) = VFett. .0t ném . (111)

Wegen der Differenzierbarkeit von fp gilt fiir fast alle x € T" mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

fo(t+ 7z, u(@) +n(x)) — fo(t, =, u(z)) = / Vfr(t + &z, u(z) + €n) (0 | de.
0 (e

Somit gilt fiir fast alle x € T’

fr(t + 7, x,u(x) + 7}(3:)) — ﬁ‘(t,l', u(:v)) — pr (t, x, u(x)) (O |
n(z

< (/01 Vj?p (t +&r,x,u(x) + §7](az)) d¢ — pr(t, x,u(m))) Z)—

. </01 Vi (t+ &7z, u(z) + En(x)) A — Vﬁ(t, z, u(x))) '
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4. Semilineare Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen

In der letzten Zeile steht |-| fiir die euklidische Norm im R®. Daraus folgt

fo(t+7u+n) = fo(t,u) = Vie(t-ul) | 0
n(-)] ez
= ]?l"(t + T, u() + 77()) - J?F(tv K u()) - vff‘ (ta K u()) 0
n(-) ] ez
0 n(-) L2(I)
< / V]?i" (t + 57—7 ) U’() + 57]()) d§ - vﬁ"(ta E u()) 2qp 0 ‘
0 L O ()] 1 gz )
ch [ VR gnat) + en) ag - V(e ~,u<->)' o [Hnnm] ,
(4.12)

hierbei wurde die Holder’sche Ungleichung mit qiq—_rl und 2¢r und im letzten Schritt

die Einbettung (4.10)) sowie o(I') < oo benutzt. Auferdem haben wir bei (x) folgende
Ungleichung fiir ¢ = 2gr > 2 verwendet:

|

= [+ )2 gy
La(T)

< 471+ OD |
<17l ary + 110l ey

1
<2 (7l gy + 17 gy

[<0<F)>;T

”nHLQ(I‘)

T ‘

0
n(-)

<2

Hier gilt die zweite Abschétzung wegen der Minkowski-Ungleichung.
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Somit erhalten wir fiir den Differenzenquotienten aus (4.12)) und mit Fubini

it
||77||H1(F)

-1 T

0
n(-)
/0 VIt 4+ &m,u() +€n()) = Ve (t, - ul)) ds‘

frt+10+n) = fo(t,v) — Vie(t, - ul)

L2(D)

g

L%(F)
1 ~ ~
<c /0 VFe(t 4 € ul) +€n0)) = Vet ) |, e
=1(r)

Fir n — 0 in HY(T) folgt wegen der Soboleveinbettung auch n — 0 in L2 (T). Wir
zeigen, dass I(7,n) — 0 fiir 7 — 0 in R und n — 0 in L?%(T) gilt. Dies ist iquivalent
dazu, dass fiir jede Folge (7,,,7,) in R x L?%(T") mit 7, — 0 und 7, — 0 eine Teilfolge
(s ;) existiert mit

I(tn;, wy,) — 0 fiir j — oo.

Es sei also (7,,,7,) in R x L?*"(T') mit 7,, — 0 und 77, — 0 und & € [0, 1]. Nach dem Satz
von Riesz-Fischer (Satz existiert eine Teilfolge (17,,) von (7,), und eine Funktion
1 € L*r(T'), sodass 7, fast iberall gegen 0 konvergiert und fiir alle j € N fast iiberall
1n,;| < 7 gilt. Daraus folgt auch

Vot + 7y u(-) 4+ €nn, (4)) = Vo(t - u(-) =30 fast iiberall (4.13)
Mit der Wachstumsbedingung (4.7) folgt aukerdem fiir alle j € N und fast tiberall
<C(L+ (Jul + 7)) + O+ [ul ™) € L7 ().

Dies ist also eine integrierbare Majorante und aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue
folgt

I(7y;, ;) — 0 fiir j — oo,

Also gilt insgesamt
fr € CY([0,T) x H(T); L*(T))
mit der Ableitung gegeben in (4.11)).
Um die Stetigkeit der Ableitung zu zeigen seien u,v,n € H*(I') und t,t,, 7 € R. Es gilt

(Utten0 = it [ ]} (0) = V(o0 0e) = Vi, 060) néﬁ)
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Analog zu obiger Begriindung erhélt man aus dem Satz von Riesz-Fischer und dem
Konvergenzssatz von Lebesgue

(1) = gt 1)) >0 in 220

fiir ¢4 — t in R und v — v in H'(T'), also die Stetigkeit der Ableitung.

Zur lokalen Lipschitz-Stetigkeit:

Wir zeigen nun, dass 0, fr auf Béllen beschrinkt ist. Dann folgt die lokale Lipschitz-
Stetigkeit von fr auf H'(T') aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
denn wegen

1
Jolt,u) — frlt,v) = / Bofo(t, v+ E(u—v))] (u— v) dé
gilt dann fiir [Jul] g, [0l oy < M, E < 1o

[ fr(t,u) — fr(tvv)|IL2(F) < sup ||[52fr(£ 19)}||L2(F)<—H1(F)||u_UHHl(F)‘
91 g1 (ry < M
t<to

(. J
-~

=Ly, M

Es sei also u € HY(T'), ¥ € HY(T) mit ||9]| < M und ¢t € [0,7]. Dann gilt mit der
Holder-Ungleichung mit Koeffizienten 22— und 2qr, der Wachstumsbedingung (4.7), der

gr—1

Minkowski-Ungleichung und der Einbettung (4.10)):
1[O2fr(t, D] ull 2y = 103 fr(E, -, I())ul) | 2
< 0 frt OO 2 [l p2ar ry
<N+ 19" 2ol gour
Lar

< C () + 19wy ) Tl e
< O+ MT Yl g py-

Wichtig ist, dass C' nur von der Konstante aus der Wachstumsbedingung und dem Ein-
bettungssatz, aber nicht von ¢ abhéngt. Somit ist diese Abschétzung gleichméfig fiir
alle 9 € HY(T') mit ||J]| < M und es folgt die Beschrénktheit von d, fr auf Béllen.

Wir kénnen nun die behaupteten Eigenschaften fiir f nachweisen. Dazu definieren wir
firt € [0,T),u eV

~

ft,u) = (falt, w), fo(t,(u))).
Nach dem bisher gezeigten gilt
FecN 0.1 x ViH)
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4. Semilineare Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen

und ]?ist lokal Lipschitz-stetig auf V. Fiir u,o € V und ¢ € [0, 7T gilt wegen (4.5)

o~ ~

<f(t7u)u 90>V = m(f@?”))@)

:/Q<J7sz(t,-7u(-))>90d$+/F(ﬁ(t,.7u(.))>gpd8
= (f(t,u), p)v,

und somit

~
Il
)

Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung: Die Differenzierbarkeit von fQ und f} nach  wird in dem Beweis nicht
verwendet und es geniigt, die Existenz der partiellen Ableitungen nach den anderen
beiden Komponenten und deren Beschranktheit zu fordern. In x miissen die Nichtlinea-
ritdten lediglich messbar und beschrankt, jedoch nicht differenzierbar sein. Dann miissen
im Beweis die Gradienten durch Summen aus partiellen Ableitungen ersetzt werden und
der Beweis wird uniibersichtlicher.

4.2. Analytische Wohlgestelltheit

A€ L(V,V*) ist fir u € V definiert als
(Au, o)y = a(u, ) = / VuVedr + / VruVreds fir alle ¢ € V (4.14)
Q r

und A: D(A) — H ist die Einschrankungen von A auf H.
Die Wohlgestelltheit der Gleichung erhalten wir aus Satz [3.3}

Satz 4.3 (Lokale Wohlgestelltheit der Wellengleichung mit kinetischen Randbedingun-
gen). Es seien u® € D(A) und v° € H'(;T) und es gelte Annahme mit m = 1.
Dann ist lokal wohlgestellt, denn es gilt:

e Es existiert ein t*(u®,v°) € (0, 00] sodass fiir alle T < t*(u®,v°) eine eindeu-
tige klassische Losung

u € C*([0,T]; L*(Q) x L*()) N CH([0,T]; HY(: 1)) n C([0, T]; D(A))
besitzt.
o Falls t*(u®,v°) < o0, so gilt

tim ()7 + e (0)]7,) " = oo (4.15)

t—t*(ud,v
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o st u eine weitere Losung mit Anfangswerten u(0) = JO,ﬁ/(O) =0, die auf [0,T]
existiert und gilt

1/2

sup max { (a2 + I/ O,) " (@13 + 17 @12)" b < v,

te[0,T

so folgt

(utt) = GO+ l'(6) - TO2)

Se(LT,]\/I-‘rl/Q)T <||u0 B JOHE " ”UO B 170”2 >1/2 |
fir alle t € [0, T], wobei Ly die lokale Lipschitz-Konstante von f auf V' x H ist.

Beweis. a erfiillt die Garding-Ungleichung aus Annahme mit cg = o = 1. Aufer-
dem gilt f € C'([0,T] x V x H; H) ist lokal Lipschitz-stetig auf V nach Lemma [4.2]
Satz lasst sich somit direkt anwenden. Da hier B = 0 gilt, vereinfacht sich die Be-
dingung Au® + Bv® € H zu u’ € D(A) und man erhilt die zusitzliche Regularitit
u € C([0,T); D(A)) aus dem Zusatz am Ende von Satz [3.3] SchlieRlich folgt wegen
ca=a=Cy =1 aus ,dass Cqm = 1/2 gilt. O

Bemerkung: Die analytische Wohlgestelltheit der Gleichung lésst sich deutlich all-
gemeiner zeigen, wenn von klassischen zu milden Losungen iibergegangen wird. Dann
kénnen z.B. auch nichtlineare Dampfungsterme in der Gleichung beriicksichtigt werden.
Siehe hierzu [1I7] bzw. [18].
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5. Numerik fiir die Wellengleichung mit kinetischen
Randbedingungen

In diesem Abschnitt wird eine Finite Elemente Diskretisierung von Gleichung her-
geleitet. Dabei verwenden wir die ,Bulk-Surface”- Finite Elemente Methode. Die Me-
thode wird lediglich kurz eingefiihrt, die bendtigten Resultate werden zitiert. Zu einer
ausfithrlichen Herleitung der Bulk-Surface Methode sei verwiesen auf [5]. Resultate die
zum Abschétzen der linearen Terme bendtigen werden, finden sich in 8, Chapter 7|. Hier
wird dies alles kurz zusammengefasst, ehe anschliefend genauer auf die Diskretisierung
der Nichtlinearitat eingegangen wird.

Voraussetzung in diesem Abschnitt: Es sei Q C R? mit d € {2,3} und ' € C**!
fir ein k > 1.

5.1. Die Bulk-Surface Finite Elemente Methode
Basisapproximation Q% C R? sei eine polygonale Approximation von {2 und ‘T# sei
eine aus Simplizes bestehende Triangulierung von Q% mit folgenden Eigenschaften:

e Die Knoten von I'* := 9Q# liegen auf I'.

e N == max{diam(K#)|K# € T#1 ist so klein, dass es fiir jedes x € I'# eine eindeu-
tige Orthogonalprojektion p(x) € T" gibt. Genauer: = — p(z) steht senkrecht auf
dem Tangentialraum von I' im Punkt p(z).

° ‘J'f ist quasi-uniform, d.h. es existiert ein p > 0 sodass
min{diam By« |K* € T/} > ph.

Hierbei ist B+ der grokte Kreis, der in das Element K# gelegt werden kann.

e Jedes K# € T# besitzt maximal eine Kante (bei d = 2) bzw. Seite (bei d = 3) auf
#.

Der Simplex}? C R? bezeichne den Referenzsimplex der Triangulierung und fiir K# €
"I# sei F}? : K — K7 die zugehérige affine Transformation der Form

FER) = Ax? + by

mit Ax € R™? invertierbar und by € R

Exakte Triangulierung

Aus ‘Tf lasst sich eine exakte Triangulierung T} von €2 konstruieren. Wir verweisen auf
die Konstruktion in [5]. Zu jedem K# € 7 gehort ein K¢ € T¢ das gegeben ist durch
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eine Transformation F7} : K — K°. Diese hat die Form
Ff = Ff + ¥k

Dabei ist ¢k und somit auch ' ein C**1-Diffeomorphismus. Fiir Zellen die keine Rand-
fliche haben ist 95 = 0 und somit K¢ = K7, fiir Randzellen bewirkt 15 eine Transfor-
mation der Zelle (K# ~ K¢), so dass " exakt parametrisiert wird, es gilt also

U K¢ =1.

KeeTy

Finite Elemente Raume

Wir definieren nun isoparametrische Finite Elemente Rdume vom Grad p mit &k > p > 1,
zur Diskretisierung von €2 und I'. Isoparametrisch bedeutet, dass wir I' mit dem gleichen
Polynomgrad p approximieren, den auch die Ansatzfunktionen des Raumes besitzen.
Nur dann erhélt man die erwartete Konvergenzordnung trotz Randapproximation.

g/gl, e ,(Enp sei eine Lagrange Basis auf K vom Grad p zu den Knotenpunkten @; ..., .

Fiir K¢ sei F die polynomiale Interpolation von Fy, also fiir & € K:

~

Damit setzen wir K = Fx(K) ~ K°.

Notation: Fiir ein festes K# = FIf(K) € T# in der Basistriangulierung bezeichnen

~

wir mit K = Fi(K) die zugehorige isoparametrische Zelle und mit K¢ = F' f((l? )€ Ts
die zugehorige Zelle in der exakten Triangulierung. Um die Darstellung iibersichtlicher
zu halten, enthalten alle Transformationen nur den Index K statt K¢ bzw. K und
bezeichnen die Parametrisierungen der zu K gehorigen Zelle in der entsprechenden Tri-
angulierung.

Wir definieren das Gitter der isoparametrischen Elemente durch
Ty = {K = Fx(K)|K*# € 77},

das Rechengebiet ist gegeben durch
Q) = U K~Q
KeTy,

mit Rand T'y, = 09Q,. Es gilt([5, 4.1.2]) :
e T}, ist eine quasi-uniforme Triangulierung von €.

° Th’rh ={F=Kn Fh|K € Ty, K besitzt Flache auf I',} ist eine quasi-uniforme
Triangulierung von I',.
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Die Finite Element Rdume tiber €, bzw. I'j, sind definiert durch

Vh{zp ={v, € C(Q) ‘ Uh‘K =0, 0 (Fg)™ ' mit 0, € Pp(l/(\') fir alle K € T},
Vip ={0n € C(Tn) | O = vp|p, mit v, € Vi3

und es gilt

’y<vh§,2p> = vhr,‘p'
Im Folgenden sei ¢y, ... ¢y die Lagrange Basis von Vhs?p zu den Basisknoten aq,...,ay €
Qn und ¢, ... ¢}, sei die Lagrange Basis von V' zu den Basisknoten by, ..., by, € T'y.

Natiirlich gilt B = {by,...,bn.} C {ay, ..., an} = 2.

Liftoperator

Wie in [5], Section 4[,[8] definieren wir Gj: €, — Q durch
Gh|K = Ff o Fj.! fiir alle K € T),.

In [5, Proposition 4.4] wird gezeigt, dass G}, ein Homdomorphismus ist, mit Gh| K €
Ck“(K) fiir alle K € T3,. Damit konnen wir fiir Funktionen vy : €, — Rund 9,,: I', = R
deren Lifts v} : Q — R bzw. 9% : T' — R definieren durch

() = vn (G} (2))
I (z) = 9 (G, (2)) .
Wegen der Definition gilt fiir v, € Vhf}p
v (UZ) = '7(”11)1'

Aufserdem gilt nach Konstruktion G(a) = a fiir alle Basisknoten a € 2 von T, und
somit

vl (a) = vp(a). (5.1)

Die Liftoperatoren sind invertierbar und die inversen Liftoperatoren sind fiir v: 2 — R
und 9¥: I' = R gegeben durch

() :

v (Gu(2)),
9 H) :

O (Gh(x)) -

Schlieklich gelten nach [5], Prop. 4.9, Prop. 4.13] bzw. [8, Lemma 7.1] Norm-Aquivalenzen
beziiglich des Liftoperators:
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Lemma 5.1. Es existieren Cqq, > caoq, > 0,Crr, > crp, > 0 sodass fiir alle

ca.0, [Vhll2) < vnll g,y < Connllvhll e (5.2a)
ngthV,U;LHLQ(Q) < ”VUhHLQ(Qh) < CQ,Qh”VU;le(Q) (5.2b)
er 104 oy < 108l e,y < Cren 193l 2y (5.2¢)

)

e Vbl 2y < IVl 2,y < Crnn Vo9l 2y (5.2d

Diskrete L?-Normen

Fiir die spitere Analyse benotigen wir diskrete Versionen der L9-Normen auf Vh{’p und
V. Diese definieren wir fiir ¢ € [2,00), v, € Vi, und 9, € V)l durch

lvnll, o =he (Z | (a;) |q) bzw. (5.3a)

a; €A

19l =P (Z Iﬁh(bi)lq) B (5.3b)

b;eDB

Lemma 5.2. Fir alle ¢ € [2,00) ist |||, o dquivalent zu ||| o, auf auf Vi, mit
Konstanten, die unabhdngig von h sind.

Die analoge Aussage gilt fir Vi, |-l und Ml oy -

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir V;, die Argumentation fiir V| | lauft analog.

Es sei Vhf( = IP’p(IA( ) der Finite Elemente Raum iiber dem Referenzsimplex. Auf diesem
definieren wir die diskrete Norm

np
lonll, % = (Z@(amq)
i=1

Da auf einem endlichdimensionalen Vektorraum alle Normen dquivalent sind, existieren
¢z, Cr > 0, sodass fiir alle 0, € VI gilt:

MGl 5 < 131, 2 < CRII 5 (5.4)

Desweiteren existieren wegen der Quasiuniformitét von TJ;, Konstanten ¢/, €, sodass fiir
hinreichen kleine A und alle K € 7,,7 € K gilt

dh? < |det DFg ()] < C'h%. (5.5)

99



5. Numerik fiir die Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen

Dies folgt aus [5, Proposition 4.1 und Proposition 4.7]. Auferdem gilt ebenfalls we-
gen der Quasiuniformitét, dass die maximale Anzahl an Zellen mit einem gemeinsamen
Knoten unabhéngig von h beschréinkt ist, d.h. es existiert ein Ny < 00, sodass fiir alle h
hinreichend klein gilt

mfalx\{f(e‘:rh]aie?}]gz\f7<oo. (5.6)

Mit dem Transformationssatz erhalten wir

- /K fonl? de

KeTy

= Z /A|vhoFK|q|detDFK|dx
K

KeTy,

und daraus mit (5.5 und (5.4])

K
eV

——
lonlfa,) = ¢ D llon o Frll}, g,
KeTy

> deght Y on o Fiel
KeTy,

=dczh? Z Zp|vh(FK(5i))|q

KeT, i=1

> depht Z|vh(ai)|q

a; €A

= dcgllvn |Z,Q‘

Analog erhalten wir unter zusétzlicher Ausnutzung von ([5.6)

lonllga,y < C'Ch D D lon(Fr(@)|°

KeTy, i=1

< C'CrNah™ > |on(as)|?
a; A

< Nl
Alle Konstanten sind unabhéngig von h, damit ist die Behauptung gezeigt. O
Interpolation

Es seien
Ina: (C(Q), |]le) — th?p und
Inr: (CM), [-loe) = Vi,
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die Lagrange Interpolationsoperatoren beziiglich den Basisknoten der jeweiligen Trian-
gulierung, d.h. fir v € C(Q) und ¥ € C(I') gilt

I v = Z v(a;)¢;  bzw.

Ihro = Z O (bi) ;-

Diese Operatoren sind wohldefiniert, da alle Basisknoten nach Konstruktion entweder
im Inneren von €2 oder auf I" liegen.

Wir sammeln einige Eigenschaften, die wir fiir die Analyse benotigen.
e Die Interpolationsoperatoren sind linear.

e Sie sind beziiglich |||, unabhéngig von h beschrénkt, denn mit

(5.7)
gilt
vl < 1) lo(a)éil Il
a; €A
<[ maX\v a;)| D 16l o
a; €A
<D el ||v\|oo
a; €A
< Cr,1vll. (5.8a)
und analog
1719l < Crl19]].. (5.8D)

Da fiir d = {2, 3} die Einbettungen

H*(Q) — C(Q) bzw.
H:*(T) — C(T)

fiir alle s > 2 stetig sind, sind die Interpolationsoperatoren auch auf diesen Rdumen
definiert ebenfalls stetig.

e Es gilt fiir v € C(Q):

Y(Inav) = Inry(v)

Ferner gelten folgende Fehlerabschétzungen ([, Prop. 5.4, |8, Lemma 7.2]):
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Lemma 5.3. Fir 1 <r < p <k exzistiert eine Konstante C, sodass fiir allev € H™ ()
und fiir alle 9 € H™H(T) gilt:

v — ([h,ﬂv>lHL2(Q) + hfjv — ([h,QU)ZHHI(Q) < ChT+1HUHH7‘+1(Q)> (5.9a)
19 = (Ined) | ey + PO = Tne?) Nl gy < OO s - (5.9b)

5.2. Die semidiskretisierte Gleichung

Mit dem Finite Elemente Verfahren aus Abschnitt [5.1] leiten wir nun eine Semidiskre-
tisierung von Gleichung (4.1)) bzw. (4.6) her. Als Finite Elemente Raum wéhlen wir
Vi, = Vh?p. Die Diskretisierungen my,, ay: Vj, X V;, = R von m und a sind definiert durch

mp (Uh, @/)h) = /

Qp

Uh¢h dx + / Uh@/)h dS,

Ty

ap (uh, @h) = Vuthph dx + thuthh ©hn ds.
Qh Fh

Weiter ist ay, := my, + a. Dies ist alles analog zu [8, Chapter 7.2].

Neu im Vergleich zu dieser Arbeit ist die Diskretisierung der Nichtlinearitat f. Fiir die
allgemeine Diskretisierung am Ende von Kapitel ist die Kenntnis des Liftoperators
erforderlich. Fiir beliebig komplexe Gebiete kennen wir aber nur die Existenz dieses Lif-
toperators und konnen diesen fiir theoretische Zwecke verwenden; eine Implementierung
ist jedoch zu aufwendig und kompliziert (vgl. [5], dort wird der Liftoperator explizit
angegeben). Wir verwenden zur Diskretisierung der Nichtlinearitét daher den Interpo-
lationsoperator und definieren f,: [0, 7] x ‘7h — H, durch

my, (fa(t, un), n) = /

Qp

Lo falt, - uh () (@)en(x) dz + / L et s () (@) on() ds
' (5.10)

fir alle Ph € Vh.

Bemerkung: Da die Interpolation lediglich Punktauswertungen in den Basisknoten

erfordert und diese invariant unter dem Lift sind muss u} zur Implementierung nicht

berechnet werden.

Die Bulk-Surface-Finite Elemente Approximation an die Losung von Gleichung (4.1]) ist
gegeben als Losung uy: [0,7] — Vj, von

mp (u%(t), gph) + ay, (uh(t), goh) =my, (fh(t, up(t)), gph) Yoo € Vi, (5.11a)
up(0) = u, u), (0) = v). (5.11b)
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Semidiskretisierung im allgemeinen Setting von Kapitel
Analog zu H'({;T') definieren wir fiir alle > 1 die Réume

H'(T) = {v € H'(Q)|(v) € H'(I)}
mit zugehorigen Normen

2 2 2
[l @ary = 101l @) + 17O e (ry- (5.12)

In folgender Definition werden die Operatoren und Abbildungen aus dem allgemeinen
Setting aus Kapitel [3.2] fiir die Bulk-Surface Methode konkretisiert.

Definition 5.4 (Definition von Interpolation und Lifts).
1) Wir setzen

72V = B (Q:T) <5 V.

2) Wir definieren den Interpolationsoperator I, € L(ZV'; Hy,) durch Iy, == Ijq.

3) Der Liftoperator sei gegeben durch
QYv =1

Wegen Lemma gilt QY € L(Vy; V).

Bemerkung: Wegen H?(Q;T) < (Q) ist der Interpolationsoperator in [2)| wohldefi-
niert und wegen ({5.7)) ist

th = ||Ih||Hh<—ZV
unabhéngig von h beschrinkt.

Lemma 5.5. Es gelten und aus Annahmel[3.4), d.h. es ezistieren Konstan-
ten Cyg > cyg > 0,Cy > ¢y > 0, sodass fir alle pp, € V), gilt

crr|Qnnll < llenllyn, < Crll @y @nll,n,
vllQy enllz < lenlls, < CvIQy enllz

Beweis. Folgt direkt auf Lemma [5.1] O]
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Wohlgestelltheit der diskretisierten Gleichung

Wir zeigen die lokale Lipschitz-Stetigkeit der diskretisierten Nichtlinearitét, dann ist die
semidiskretisierte Gleichung nach dem Satz von Picard-Lindel6f lokal wohlgestellt.

Lemma 5.6. Es gelte Annahme . Dann ist fr,: [0,T] % ‘~/h — Hy, lokal Lipschitz-stetig
auf Vi, mit Konstante

q—1

ZT,M =C (0(9) 200 4 J(F)qu_F +2MIet 4 2qu_1> )

Dabei ist C' unabhdingig von h und die Koeffizienten qq und qr stammen aus Annahme

41

Beweis. Der Beweis lauft analog zum kontinuierlichen Fall in Satz [£.2 Wegen der In-
terpolation kénnen wir hier jedoch nicht direkt wie im kontinuierlichen Fall vorgehen,
sondern benétigen einen Trick. Dafiir verwenden wir die diskreten Normen aus ,
die nach Lemma dquivalent zu den L9-Normen sind, mit Aquivalenzkonstanten, die
nicht von A abhéngen.

Es seien M > 0,t < T und up, vy € Vi, mit [|upllg, , [[vall;, < M.
Mit der Definition von f;, und der Cauchy Schwarz Ungleichung in L?(Q) bzw. L*(T')
gilt

[ fn(t, un) = fu(ts o),

= ” s”upilmh(fh(t, un) = fu(t, vn), on)

= sup
linllm, =1

/Q (Ih,nfﬂ(t, Sl (N (@) = Inafalt, -,vé(-))@:)) on(2) i

[ (Bt (@) = Bt o) @) n(a) ds]
< ||]h7§2ﬁ2(t’ ) ulh<)) - Ih,Q}vQ(tv ) Uﬁz('))HL?(Qh)
+ ||Ih,1"ﬁ“(t7 E uiz()) - Ih,l“ﬁ"@? " Ué('))HL%Fh)

Wir schétzen im Folgenden den ersten Summanden weiter ab.

Wegen der Soboleveinbettung (4.9) und der Wahl von ¢q in Annahme existiert ein
C > 0 sodass fiir alle vy, € V}, gilt:

lonllogg 0 < Cllvnll 20 () < Cllivallma,):- (5.13)

Man sieht z.B. in |2, Theorem 4.12|, dass die Konstante im Einbettungssatz in unserem
Fall nicht von h abhéngt und somit auch C' unabhéngig von h ist. Damit gilt
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nafalt, - uh() = Inafalt. vh(Dll 20,
< C”l]h,ﬂﬁl(t» un(-) — Inafalt, -, Un () llg.0

oﬁ(Eﬂ%m%w@»—ﬁw%w@mﬁ

a; €A

/0 83]?;2 (t, a;, vp(a;) + s(up(a;) — vh(ai))) ds (up(a;) — vp(ay))

Ch? <Z

)

a; €A
qq—1
d( 1 [f;igl o
an—1) ~
< Ch 2@ Z (/ !33fﬂ (taaiavh(ai) + s(up(a;) — Uh(ai)>) ‘ ds)
a; €A 0
1
d 249
h#ia <Z|“h(ai) - Uh(ai)lzq“)
a; €A
an—1
dlag—1) 209\ 20
< Ch ®a (Z (14 (Jun(ai)| + |va(ai) )" qf”) lun = vnllogn 0
a; €A

-1 —1
SC(WmmJﬁWWM%@+Wﬂﬁm)W%—%Mmg

a0

qq—1
<C (U(Q)%T 4 2Mq0*1) lun — vl gy

Hierbei haben wir die Definition der diskreten Normen, die diskreten Versionen der
Holder- und Minkowski-Ungleichungen, die Wachstumsbedingung aus Annahme SO-
wie die (5.13) verwendet. Im letzten Schritt haben wir auerdem die Abschétzung

() < Co ()

verwendet, die unabhéngig von h erfiillt ist. Mit analogen Argumenten fiir I, folgt die
Behauptung.

O

5.3. Fehlerabschiatzung der Semidiskretisierung

In diesem Abschnitt wird die Konvergenz der Bulk-Surface Finite Elemente Methode
gezeigt. Dazu werden die Voraussetzungen von Satz nachgepriift und die einzelnen
Fehlerterme fiir unser konkretes Verfahren abgeschatzt.

Zur Vorbereitung des Hauptresultates folgen zwei Lemmata, die beide Spezialfille von
Aussagen aus [§] sind.
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Lemma 5.7. Fir 1 <r < p und fir allev e H(Q;T) gilt:

(1= Q% In)vll,,, + hll(T = Q) Tn)ollz < CR vl o qupy-
Beweis. Die Gleichung folgt direkt aus Lemma [5.3] O
Lemma 5.8. Fiir alle u € H'(;T) und v € L*(Q) x L*(T") gilt

1AG(Q) " w)]

1Am(Q4"v)]

% < Chp”““a;

e S Ch?|[vll,,,-

Beweis. Fir uy, pp, € th?p X Vhljp gelten folgende Abschitzungen:

Ay = ’/ ey dx —/ uppp dal < CthuhHm(Qh)HSOhHm(Qh)» (5.14a)
Q Q
Ay = ’/ VUZVSOZ dz — VupVpy, dz| < CthvuhHB(Qh)HVSOhHH(Qh)v
Q Q
(5.14b)
Az = |/U2902 dz —/ uppp dz| < Chp+1||uh||L2(Fh)||80h||L2(Fh)v
r T,
(5.14c)
Ay = |/ Vru, Vg de — [ Vr,upVr,epda| < CRP Ve, unll 2oy 1 V0w 2l 2, -
r T,
(5.14d)

Dies folgt direkt aus [8, Lemma 7.3]. Hieraus folgt fiir up, ¢, € V), mit den Definitionen
von Aa und Am

| A (un, pn) | = [a(Q un, Q) on) — an(un, ¢n)|
4
< ZAi
i=1
< ChPl|unllg, llonllg, - (5.15)
und

|Am(up, on)| = Im(Qrun, Qrpn) — mn (un, ¢n)|
< A+ Az
< ChP|lupll,p, lonll,m, - (5.16)
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Fiir u € H'(Q;T) folgt somit aus (5.15):

1AG(Q) " w)]

7= sup |AG(Qy u, on)l
lenlz, =1

< sup  ChP[|Q; ully, lenlls,
lenllz, =1

— QY ull,,
< 'O |ull,.

Hierbei wurde im letzten Schritt (3.12)) verwendet:

1Qy ullz, = sup @ (Qy “u, ¢n)
lenlls, —1

< sup a(u,Qyen)
lonlz, =1

< sup lullzeyt lenlls, < & ulls
lonlz, =1

Analog folgt fiir v € L*(Q) x L*(T') aus (5.16) und die andere Abschiitzung.
Lemma 5.9. Es sei ¢ = max{2,p}, u € Z und es gelte
o falt, - ul) € HI(Q),
o Frlt, () € HO(T)
fir alle t € [0,T].
Dann gilt fiir alle t € [0,T)

Q4 (1) — Fult, ), < O (1 Fat, D ey + 1ot u ) oy )

Beweis. Mit der Definition von f und fj erhalten wir fiir den zu untersuchenden Fehler:

HQhH*f(t’u) - fh(ta ]hu)Hmh
= sup mp(QFf(tu) — fu(t, Iyu), en)

ol =1
- ! Sllllp:1 [m (f<t7 ), QXSOh) — my, (fh(t, Ihu), gph)}
- ||<Phs||1,1£:1 [[2 ﬁZ(t’ o U(x))gpil(x) dz — /Qh Ih,QﬁZ(tv " (Ih,Qu)l ())(.CC)QDh(.CE) dz

+ [ eltae @@ @ s = [ D G w) () aen) ds).

h
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Es sei ¢, € V), mit HSOh”mh = 1. Fiir den Fehler in Q gilt

Lfa(t,x,U(I))wZ(w) dzv—/ﬂ Tnafa(t, - (TInou)' ()(x)en(r) da

h

_ / Falt, 2, u(2))oh(x) da — / Lo Talt, - u()(@)gn(x) da

h

— /Q Folt,z,u(z))el (z) do — /Q (Ih,gﬁz<t,-,u<~>>)l(x)w%(r) d

J/

-

()

+ [ (Bafatu()) @p@)de = [ hafattu() @),

Qp

(1)

dabei wurde im ersten Schritt die Definition der Knoteninterpolation ausgenutzt: Die
dufsere Interpolation hdngt nur von den Funktionswerten an den Basisknoten ab und die
innere Interpolation dndert diese nicht und kann somit weggelassen werden.

Wir schétzen die Terme (I) und (II) ab.
Zu (I): Hier erhalten wir mit (5.2a) und der Interpolationsabschétzung (5.9al):

[ Fatt@nhie)do = [ (adalt.ut) (@) ia) ds
||t u() — (afatt. ()|

1
<
Q.

!
L2(Q)‘|¢h"L2(Q)

Ch?|| falt, '7U(')>HHQ(Q)'

Zu (I1): Bs gilt Iofo(t, - u(-) € V) und wir kénnen Abschitzung (5.14a) anwenden:

| (Iafattu)) @e@dr = [ Lofatt-u() @) do

Qp
SthHIthfQ(t’ ° U()) HLQ(Qh) ||90h(>||L2(Qh)
<OW|| falt, ()| o

Dabei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass fiir v € H*(Q) wegen der Interpo-
lationsabschétzung aus Lemma [5.7] und Gleichung (5.24) gilt:

100l 20,y < Cooulllnov! |l 2
< Co, (Il = av) ey + 19l 20 )

< Co, (CH10 ]2y + 10l oy )
< Ollvll g2y

68



5. Numerik fiir die Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen

Fiir den Fehlerterme beziiglich I" gelten die analogen Abschétzungen, somit folgt insge-
samt die Behauptung durch Sammeln der einzelnen Terme.

]

Mit dieser Vorarbeit konnen wir nun das Hauptresultat dieses Kapitels beweisen, eine
Fehlerabschétzung fiir die Bulk-Surface Finite Elemente-Approximation an die Losung
der Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen:

Satz 5.10. Es sei1l <p <k und ' € C*¥". Weiter sei u die Lisung von auf [0, T
mat

u € C*([0,T]; H*(; 1),
u,u' € L([0,T]; HPHH(; 1)),
' € L2([0,T]; HP (93 T)),

Falt, - u(t,)) € L=([0, T); H™>2rH(Q)) und

o fr(t,ult,) € L=([0,T]; H™>2#H(T)).
Aupferdem gelte Annahme und die Abschitzung
lup, — [h,ﬂuoHHl(Qh;Fh) + [lvh — Ih,ﬂ’Uon(n)xL?(r) < ChP.

Dann existieren h* > 0 und M = M (||| yoo o 77,1 00> 1@ | oo (0. 17212 (02ry)) > O Sodass
fur alle h < h* gilt:

a) Die Losung up, von (5.11)) existiert auf [0,T] und erfillt die Fehlerschranke

7 1
||“§L(t) - u(t)HHl(Q;F) + H(U;L)l(t) - u/(t)HL?(Q)xL?(F) < Ce(LT’MJrQ)t(l +t)h”,
(5.17)

b) Ist zusdtzlich u € C3([0,T]; HY(Q;T)) N C*([0,T]; L*(Q) x LA(T)), so existiert ein
7 > 0 unabhdingig von h, sodass fir alle T < 7% die volldiskretisierte Crank-
Nicolson Approximation gegeben in fur alle t" < T emistiert und folgende
Fehlerabschdtzung erfillt:

n n n n L / 1 n
||(Uh)l —u(t )HHl(Q;F) + ||(Uh)l —u'(t )||L2(Q)><L2(F) < Ce(LT’MJFQ)t(l + 1) (R + 7).
(5.18)

Hierber ist ZT,M die lokale Lipschitz-Konstante von fr auf 1~/h aus Lemma .

Beweis. Wir wenden Satz an um @ zu beweisen.

Annahme [3.4]ist erfiillt: 1) und 2) gelten mit ¢ = Cy = 1, somit ist Cqm = 1/2. Wegen
b = 0 ist 3) erfiillt und 4), 5), 6) gelten nach Lemma [5.5] und Lemma [5.6] Ebenso sind
alle weiteren Voraussetzungen von Satz [3.6] erfiillt.
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Wir beschrénken die einzelnen Fehlerterme Fi, ..., E5 aus (3.24). Es gilt mit (3.12))
lup, — Q" ullz, < llup — Indlllz, + CvllQy (In — Q)5
< lup = L5, + Cv (1(Qk In = Du’llz + (T = B )u’ll;) -
Weiter gilt mit (3.17b|) und der Bestapproximationseigenschaft der Orthogonalprojektion
1T = B )lllz < (T = T5))ul; + 1Ty — Py)u;
< (T = @y In)u’|lz + Cyv[|Aa(@y)u’)]

Vi
Die Terme sind alle wegen der Annahme an die Anfangswerte bzw. den Lemmas [5.7] und
durch h? beschrankt und somit gilt

E, < ChP.
Aus den Lemmas [5.7], 5.8 und [5.9] folgt auferdem direkt
E,, Es, Ey < ChP.
Wegen B = 0 gilt E5 = 0.
Die Aussage folgt somit direkt aus Satz @

Die Aussage in @ folgt direkt aus Korollar . Die dort geforderte Beschrénktheit von
fn gilt nach Lemma und die weiteren Voraussetzungen von Korollar sind nach
Annahme erfiillt. [

5.4. Numerische Beispiele und Implementierung

In diesem Abschnitt soll das Konvergenzresultat aus Satz [5.10] mit einem numerischen
Experiment bestéatigt werden.

Zum Testen wihlen wir Q = B(0,1) C R? als die zweidimensionale Einheitskreisscheibe.
Das Testbeispiel

Wir definieren

u(t, z) = sin(27t)zq 2.

Dann ist
Uy (t, 2) = —4n? sin(27t) 124,
Au(t,z) =0 in €,
Aru(t, x) = —4sin(27t)x 29 auf T,
Opu(t, x) = 2sin(2mt)x 2y auf T
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Auferdem wihlen wir
f;z(t, z,u) = |u|u + na(t, ),
fF(tv xz, u) - |u|2u + ﬁr(t, x)a

geben also in () eine quadratische und auf I' eine kubische Nichtlinearitat vor. Durch
Einsetzen erkennt man, dass u die Wellengleichung

u — Au = |ulu + nq(t, x), (0,7) x Q,
gy + Ot — Apu = |ul*u + nr(t, ), (0,T) x 09,
uw(0,2) =0, u(0,2) =21 29, in Q.
mit
no(t, ) = — (47 + [sin(2mt)z12|) sin(27mt) 129 und
ne(t, x) = —4n? sin(2nt)xy 29 + 6sin(2nt)zy 2 — (sin(27t)z125)°
16st.

Die semidiskretisierte Gleichung

Wir verwenden die isoparametrischen Elemente aus Kapitel [5| mit p = 1,2. Wie dort
sei V}, der Finite Elemente Raum mit Lagrange Basis @1, ..., ®y. Die semidiskretisierte
Gleichung ist gegeben durch

m (uh (), on) + an(un(t), on) = mu (fu(t,un(t)), on) Veon € Vi,
up(0) = uf, u}, (0) = vy,

Die Nichtlinearitdten in diesem Beispiel erfiillen Annahme mit go = 2 und qr = 3
und die diskretisierte Nichtlinearitét hat fiir ¢t € [0, 7] und up, ¢ € Vj, die Form

i (falt,un), on) = / (s (Junlun) + Tt ) on da

+ / (Ih,l“ (|uh|2uh) + Ih,rnp(t, )) @h ds.
Ty
Die numerische Losung uy: [0, 7] — V}, ist in der Basisdarstellung gegeben durch

up(t)(z) = Z up,i(t)®i()

mit up;: [0,7] — R und dazugehoérigem Koeffizientenvektor

Uhp,1
w, = | : | :[0,7] = R".

Unp,N
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Dann erfiillt u; die gewohnliche Differentialgleichung
Myu,(t) + Apuy, = Fp () + Fra(un(t)), (5.19a)
uy(0) = uy, u), (0) = v). (5.19b)
Hierbei ist M, € RV*Y die Massenmatrix mit
(M), ;= mi(®;, ;)
und A;, € RV*Y die Steifigkeitsmatrix mit
(An);; = an(®;, ;).
Die rechte Seite ist gegeben durch Fj, ;: [0,7] — RY und Fj,5: RY — RY mit

(Fra(t)), = / I ana(t, ) ®; dx —|—/ I rnr(t, ) ®; ds und
Qp Ty
(Fro(ug)), = / I (luplup) ©;(z) dz +/ Inr (|uh|2uh) ®, ds.
Qh Fh

Die Anfangswerte u) und v sind die Koeffizientenvektoren von uf) bzw. v}.

Implementierung

Die Implementierung des Beispieles wurde mit der Finite Elemente Software-Bibliothek
FEniCS (siehe [I],[3],[12]) durchgefiihrt. Zur Zeitintegration wurde das Crank-Nicolson
Verfahren verwendet. Fiir die Experimente wurde die Zeitschrittweite dabei so klein
gewdhlt, dass der Zeitdiskretisierungsfehler klein im Vergleich zum Ortsdiskretisierungs-
fehler ist.

Als Anfangswerte werden

9 und

0
Uy, = Ih’Q’U/
1)2 = Ih,gvo
verwendet.

FEniCS besitzt eine Python-Schnittstelle, die zum Implementieren des Testbeispiels ge-
nutzt wurde. Der verwendete Code ist bei dem Institut fiir Angewandte und Numerische
Mathematik am KIT hinterlegt.

Crank-Nicolson Schema

Um das Crank-Nicolson Schema anwenden zu konnen, benétigen wir die Gleichung ((5.19))
in erster Ordnung Formulierung. Diese ist mit vy (¢) :== u},(t) gegeben durch

A 1 ] e e ] PO S

up(0) = uy, v,,(0) = vyj.
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Es seien 7 die Zeitschrittweite und fiir n > 0

die Approximationen durch das Crank-Nicolson Schema zur Zeit ¢,, = ™n. Mit
F}?,l = Fh,l(tn)

ist das Schema gegeben durch
M, 0 upttl fugp L]0 M| ([upt! L+ |w
0 M|\ |o! o7 214, O vt Ul
T 0
T2 | FPy A+ Fra(up) + FR + Fua(up™)

fiir n > 0. Zur Implementierung wird v}"*! aus der oberen Gleichung eliminiert. Dann
lasst sich das Schema fiir gegebene u} und v} in zwei getrennten Schritten durchfiihren:

1. Losen eines nichtlinearen Gleichungssystems fiir 'u,ZH:
72 -2
(Mh + ZAh) ’U/ZJrl — ZFh’2<uZ+l)
2

T

1 (Fp'y + Fra(up) + Frih).

2
= (Mh—%Ah> ’U/Z—FTM}Z’UZ—F

2. Losen eines linearen Gleichungssystems fiir v}

T T
Mot = Mol — §Ah (up +up™t) + 3 (F,;f1 + Fha(u}) + F;;fl + Fa(up™)).

Massen- und Steifigkeitsmatrix miissen nur einmal assembliert werden, [}, ; muss man
jedoch in jedem Zeitschritt einmal auswerten (der Wert kann fiir F’; im néchsten Zeit-
schritt gespeichert werden). Der Hauptaufwand liegt im Losen des nichtlinearen Glei-
chungssystems im 1. Schritt mit der Nichtlinearitat Fj, o.

Numerische Ergebnisse
In Abbildung [2]ist der Fehler

B(t) = llun(t) = Inu®)ll g0,y + 1un() = It (Ol 12,y r2(r,)
zur Zeit t = 0.8 aus den numerischen Tests bzgl. der Gitterweite dargestellt. Hierbei ist

I,: C(Q) x C(T) = C(Q) x C(T'y,)

73



5. Numerik fiir die Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen

ein Interpolationsoperator hoherer Ordnung (> p).

101 F T 1 71 ‘ T T T T T T T \: 101 E T T 1 1 ‘ T T T T T T T \E

b ——p=1 | 5 ——p =2 i

i --- Steigung 1 || : --- Steigung 2 ||

I | 10° | g

w100 b S B ]

= B 1 2 i |
3 - 1R

;-‘ | ) s-« 1071 o E

2 r 138 B .

2 1o s f

— 10 F B E — B i

- . 1072 L E

10—2 (| [ 10—3 [ [
1071 10 1071 100
Gitterweite h Gitterweite h

Abbildung 2: Fehler zur Zeit T=0.8

Man erkennt, dass der Fehler sich asymptotisch wie wegen Satz [5.10] erwartet verhlt.
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6. Fazit und Ausblick

Es ist gelungen, die Theorie zur abstrakten Finite Elemente Diskretisierung von Evolu-
tionsgleichungen von dem linearen Fall aus [§] auf den semilinearen Fall zu iibertragen.
Damit konnten Konvergenzresultate fiir die Bulk-Surface FE-Semidiskretisierung der
semilinearen Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen gezeigt werden. Somit
wurde das Ziel dieser Arbeit erreicht. Unter geeigneten Bedingungen an die Nichtlinea-
ritdten sind dabei alle Resultate ohne weitere Forderungen an die linearen Terme giiltig
geblieben. Es musste lediglich von globalen zu lokalen Losungen iibergegangen werden,
was jedoch fiir semilineare Differentialgleichungen auch der natiirliche Losungsbegriff ist.
Erste numerische Experimente untermauern die theoretischen Resultate.

Offene Fragestellungen, die im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt wurden, sind:

e Bei der Wellengleichung mit kinetischen Randbedingungen wurden lediglich die
Fehler der Semidiskretisierung untersucht. Mit Zeitintegrationstheorie sollten sich
ohne grofsere Probleme Volldiskretisierungsfehler beweisen lassen.

e In [8] wird das abstrakte Framework noch auf eine Reihe anderer Beispiele ange-
wendet. Diese sollten sich mit den hier erzielten Ergebnissen gut auf den semili-
nearen Fall iibertragen lassen.

e Es kénnen noch weiterfiihrende numerische Experimente durchgefiihrt werden, vor
allem der Einfluss der Glattheit der Nichtlinearitdat auf die Konvergenz ist eine
interessante Fragestellung.
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A. Anhang

In diesem Anhang werden einige Definitionen und Resultate gesammelt, die in dieser
Arbeit benétigt werden.

A.l. Lineare Evolutionsgleichungen und Halbgruppen
Eine Einfilhrung in das Thema zu Evolutionsgleichungen und Halbgruppen liefert das
Buch [I3]. Dort finden sich auch alle folgenden Aussagen.

Es sei X ein Banachraum.

Co-Halbgruppen

Definition A.1 (Halbgruppe). Eine Abbildung T': [0,00) — L(X, X) heifit Co-Halbgruppe,
wenn

e T(0)=TundT(t+s)=T(t)T(s) fir alle t,s > 0,

o limp o T'(t)x =2 fir allex € X.

Bemerkung: Weil es in der Literatur {iblich ist, verwenden wir 7'(¢) als Symbol fiir die
Co-Halbgruppe, dies ist nicht zu verwechseln mit der Endzeit T' der Zeitintervalle [0, T7].

Definition A.2 (Erzeuger einer Halbgruppe). Es sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe auf X.
Wir definieren

D(S)={zreX | }111{1(1)% (T'(h)x — x) existiert in X}

und S: D(S) — X fir x € D(S) durch
) 1
Sz = ]11{% —% (T'(h)x — x).

Der lineare Operator —S heifit Erzeuger der Halbgruppe T'(t). Wir verwenden die Nota-
tion

Lemma A.3. Es sei e”™ eine Cy-Halbgruppe mit Erzeuger —S. Dann ist fiir v € D(S)

auch e *x € D(S) fiir alle t > 0 und

d —tS

—e ¥y = —Se ¥y = —e Sy
dt

fiir alle t > 0.
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Definition A.4 (Kontraktive Cy-Halbgruppe). Eine Halbgruppe T'(t) heifit kontraktive
Co-Halbgruppe, wenn

1T x <1 fiir allet > 0.

Satz A.5 (Lumer-Phillips). Es sei S: D(S) — X ein linearer Operator auf X mit
(S) = X. Weiter sei —S dissipativ und es existiere ein A > 0 sodass

S

Bild(A + S) = X.

Dann ist —S der Erzeuger einer kontraktiven Cy-Halbgruppe e auf X.

Bemerkung:

1. Satz enthélt nur eine Richtung des eigentlichen Satzes von Lumer-Phillips, es
gilt auch die Umkehrung der Aussage.

2. Ist X ein Hilbertraum mit Skalarprodukt p, so ist ein linearer Operator —S: D(S) —
X dissipativ, falls fiir alle x € D(95) gilt:

p(—SZB,[E) <0.

Lineare Evolutionsgleichungen

Essei S: D(S) — X ein linearer Operator auf X und f: [0,7] — X. Aukerdem erzeuge
—S eine Cy-Halbgruppe e™*. Wir betrachten folgende inhomogene lineare Evolutions-
gleichung: Gesucht ist ein x: [0,7] — X mit

zi(t) + Sz(t) = f(t) (A.1)

Wir unterscheiden folgende beiden Losungsbegriffe:

Definition A.6.

1. Wir nennen x klassische Losung von (A1), wenn z € C([0,T]; X)NC([0,T], D(A))
gilt und (A1) erfallt ist.
2. x € C([0,T],X) definiert durch

t

z(t) =e 20 4 / e~ =95 £(5) ds.

0

heifit milde Losung von (A.1)).

Satz A.7. Ist x eine Milde Losung von (A1) und gilt f € C([0,T]; X) und 2° € D(S),
so ist x eine klassische Losung.
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A.2. Sonstige Satze

Satz A.8 (Lemma von Gronwall, [9, Lemma 7.22|). Es sei ®: [0,7] — R und es exis-
tieren M, L > 0, sodass fiir alle t € [0,T) gilt:

t
0<P(t) < M+L/ O(s)ds.
0
Dann gilt

®(t) < Me™, te[0,T].

Satz A.9 (Diskretes Lemma von Gronwall, |10, Lemma 11.39]). Es sei 7 > 0. Erfillt
die Folge nichtnegativer Zahlen {e,}n>0 die Ungleichung

n
€n§a72<€j+b, n >0,
j=0

mit Konstanten a,b > 0, dann gilt fir at < 1

anT

en < el-ar, (A.2)

Satz A.10 (Satz von Lax-Milgram, [9, Theorem 1.26|). Es sei V' ein Hilbertraum. Ist
A:V xV — R eine beschrinkte und koerzive Bilinearform aufV undl € V*, so besitzt
die Gleichung

A(u, ) =1(yp)  fir alley € V
eine eindeutige Losung u € V.

Satz A.11 (Satz von Riesz-Fischer, [14, Theorem 5.5]). Es sei (X, A, u) ein Maffraum,
1 < g < o0, (wy,) eine Folge in L(u) und u € LI(p) mit

wp, = u in L(p)  fir n — oco.

Dann existiert eine Teilfolge (wy,) von (w,) und eine Funktion @ € Li(u), sodass (wy,)
fast diberall gegen u konvergiert und |w,,;| < @ fast diberall fiir alle j € N gilt.
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