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Abstract

In dieser Diplomarbeit werden verschiedene Ansétze zur L&sung einer aus der Mechanik stammenden
Differential-Algebraischen-Gleichung vom Index 2 untersucht. Es wird zum einen das direkte Lésen
der Differential-Algebraischen-Gleichung durch Runge-Kutta-Verfahren behandelt, hierfiir werden Ord-
nungsbedingungen fur die auf Differential-Algebraische-Gleichungen angewendeten Verfahren herge-
leitet. Besonderes Augenmerk fallt auf zu Kollokationsverfahren aquivalente Runge-Kutta-Verfahren.
Zum anderen wird eine in [Dep13] vorgestellte Regularisierungsmethode aufgegriffen, welche letzt-
lich das mechanische System in Abhangigkeit von einem Parameter ¢ neu modelliert. Es wird gezeigt,
dass der Grenzfall fiir e — 0 zur L6sung der Differential-Algebraischen-Gleichung fihrt, sowie welchen
Einfluss Stérungen in den Anfangswerten besitzen. Dies flihrt zum Begriff der Boundary Layers.



Ich erklare, dass ich diese Arbeit selbststéandig angefertigt und nur die angegebenen Hilfsmittel benutzt
habe. Alle Stellen, die dem Wortlaut oder Sinn nach anderen Werken, gegebenenfalls auch elektro-
nischen Medien, entnommen sind, sind von mir durch Angabe der Quelle als Entlehnung kenntlich
gemacht. Entlehnungen aus dem Internet sind durch Angabe der Quelle und des Zugriffsdatums so-
wie dem Ausdruck der ersten Seite belegt; sie liegen zudem fiir den Zeitraum von 2 Jahren entweder
auf einem elektronischen Speichermedium im PDF-Format oder in gedruckter Form vor.
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Vorwort

Diese vorliegende Diplomarbeit entstand aus einer Zusammenarbeit des Instituts fir angewandte
und numerische Mathematik und dem Institut fir technische Mechanik des Karlsruher Institutes fiir
Technologie (KIT).

Sie befasst sich mit einem in [Dep13] betrachteten, aus der theoretischen Mechanik stammenden Typ
Differential-Algebraischer-Gleichungen vom Index 2, der bei der Beschreibung von Mehrkdrpersyste-
men mit Roll- und Reibungsvorgangen im Fall der Haftreibung vorliegt.

Untersucht werden sowohl die theoretischen Grundlagen des numerischen Losens dieser Differential-
Algebraischen-Gleichung durch Runge-Kutta-Methoden, als auch eine in [Dep13] vorgeschlagene
Regularisierung. Die anschauliche Entsprechung der vorgeschlagenen Regularisierung besteht darin,
den Kontaktpunkt nicht mehr als Kontakt solider Kérper zu betrachten, sondern die Oberflache als
System von Federn und viskoser Dampfung zu modellieren, deren Parameter zur Regularisierung
genutzt werden. Aus mathematischer Sicht nahert diese Regularisierung die Index 2 Differential-
Algebraische-Gleichung durch eine (im Allgemeinen steife) explizite Differentialgleichung an. Aus
physikalischer Sicht beschreibt sie einen anderen Modellansatz fiir die betrachteten Reibungs-
vorgange als durch die strikte Differential-Algebraische-Gleichung. Von diesem anderen Modellansatz
wird erhofft, die reellen Vorgange bei einem derartigen Vorgang besser zu beschreiben, da die
Modellbildung mit den strengen Nebenbedingungen einer Differential-Algebraischen-Gleichung an
ihre Grenzen stéBt. Es werden zwei Sonderfalle dieser Regularisierung betrachtet, namentlich der
Fall Strong Damping, welcher letztlich der Standardform eines singulér gestoérten Problems entspricht,
sowie der Fall Principal Damping, eine in [Dep13] neu vorgeschlagene, verallgemeinerte singulare
Stérung.

Die vorgestellte Regularisierung nach [Dep13] ist Teil eines Projektes, allgemeine Roll- und Reibungs-
vorgange in einem ganzheitlichen System zu modellieren. Im Zuge dieser Diplomarbeit wird sich auf
die Betrachtung des Haftreibungsfalles beschrankt.

Es werden im Folgenden die mathematischen Grundlagen zu Differential-Algebraischen-Gleichungen
vorgestellt. AnschlieBend wird gezeigt, wie Runge-Kutta-Verfahren direkt auf Differential-Algebraische-
Gleichungen angewendet werden kdnnen, sowie welchen Einfluss die Regularisierung nach [Dep13]
auf die Lésung hat. Es werden Konvergenzuntersuchungen der verwendeten numerischen Methoden
und Regularisierungen angestellt, zunachst theoretisch, im Anschluss als numerisches Experiment mit
einem Modellbeispiel. Als numerisches Referenzverfahren wird insbesondere eine Modifikation eines
3-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens der Ordnung 5 (Radau5) naher betrachtet, welche sowohl auf die
Differential-Algebraischen-Gleichungen als auch auf die regularisierte Differentialgleichung angewandt
werden kann. Im Detail ist dies eine in Matlab-Code (ibertragene Fortranversion aus [Hai10]", die im
Zuge dieser Diplomarbeit genutzt und zum Teil modifiziert wurde.

Der urspriingliche FORTRAN-Code, vorgeschlagen etwa in [HLR89], wurde von Ch. Engstler in Matlab-Code Gbertragen,
siehe auch [Hai].






Kapitel 1

Grundlagen

Explizite, autonome Differentialgleichungen (DGL) erster Ordnung, also Probleme der Form

y=F(y) (1.1)

mit einer gesuchten Funktion 4y : R — R"™ und einer gegebenen Funktion F' : R" — R", die je
nach Problemstellung verschiedene Anforderungen an Stetigkeit oder Differenzierbarkeit erflllt, sind
die wohl am besten untersuchten gewoéhnlichen Differentialgleichungen. Insbesondere lassen sich (ex-
plizite) Systeme héherer Ordnung oder nichtautonome Probleme durch Einflihrung zusatzlicher Varia-
blen auf diese Form bringen, entsprechend beschrénken sich die Konvergenzuntersuchungen vieler
numerischer Losungsverfahren auf diese Form.

Aligemeine gewdhnliche Differentialgleichungen, aus oben genannten Griinden werden hier nur auto-
nome Probleme erster Ordnung betrachtet, haben die Form

F(y,y) =0 (1.2)

mit ' : R® x R®" — R". Diese missen nicht explizit nach y auflésbar sein, etwa wenn % sin-

gulér ist. Dieser Fall liegt bei einer allgemeineren Klasse gewdhnlicher Differentialgleichungen vor, den
Differential-Algebraischen-Gleichungen.

In diesem ersten Kapitel werden grundlegende Mdglichkeiten vorgestellt, Differential-Algebraischen-
Gleichung zu klassifizieren. Dies fiihrt zu den Begriffen Differentiations- und Stérungsindex. Weiterhin
wird der in dieser Diplomarbeit behandelte Typ Differential-Algebraische-Gleichung aus dem mechani-
schen Problem hergeleitet. Dieser wird im Folgenden mit das Modellproblem bezeichnet. Anschlie3end
werden die Indizes dieses Problems bestimmt.

1.1 Differential-Algebraische-Gleichungen und ihr Index

Sogenannte Differential-Algebraische-Gleichungen sind gewdhnliche, im Allgemeinen implizite Diffe-
rentialgleichungen der Form (1.2) mit hinreichend oft differenzierbarem F'. Typische Urspriinge derar-
tiger Gleichungen sind diverse Anwendungen etwa aus Kontrolltheorie oder Mechanik. Die in dieser
Diplomarbeit als Modellproblem dienende Differential-Algebraische-Gleichung entstammt der theoreti-
schen Mechanik. Fir den Fall singularer partieller Ableitung % ist dieses System nicht rein algebra-
isch in eine explizite Differentialgleichung umformbar. Dies sind die sogenannten echten Differential-
Algebraischen-Gleichungen, die im Folgenden behandelt werden.

Eine Mdglichkeit mit Differential-Algebraischen-Gleichungen umzugehen, ist die Umformung in eine
explizite DGL. Hierfiir ist es bei echten Differential-Algebraischen-Gleichungen notwendig, das DGL-
System zusatzlich zu den algebraischen Umformungen auch (eventuell mehrfach) abzuleiten. Dies
bietet zugleich eine Méglichkeit, Differential-Algebraische-Gleichungen zu klassifizieren:



Definition 1.1 Der Differentiationsindex einer Differential-Algebraischen-Gleichung (1.2) ist die mi-
nimale Anzahl von Ableitungen von F', die benétigt wird, um (1.2) mit Hilfe dieser Ableitungen und
ansonsten rein algebraisch in eine explizite Differentialgleichung umzuformen.

Unechte Differential-Algebraische-Gleichungen bendtigen keine Ableitung und haben damit Index
0. Far héhere Indizes betrachten wir nun eine spezielle Form: Sei eine Differential-Algebraische-
Gleichung aus der Grundform (1.2) algebraisch umformbar zu

{y = f(yvz)

(1.3)
0 = g(y,2),

wobei (y, z) eine neue Variable ist, die durch Variablentransformation aus der bisherigen Variable y
entsteht. Diese spezielle Form ist insbesondere noch spater wichtig. Anschaulich entsprechen diese
Gleichungen einer expliziten Differentialgleichung bezlglich ¢y mit einer zusatzlichen algebraischen
Nebenbedingung bzw. die Einschréankung der Lésung auf eine Mannigfaltigkeit, die durch g definiert
wird. Der Index der Differential-Algebraischen-Gleichung (1.3) hangt nun von den Eigenschaften von g
ab. Einmalige Differentiation der zweiten Zeile von (1.3) liefert

0=gy(y,2)y+9:(y,2)2 = 9y(y,2) f(y, 2) + g-(y, 2) 2. (1.4)

Hierbei und im Folgenden seien g, bzw. g, die partiellen Ableitungen von g(y, z) nach y respektive
z. Ist g, in einer Umgebung der Losung nichtsinguldr, kann diese Gleichung nach z aufgelést werden
und es liegt ein Index 1 Problem vor. Falls nicht, I&sst sich (1.4) analog zur urspriinglichen Differential-
Algebraischen-Gleichung algebraisch umformen zu

21 = g1(y, 21, 22)
0 = g2y,21,22)
wobei z wiederum in z; und z zerlegt, bzw. transformiert wurde. Falls g—gg in einer Umgebung der
Lésung nichtsingular ist, dann hat das Gesamtsystem den Index 2. Falls nicht, ergeben sich analog die
hoheren Indizes.

Bemerkung 1 Uber den Differentiationsindex

e Der Differentiationsindex ist invariant unter Aquivalenz erhaltenden, algebraischen Transforma-
tionen. Dies ermdglicht auch die obige Methode zur Bestimmung des Index von (1.2): Die mini-
male Anzahl der Ableitungen von f, g, g1, g2 und algebraischen Abwandlungen davon zu zéhlen
ist dquivalent dazu, die minimal bendtigten Ableitungen von F' zu bestimmen.

e Das obige Verfahren, das nach Ableitung der algebraischen Bedingung den Anteil der Varia-
blen, beziiglich dem diese Gleichung invertierbar ist, vom Rest separiert, kann auch als eine Art
analytisches GauB3-Verfahren aufgefasst werden. Man sortiert damit nach Variablen mit aufstei-
gendem Index. Dies wird insbesondere als Vorarbeit fiir die Ubergabe an diverse numerische
Verfahren vorausgesetzt; etwa der spdter verwendete Radau5-Code bendtigt zum Lésen von
Differential-Algebraischen-Gleichungen vom Index gréBer 1 die Dimension der (sortierten) Index
1, 2 und 3-Variablen.

Eine weitere Mdglichkeit der Klassifizierung ergibt sich durch das Verhalten der Differential-
Algebraischen-Gleichung bei Stérung, der Stérungsindex:



Definition 1.2 Gegeben sei eine Differential-Algebraische-Gleichung (1.2) mit Losung y(t) auf einem
Intervall [0, ¢]. Fur beliebiges ¢ () bezeichne die Funktion §(¢) den Defekt, der sich bei Einsetzen von
7 in die Differential-Algebraische-Gleichung ergibt, d.h.

F(y(t),5(t)) = 6(t).

Der Stérungsindex ist die kleinste natirliche Zahl m € N, sodass es auf [0, ¢] eine Fehlerabschatzung
fur y der Form

ly(t) — (@) < © (IIy 0)l| + Zofggft Hé“—”(s)H)

gibt, soweit die Stérung d(¢) hinreichend klein ist.

Diese Definition eines Index, in [HLR89] eingefiihrt, wurde im Hinblick auf das numerische Losungsver-
halten der Differential-Algebraischen-Gleichungen gewahlt und spielt insbesondere bei der Anpassung
von Runge-Kutta-Verfahren fir Differential-Algebraische-Gleichungen noch eine Rolle. Der Sonderfall
m = 0 kann mit einer —1-ten Ableitung von ¢ als Integralgleichung aufgefasst werden, wird hier jedoch
nicht weiter bendtigt. Der Stérungsindex unterscheidet sich potentiell (aber nicht notwendig) vom Diffe-
rentiationsindex, tatsachlich stimmen beide Indizes flir das im Folgenden betrachtete Problem Cberein,
dies wird spater gezeigt. Allerdings gibt es auch Beispiele (siehe [Hai10], S. 461) von Differential-
Algebraischen-Gleichungen, bei denen Differentiations- und Stérungsindex beliebig weit auseinander
liegen kénnen.

Heuristisch sind Differential-Algebraische-Gleichungen besser zu 16sen, je kleiner ihr Index ist. Deutlich
wird dies besonders bei fur Differential-Algebraische-Gleichungen angepasste Runge-Kutta-Verfahren:
Ab (Stérungs-)Index 2 gibt es, wie sich spater zeigen wird, bereits Probleme, die Konvergenz des im
Verfahren benutzten vereinfachten Newton-Verfahrens zu zeigen. Weiterhin haben numerische Verfah-
ren haufig nur noch eine verminderte Konvergenzordnung beziglich der Komponenten von héherem
Index.

1.2 Das betrachtete Modellproblem

Das in [Dep13] untersuchte grundlegende Modellproblem ist ein mechanisches Mehrkdrpersystem,
wobei die Kontaktpunkte zwischen sich berihrenden Kérpern im Zustand der Haftreibung sind. An-
schaulich bedeutet dies, dass kein ,Schleifen” stattfindet (Gleitreibung), sondern ein echtes ,Rollen*.
Es geht also keine mechanische Energie in Reibung verloren, sondern es ergeben sich zuséatzliche
Zwangsbedingungen an Lage oder Relativgeschwindigkeiten.

Mathematisch beschreiben kann man dieses System etwa durch die Lagrangegleichungen; gegeben
sei hierzu die Lagrangefunktion (noch ohne Reibungsterm)

L(q,q) = Exin(q,q) — Epot(q) (1.9)

als Differenz von kinetischer Energie Eki, und potentieller Energie Epo; des Systems, abhangig von
generalisierten Koordinaten ¢ und deren Ableitung. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich durch

die Lagrangegleichungen
d (0L oL
—_ =) == 1.6
t(aQi> 9qi (1.6)

Allgemein haben diese die Form

M(q)j = F(q,4,1)



mit einer verallgemeinerten Massematrix M (q) und dem verallgemeinerten Kréftevektor F'(q, q,t).
Wieder kann man dieses System durch die zusatzliche Variable ¢ mit £ = 1 in ein autonomes System
Uberfihren. Daher betrachten wir im Folgenden 0.B.d.A. nur den autonomen Fall ohne t. Zusatzliche
Nebenbedingungen der Form g(q) = 0 kdnnen in der Lagrangefunktion durch Lagrangemultiplikatoren
A erganzt werden, da der Lagrangeformalismus letztlich auf dem Prinzip der Wirkungsminimierung der
Funktion L besteht (Vergleiche mit Kapitel 14 in [FIi09]). (1.5) wird damit zu

L<q7 q) = EKin(Q7 Q) - EPOt(Q) - g(Q)T)\
Einsetzen in die Lagrangegleichungen, wobei X als weitere Variable aufgefasst wird, fiihrt damit zu

M(q)i = F(q,4) — G(q)" A (1.7)
0=g(q), (1.8)

wobei G(q) = a%—(j). Die zweite Zeile ergibt sich, da % =0.

Im Allgemeinen kénnen die Zwangsbedingungen fir Haftreibung jedoch nicht in einer nur von der
Koordinate ¢ abhé&ngigen Form*geschrieben werden, sondern hdngen auch von ¢ ab. Sie sind dann in
der Form

0= G(q)q. (1.9)

In diesem Fall kann man die Herleitung der Bewegungsgleichung mit einem formalen g(¢) analog
durchflihren, muss aber am Schluss (1.8) durch (1.9) ersetzen.

Lost man (Invertierbarkeit der Matrix M (q) vorausgesetzt) (1.7) nach ¢ auf und flihrt das System
(1.7), (1.9) durch Einflihren einer neuen Variable fiir ¢ in ein System erster Ordnung Uber, ergibt sich
schlieB3lich eine Differential-Algebraische-Gleichung der Form

{y = (. (1.10)
0 =g(y),

wobei y = (¢,4),9(y) = G(@)¢, f(y, \) = (4, M(q)"*(F(q,4) — G(g)" N))™.

Grundsatzlich gehen wir von folgenden Modellannahmen auf einem beschrénkten Zeitintervall [0, ]
aus:

Modellannahmen

1. M(q) € R™*™ ist symmetrisch und positiv definit in einer hinreichenden Lésungsumgebung.

2. G(q) € R™*"™ m < n, hat vollen Rang m.

w

gy(y) fr(y, A) € R™*™ ist in einer Umgebung der Lésung invertierbar.

N

. Die Lésungen y = y(t) und A = A(t), sowie f und g sind hinreichend oft differenzierbar.

5. Insbesondere ist f Lipschitz-stetig und g, sowie f, und fy sind in einer Umgebung um die
Lésung beschrankt.

Mit diesen Annahmen lassen sich Differentiations- und Stérungsindex des Modellproblems bestimmen.

*Das wéren sogenannte holonome Zwangsbedingungen. Im Gegensatz dazu bedeuten nichtholonome Zwangsbedingun-
gen, dass es kein g(q) gibt, sodass ‘i%—(f) = G(q)¢, um dem Titel von [Dep13] Tribut zu zollen.



1.2.1 Differentiationsindex

Betrachten wir das System (1.10). Wahrend die erste Zeile bereits eine explizite Differentialgleichung
fir y darstellt, muss dies flr A noch aus der zweiten Zeile hergeleitet werden. Einmaliges Differenzieren
nach ¢ liefert

0=gy(¥)9 = g9y(y) f(y, A).

Diese Gleichung enthalt zwar noch kein A, jedoch eine Abhangigkeit von A, die sich durch erneutes
Differenzieren ausnutzen lasst (zugunsten der Lesbarkeit nun ohne Argumente):

0= gyy(f, f) + gy fyf + gufr) (1.11)

Da nach Modellannahme der Term g, f\ invertierbar ist, I&sst sich (1.11) nach A aufldsen und wir
erhalten, nach nun insgesamt zweimaligem Differenzieren (von Teilen) der Differential-Algebraischen-
Gleichung, die explizite Differentialgleichung

y=1r
A= _(gyfA)il(gyy(fy )+ ayfyf),

somit liegt Differentiationsindex 2 vor.

1.2.2 Storungsindex

Sei (y,A) eine Losung der Differential-Algebraischen-Gleichung (1.10). (7, A) sei eine gestorte
Losung, die die Differential-Algebraische-Gleichung nur mit einer Abweichung (01,62) = § = ()
erfallt, d.h.

y=f(5A) +6 (1.12)
0= g(y) + 0o. (1.13)

Eine Abschatzung fir die Differenz || (17, \) — (4, A) || zwischen der echten und der gestérten Losung
l&sst sich mit Hilfe des Satzes von der Impliziten Funktion und dem Lemma von Gronwall gewinnen.
Differentiation von (1.13) ergibt

0= gy@)f/ + &
= gy(9)f(F,\) + gy(§)61 + 02
=: F(g, 51,52,5\).

Dies kann als implizite Gleichung fir X aufgefasst werden. Da nach Voraussetzung 25 = g;f5 (7, A)
auf einer Umgebung um (y, \) invertierbar ist, ist der Satz von der impliziten Funktion (etwa Theorem
8.2 aus [AEOQ8]) fur die Variable X anwendbar. Dieser liefert, auBer Aussagen Uber die lokale Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung A als Funktion von ¢/, 81, d2, also A := h(jj, 81, 42), auch noch Aussagen

Uber die Ableitung von A:Seiz e {y, o1, 52}, dann gilt

oh . . OF . -\ ‘oFr, _ _ . -
&(yﬁl,(;z) =- <8)\( 751,52,>\)> 5(9»51,527)\)
CN-19F . -
= - (gyf/\(%)\)) E(yﬁlﬁz,)\)-
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Aufgrund der Modellannahmen ergibt sich hieraus fir ) eine Lipschitz-Stetigkeit mit einer Konstante
L.
Analoge Umformung des ungestorten Problems (1.10) liefert

0= F(y,0,0,))
A= h(y,0,0).
Zusammen ergibt sich als Fehlerabschatzung fir A:
[5- 3] = [4361:82) — h(w,0,0)|
<L H(Z] —y,01 — 0,05 —O)H
L (15 =yl + 18+ 1%])

Setzt man nun die Zeitabhangigkeit ein und ersetzt die Normen auf der rechten Seite durch Maxi-
mumsnorm beziiglich des Zeitintervalls [0, ¢], folgt schlieBlich auf diesem Zeitintervall

waawwSL(Mw—mmuggymgm+ggﬂ&@u) (1.1

Dies ist beinahe die Form der Definition des Stérungsindex, es stort nur noch die Abhangigkeit von
e(t) := g(t) — y(t). Um eine Abschatzung fir die y-Komponente zu erhalten, betrachte nun diese
Fehlerfunktion e(t). Aus der ersten Zeile von (1.10) und (1.12) ergibt sich:

e=g—9= N+~ fyN).
Formelle Integration Gber ¢ und Ausnutzen der Lipschitz-Bedingung an f mit einer Konstante C, (im

Folgenden seien allgemein C;,i € N positive Konstanten) sowie Abschatzung (1.14) fiir || A — A ||
liefert

/f 5+ 61(s) — f(y, \)ds

und damit

w@uswwm+c</|g—w+wx—A|m)+

<H(W+C</!yzm+L@yzm+MﬂN+H® 1)as) + | [ antsras

< H@(O)IHCH/O !6(8)I|d5+02/0 161(s)| + 1| d2(s) || ds

=« t)—i—C’l/O lle(s)]| ds.

Dies ist eine Abschatzung fur ||e(t)|| mit einer nach Definition monoton wachsenden Funktion a(t).
Damit ist der Spezialfall der Gronwallschen Ungleichung mit monoton steigender Funktion a.(t) an-
wendbar (vgl. [Tes12], Lemma 2.7). Hieraus folgt auf dem beschrénkten Zeitintervall [0, ¢], dass

n<m<@ef@ n+/mln+wxw@)

s&@mmuéwmmunwwwﬁ
@

Ol + | max []01(€)]| + max | 02(6) Hd8>
(0)

t
91(s)ds

£€[0,7] £€[0,]

<y HeO\M+nwa5M®H+-meH5ﬂ®\0-

€€0,1] €[04
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Wegen e(t) = g(t) — y(t) entspricht dies der Definition fiir Stérungsindex 2 flr die y-Komponente der
Differential-Algebraischen-Gleichung, gleichzeitig ergibt sich durch Einsetzen dieser Abschatzung in
(1.14)

[ 700 < €5 (150 = 9O + g 151 + a1 32(6) 1)

also ebenfalls Stérungsindex 2 der A-Komponente und damit insgesamt Stérungsindex 2. Somit stim-
men Differentiation- und Stérungsindex des Modellproblems berein und im Folgenden wird nur noch
der Begriff Index benutzt.
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Kapitel 2

Runge-Kutta-Verfahren fur
Differential-Algebraische-Gleichungen

Um Differential-Algebraische-Gleichungen zu l6sen, gibt es verschiedenste Anséatze, die auch vom In-
dex des zu l6senden Problems abhangen. Die in Anbetracht des Differentiationsindex naheliegendste
Variante ist es, das Problem gemaf der Definition des Index durch Differentiation auf explizite Form
zu bringen. Gehen wir wieder von einem System der Form (1.3) aus, geht durch die Differentiation
der zweiten Zeile allerdings die Bedingung, dass die Lésung auf der durch g definierten Mannigfaltig-
keit liegen muss, verloren bzw. wird durch abgeleitete Formen ersetzt. Auch wenn dies bei exakter,
analytischer Lésung keinen Unterschied macht, kann die numerische Lésung die Mannigfaltigkeit auf-
grund von Verfahrens- oder Rundungs-Fehlern verlassen (siehe Abb. 4.5, im Vergleich zur Lésung der
Differential-Algebraischen-Gleichung in Abb. 4.4). Um dies zu verhindern, miissen die Nebenbedingun-
gen in den Lésungsverfahren berlcksichtigt werden. Runge-Kutta-Verfahren lassen sich fir implizite
Differentialgleichungen und damit insbesondere Differential-Algebraische-Gleichungen modifizieren.
Diese Méglichkeit wird in diesem Kapitel untersucht.

Es werden Ordnungsbedingungen fir auf Differential-Algebraische-Gleichungen angewendete Runge-
Kutta-Verfahren hergeleitet. Damit wird gezeigt, dass es bei gewissen s-stufigen Runge-Kutta-
Verfahren mdglich ist, bei Problemen vom Index 2 eine hohe (2s — 1) Konvergenzordnung zumindest
beziglich der Variablen vom Index 0 zu erhalten. Bei den Variablenanteilen von Index 2 wird immerhin
Konvergenzordnung von s erreicht. Insbesondere bei zu Kollokationsverfahren aquivalenten Runge-
Kutta-Verfahren wie etwa vom Typ RadaullA ist dies relativ einfach nachzuweisen, dies wird in Korollar
2 getan.

2.1 Formelle Anwendung von Runge-Kutta-Verfahren auf Differential-
Algebraische-Gleichungen

Der prinzipielle Ansatz, durch den man Runge-Kutta-Verfahren auf Differential-Algebraische-
Gleichungen anwenden kann, ist eine Modifikation, um statt expliziter Differentialgleichungen der Form
(1.1) auch implizite Differentialgleichungen der Form

My = f(y)

I6sen zu kénnen, wobei M eine konstante, quadratische Matrix ist. Flr unser Modellproblem (1.10)
ergibt sich somit eine singulare Matrix

M = diag(1,...,1,0,...,0).
~—

dimy dim A

13
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Grundsétzlich wird bei einem impliziten Runge-Kutta-Verfahren in jedem Schritt ein nichtlineares Glei-
chungssystem gelést. Durch das Einflihren einer (hier singuldren) Matrix wird dieses nur in ein anderes
nichtlineares Gleichungssystem Uberfiihrt. Dessen Losung sollte dann Lésung unserer Differential-
Algebraischen-Gleichung sein. Tatsachlich ist dies mit gewissen Einschrankungen an das Verfahren
der Fall; die fiir Probleme von Index 2 relevanten Aussagen wurden aus [HLR89] und [HNWXX] ent-
nommen.

Betrachten wir ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren der allgemeinen Form

cl| A
bl

wobei A € R%*% b € R® und ¢ € R® die Koeffizientenmatrix und -vektoren sind. Filr autonome,
explizite Differentialgleichungen der Form § = f(y) errechnet sich ein Schritt des Verfahrens mit
Schrittweite h wie folgt:

S
Yni1 = Un + D> by, (2.1)
i=1
Y = f(Yni), (2.2)
wobei die inneren Stufen Y,,; durch
S
Yoi=yn+h Y aiYy;, i=1,...,s (2.3)
j=1

gegeben sind. Hiermit ergibt sich insgesamt fir die Y/, das i.A. nichtlineare Gleichungssystem
S
Vi = f(yn‘i‘hzaijyéj) yi=1,...,5
j=1
oder aquivalent

s
Y, = yn—l—hZaZ]f(Ym) ,i1=1,...,s.
=1

(2)-()- (%)

n n —~, (Y,
<ini>:<in>+hzbi<1\’v>’ (2.5)

Yrii f (Ym’v Am’)
) = ()

g(Ym-)
Yni n ° Y/~
(Am>=<§n>+hzaij(ﬁ>,, 2.7)

FOr unser Modellproblem

ergibt sich dann analog

mit den inneren Stufen
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und damit das Gleichungssystem

S S
v <YéZ ) _ <Y7;Z> _ / (yn + th:I ainéj,)\n + hZ]‘:1 aijA;zj) Ci=1... s
A 0 g (yn +h3 5 ainéj>
oder aquivalent als Gleichungssystem fir die inneren Stufen
YVoi\ _ (Wt hjm and (og ha) ) 5y (2.8)

wobei sich hier in der zweiten Zeile der Unterschied zwischen der Behandlung von gewdhnlichen
expliziten Differentialgleichungen und Differential-Algebraischen-Gleichungen zeigt; statt Gleichungen,
die die gesuchten inneren Stufen A,,; explizit enthalten, ist hier nur die implizite Bedingung 0 = g(Y;,;)
maglich.

Damit ist prinzipiell gezeigt, wie ein Runge-Kutta-Verfahren auf Differential-Algebraische-Gleichungen
angewendet werden kann. Allerdings sind die Resultate bezlglich Existenz und Eindeutigkeit einer
Lésung flr jeden Verfahrensschritt und generellem Konvergenzverhalten nicht direkt Gbertragbar. Die-
se werden im folgenden Abschnitt betrachtet.

2.2 Konvergenzanalyse

Die bei Index-2-Problemen relevanten Fragen nach Existenz, Eindeutigkeit und Konvergenz der
Runge-Kutta-Lésungen werden in [HLR89] ausflhrlich behandelt. Im Folgenden werden die wichtigs-
ten Lemmata gezeigt. Zunachst ergibt sich fir die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit:

Theorem 1 Theorem 4.1 aus [HLR89]
Die Koeffizientenmatrix A des Runge-Kutta-Verfahrens sei invertierbar und das Modellproblem (1.10)
erfiille insbesondere Modellannahme 3. Seien weiterhin (yy,, \,) gegeben, die

g(yn) = O(h2)7 gy(yn)f(yna )\n) = O(h) (2-9)

erfillen. Dann besitzt das nichtlineare Gleichungssystem (NLGS) (2.8) fir gentigend kleines h eine
lokal eindeutige Lésung (Y., Ay,), fir die gilt

Ym' — Yn = O(h), Am' — )\n = O(h) (2.10)

Beweis: Der Beweis ist zweigeteilt, zunachst zeigt man Existenz einer Ldsung fir hinreichend kleines
h, sowie das Erflllen von (2.10), anschlieBend die Eindeutigkeit. Allgemein wird nur ein einziger Ver-
fahrensschritt betrachtet, dies erlaubt, an einigen Stellen auf den Index n zu verzichten.

Betrachten wir zunachst die Homotopie zwischen einem Schritt mit Werten (y,,, A,) und dem néchsten
Schritt.

(3%) B <yn + hz;:gl(gg (Ynj,Anj)) f 1) (thzlgaéi)(yn, An)> 2.11)

Fur 7 = 1 liegt gerade wieder das NLGS (2.8) vor, fir 7 = 0 ist (Yy.;, Ani) = (Yn, \n) €ine Losung, da
nach Umformung der Homotopie zu

(5)= (el )
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die zweite Zeile damit offensichtlich erflllt ist, sowie die Summen in der ersten Zeile Nullsummen
sind und nur noch Y,,; = y, Ubrig bleibt. Fasst man Y,,; und A,,; als Lésung von (2.11) auf, d.h. als
Funktionen vom Parameter 7, kann man (2.11) nach 7 ableiten und erhalt

(Ym> _ (R ay (fy (Yajs Ang) Yaj + fr (Yaj, Anj) Anj) n (hZ§:1 aij f (Yns An) ) .
0 9y (Ym) Yni g (yn)
(2.12)

Hierbei und im Kontext dieses Beweises stehe Y fiir die Ableitung d%Y. Nach Zusammenfassung,
Division der zweiten Zeile durch i und Ersetzen von Ym in der zweiten Zeile durch die erste, ergibt
sich

(Ym-) _ h3 25 aij (fy (Yags Anj) Yoj + Fr (Yags Ang) Mg + f (g, An)>
gy (

0 Yii) D5 aij (fy (Yojs Anj) Yog + fa (Yo Anj) A + f (U, An)) + 2gn)
oder, in Matrixschreibeweise als Zusammenfassung aller: = 1, ..., s Gleichungen:

1-h(A®1)F, —h(A®1)F) \ (Y _ WAL ® f(Yn, Mn)) (2.13)

—Gy(Ae)F, —Gy(A91)Fy ) \ A Gy(AL® fyn, M) + 51 @ g(yn) )~ 7

Hierbei wurde die Notation Y = Y, = (Ya1,...,Yns)T, A = Ay = (Ap1, ..., As)T, Gy =
blockdiag(gy (Y1), - - -, 9y(Yns)) und analog dazu F, und F verwendet, weiterhin bezeichne 1 die
n-dimensionale Einheitsmatrix und ® das Kroneckerprodukt.

Da mit Modellannahme 5 f, g und deren Ableitungen beschrankt sind, bzw. Lipschitz-Stetigkeit gilt,
folgt

Gy(Yni)aij fx(Yng, Ang) = aijgy(Yng) fr(Yag, Anj) + O([|Yni — Yasll)-

Mit einer Konstanten d, sodass ||Y,; — Y,;|| < d gilt, lasst sich der rechte, untere Block der Matrix in
(2.13) schreiben als

~Gy(A® 1)F) = —(A® 1)G, Fy + 0(d),

was nach Voraussetzung 3 fir geniigend kleines d, aber unabhangig von h, invertierbar mit beschrank-
ter Inversen ist, denn die Modellannahmen gelten alle ,in einer Umgebung um die Lésung"“, diese wer-
de mit U bezeichnet. Fir hinreichend kleines h und d und vorausgesetzt, dass alle Yy,; und A,; in U
liegen, ist die Matrix in (2.13) also ndherungsweise eine untere Block-Dreiecksmatrix der Form

(1 + O(h) O(h))
o) o))

Als Folge der Modellannahmen fiir f und g ist diese stetig. Insgesamt ist diese Matrix also ndherungs-
weise eine untere Block-Dreiecksmatrix mit oberem rechten Block O(h) und invertierbaren Diagonal-
elementen (der erste Diagonalblock hat die Gestalt 1 + O(h) und ist damit fir hinreichend kleines h
auch invertierbar mit beschrankter Inversen 1 + O(h)). Damit hat die Matrix eine Inverse der Form

1+ O(h) O(h)
< o(1) 0<1>> | =14

Da nach Modellannahmen die Funktionen f, g und die beteiligten Ableitungen stetig sind, ist diese
Inverse (fir hinreichend kleines h) ebenfalls stetig nach Korollar 4.50 in [Pla10] (Stetigkeit der Matri-
xinversion). Setzt man dies in (2.13) ein, ergibt sich

(0) = (00" ) (evear & omnet W )

O(h)
<0(Gy(AJl®f(yn,An))) +O(h)>’ (2.15)
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wobei genutzt wurde, dass nach Voraussetzung g(y,) = O(h?), was den Faktor + eliminiert. Die
Differentialgleichung (2.13) mit den Anfangswerten Y (0) = (yn,-..,yn) und A(0) = (Ap, ..., An)
kann also auf eine explizite Differentialgleichung umgeformt werden, die aufgrund der Stetigkeit nach
dem Existenzsatz von Peano eine Losung in U auf einem Intervall 7 € [0, 7*) mit 7% > 0 besitzt, die
so lange fortgesetzt werden kann, wie Y und A in U bleiben. AuBBerdem gilt wegen

Y(7) Lyn T(Y()
= . dt
(A(T) ) (mn ) Vaw )™
dass Y,i(7) = yn + O(7h). Flr h hinreichend klein ist die Losung fir Y,,; also auch fir 7 = 1 in
U, damit ist die Lésung bis 7 = 1 erweiterbar. Hiermit ist die Existenz einer L6sung der Homotopie

(2.11) fir 7 = 1, also gerade im Fall des urspriinglichen NLGS (2.8), zunachst fir die Y,,; bewiesen.
Gleichzeitig ist fur die Y,,; (2.10) gezeigt. Damit folgt

Gy(AL ® f(Yn, Mn)) = L@ gy(yn) (AL @ f(Yn, An)) + O | max [lyn — Yol
(A ﬁ’—/
=0O(h) s.o.
=0 (gy(yn)f(ym An)) +O(h>
=QO(h) nach (2.9)
= O(h).

Einsetzen in (2.15) ergibt, dass A= O(h). Hieraus folgt die Behauptung des Satzes ganz analog zu
oben auch flr die A,,;.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir zundchst an, es gebe zusatzlich zu den Ldsungen
(Yo, Ayi) von (2.8) noch die Losungen (A}A/m,f\m). Seien die Differenzen dieser Losungen bezeich-

net durch AY; := Y,,; — Y,,; und AA; := A,,; — A,,;. Einsetzen der ersten Zeile von (2.8) in AY; ergibt
(yn, hebt sich weg)

S
AY;=h) ay (f (Yj Anj) = f (Ynﬂ\m))
j=1
und mit Abschéatzen der Differenzen von f mit der in den Modellannahmen geforderten Lipschitz-
Bedingung, sowie von A durch etwa Maximumsnorm, ergibt sich hieraus mit einer Konstante C' < oo:

[AY]] < hC ([[AA] + [[AY]]) (2.16)

wobei hier ||AY|| = max; ||AY;||, analog fir AA. Durch Taylorentwicklung um y,, erhalt man

~

(Ynz) - g(Ym’)

(1) + 9 () (Vi =) = (9(00) + 9y () (Yo = ) + Olg(€)) | AYiIP
beschr.inU O(h2)

0=g
=g

= gy(yn) (Ym’ - Ym-) + O(h?)

(2i8)9y<yn)h Z Q;5 (f (Ynjv Anﬂ) - f (Ynj? A"J)) +O(h2)
j=1

~~

Taylor: fy(yn An)AY;+Fr AN +O(AAN? +AY?)
~—~—

O(h2)

= 1> 53y () (20 M)A + fy (g An)AY;) + O(h?)
j=1

= h(O(AA) + O(AY)) + O(h?).
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Damit haben AA und AY die gleichen GréBenordnungen, also ||AA|| < D ||AY|| mit einer von h
unabhangigen Konstanten D > 0. Einsetzen in (2.16) liefert

IAY ]| < hC (JAA[ + [|AY]) < hC(1 + D) [|AY].

Dies ist fur hinreichend kleines h ein Widerspruch, falls AY" # 0, damit gilt wegen ||AA|| < D ||AY||
auch AA = 0, somit stimmen die beiden Lésungen (Y, A) und (Y, A) Gberein. O

Dass hierbei nicht gefordert wird, dass (y,, \,,) die algebraische Nebenbedingung, also die zweite
Zeile von (1.10) und deren Ableitung, exakt erfillt, ist dem in der Praxis numerischen Lésen von
(2.8) geschuldet. Fir gewdhnlich wird diese Gleichung hierbei nicht exakt, sondern mittels Newton-
verfahren nur naherungsweise geldst, weshalb eine gewisse Toleranz beziglich dem Erflllen der
algebraischen Bedingung von (1.10) fir Existenz und Eindeutigkeit der Lésung existenziell fir das
numerische Durchfiihren des Verfahrens ist. Nichtsdestotrotz ergeben sich beim Durchfiihren des
Newtonverfahrens bei Problemen vom Index 2 oder héher noch weitere Probleme, die im folgenden
Abschnitt behandelt werden.

Insbesondere zu bemerken ist, dass dieses Lemma nicht auf explizite Runge-Kutta-Verfahren an-
wendbar ist, da deren Koeffizientenmatrix eine strikt untere Dreiecksmatrix und somit nicht invertierbar
ist.

Ein weiteres Lemma gibt eine Abschatzung bei Stérung des Systems an, also wenn (2.8) nicht exakt,
sondern (etwa durch Rundungs- oder Verfahrensfehler) vergleichbar zur Definition des Stérungsindex
eine Abweichung besitzt. Dieses Lemma wird im Beweis flir das darauf folgende Theorem, Ordnungs-
bedingungen fiir den lokalen Fehler, bendtigt.

Lemma 1 Theorem 4.2 aus [HLR89]
Seien die Y,,; und A,,; aus (2.8) gegeben auBerdem gelten alle Annahmen aus Theorem 1. Zusétzlich
gebe es gestorte Werte Ym und Am, die (2.8) nur mit Abweichung erftllen, d.h.

()= ("))

wobei fiir den gestérten Anfangswert i), gelte, dass 9, — y, = O(h?), auBerdem seien die Stérungen
gering, d.h. ||§|| := max; ||5;]| = O(h) und ||0|| := max; ||6;]] = O(h?).
Dann gelten fiir hinreichend kleines h die Abschéatzungen

Yoi = Yoi|| < C (90 — yall + B 6] + [16])) , (2.17)

A C
Ani = Ani|| < 5 (9y (Wn) (G = Yn) + R [[Gn = yall + Y81+ [16]]) (2.18)

|

Beweis: Betrachten wir wieder eine Homotopie, diesmal zwischen exakter Losung und gestoérter

Ldésung, also
Yai [ Yn T+ h Z;:I aijf (Ynj’ Anj) . Un — Yn + hé;
(5 )= (" (M),

Hier liegt fir 7 = 1 das ungestdrte System (2.8) und fir 7 = 0 das gestdrte System vor. Fasst man
wiederum die Lésungen (Y,,;, Ay;) aus der Homotopie als Funktionen in Abh&ngigkeit von 7 auf und
leitet danach ab, ergibt sich

<Ym> _ h2§:10i]‘ (fy (YnjaAnj)Ynj+fA (YnjaAnj)Anj> - <gnyn+h5z> )
0 Gy (Ym) Ym 91




19

Wiederum sei im Kontext dieses Beweises Y definiert durch %. Ersetzen von Ym in der zweiten Zeile
durch die erste und Teilen durch h in der zweiten Zeile ergibt

Vi) (2}9:1 i (fy (Yngs Mnj) Yo + fr (Yo, Anj) Aj) — St — 51') - %

Wiederum Darstellung als Matrix-Vektor Produkt, in der Notation analog zu Theorem 1 ergibt:

)

0

(Ym.> B hy 5oy aij <fy (Yogs Anj) Yog + fa (Yg Anj) Anj) — Un + Yn — ho;
9y (

(]l—h(A@ll)Fy —h(A®]l)F,\><Y>:_<1(G 1 ® (Gn — yYn) +ho )
n Gy

—Gy(AQN)F, —G,(A1)Fy ) \ A (1® (gn — yn) + hd) + 0)

Die Matrix auf der linken Seite ist exakt wieder die Matrix von (2.13) aus dem Beweis von Theorem 1,
also invertierbar mit beschrankter Inverser der Form (2.14). Damit kann man die aus der Homotopie
entstandene Differentialgleichung zu einer expliziten Differentialgleichung aufstellen:

<}:/>:_<Il+0(h)(”)(h)>< 1® (Jn — yn) + ho )

A O1)  0(1) ) \ +(Gy(L® (fn — yn) + hd) + 0)

( O(hd) + O(Gn — yn) + O(6) )
O — yn) + O(h6) + O (FGy (1 ® (I — yn))) + O (£)

Wiederum folgt aus dem Satz von Peano die Existenz einer Lésung und Uber

(1) =)= L)~

und die soeben hergeleiteten GréBenordnungen der Ableitungen von Y und A ergeben sich direkt die
geforderten Abschéatzungen (2.17) und (2.18). O

Der nachste Schritt ist das Abschéatzen des lokalen Verfahrensfehlers, hierfir ergeben sich Ordnungs-
bedingungen an die Koeffizienten des Runge-Kutta-Verfahrens, teilweise analog zu jenen fiir explizite
Differentialgleichungen, jedoch nicht aquivalent.

Theorem 2 Theorem 4.3 aus [HLR89]
Das Runge-Kutta-Verfahren erfiille die Voraussetzungen des letzten Theorems und zusétzlich mit
p,q € N,p > q > 1 die Bedingungen

¢ 1
B(p) := (Vk‘ =1,...,p gilt Zbicf_l = k:)
i=1

S k
Clq):=|Vk=1,...,q,Vi=1,...,s gilt Zaijc?_lz%
j=i

Dann gilt fiir die von der Schrittweite h abhdngigen lokalen Fehler dyyp,, o\, :

dyn(t) = O(RT™),  P(t)oyn(t) = O(hT*?)
SAn(t) = O(?),

wobei P(t) = 1 — (fr(gyf>) " ay) (y(t), A(2)).

Die Bedingungen B und C' sind nichts weiter, als Ordnungsbedingungen flr die Quadraturformeln fir
die inneren und &uBeren Schritte, denn fir Monome g = g(x) vom Grad k& — 1 muss gelten:

1 1 S s
/ g(z)dr = / Y Z big(c;) = Z bick 1,

=



20

womit B(k) erflllt ist, soweit das Runge-Kutta-Verfahren entsprechende Ordnung besitzt. Damit ist B
die Ordnungsbedingung fir die Quadraturformel des duBeren Schrittes mit Knoten ¢; und Gewichten
b; Uber das Intervall [0, 1]. AuBerdem muss gelten

c; c; B C'k | S S 3
/ g(z)dx = / " dr = = > aigle) = ayel ™
0 0 j=1 j=1

Damit ist analog C die Ordnungsbedingung flr die Quadraturformel der inneren Schritte mit Knoten ¢;
und Gewichten a;; Uber das Intervall [0, ¢;]. Dies kann man nutzen, um Theorem 2 zu beweisen:

Beweis: Gegeben seien die Werte Y= y(t, + c¢;h) und Ay = A(tn, + c;ih) bei einem Schritt des
Verfahrens mit exaktem Anfangswert v, = y(t), A, = A(y). Durch Taylorentwicklung der Lésun-
gen y(t) und A(¢) (und den Modellannahmen, d.h. insbesondere hinreichende Differenzierbarkeit der
beteiligten Funktionen) gilt auBerdem

q+1 y(i)(tn) : 41
y(tn+t):yn+27‘( +O(t )a
i=1
atl
At +1) = Ap + Z A iy OT).

Da hier exakte Werte von y verwendet werden, kann man auB3erdem die Integraldarstellung nutzen:

c;ih
Yni =Yn + / y/(tn + x)dm
0

=Yn + h/ Z y/(tn + .Z‘h)d.%'
0

g+1

Taglor /Ci ( y 1) + O(htt)dz
0

s 9 .0 ¢ (g+1)
Quagra%y; +h Zaij (Z ) l(!tn)l(cjh)l_l) +/O (y (tn) (:Bh)q> dr | + (’)(hq-i-Q)

q!

G A ) (a+1)
=y +h Zaij Z Y l(!t n) Z < )(th)q>

7=1 =1 =1

Taylorentw. von y'=f (y,\)

+h / (M(m)q> de + O(h'*2)
0

q!

- oA 1 - Y\t (¢,)
=yn+h Zaijf(ynjaAnj)+O(hq+ ) *hzaz’j W(‘]Jrl)( cjh)?
P =1

( + 1) “
s . pat+l Cg+1 s )
=Yn+h Zawf wis Ang) | + 9 (8,) a ql—i—l —Zaijcg- + O(hTH2)
7j=1 ' Jj=1

S

=ty +h | Y aif(Yoj, Anj) | + ho;.
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Damit ist 6; aus Lemma 1 gefunden und ist von der GréBenordnung O(h?). Da die Werte der exakten
Losung insbesondere die Nebenbedingungen erfillen, also g(Y,,;) = 0 gilt, ist # aus Lemma 1 gleich
0. Da die weiteren Werte gleich gewahlt wurden, also 4, = y,, ist Lemma 1 anwendbar und liefert

Vi — Yo = O(RTTY), Api — Ay = O(R9). (2.19)

Wiederum mit Taylorentwicklung und der Ordnungsbedingung fir die duBere Quadraturformel (Ord-
nung groRer gleich p 4 1) ergibt sich

Y(tn 1) = yo + b /01 F(y(tn + ), A(tn + 2))da
= gt DY (04 ) A+ ) + O,
womit folgt
y(t, +h) — —thf (tn + cih), A(tn, + c;h)) = O(RPTH).
Zieht man dies nun von

s
Yn+1 — Yn = hzbzf(YnMAnz)
=1

ab, folgt als Darstellung fir den lokalen Fehler
Yns1 — Y(tn + ) = th (Ynis Ai) — f (y(tn + cih), Mt + ¢ih))) + O(RPTY).

Wiederum in der verkiirzten Schreibweise mit ¥ und A ergibt sich durch Taylorentwicklung far
5yh(tn) = Yn+1 — y(tn + h)

5yh tn hz b; ( Ynh Am - f(ffma Am)) + O(hp+1)
TaY'Or Z < (f nis m) + fy( nis Anz)(Ym’ - }Afm) + fk(?"i’A”i)(Am‘ - Am))
_f(Yni; Anz) + O(hp+1) + O(Ym - Ym)2 + O(Am - [\nz)2)

“Lh 2 bi (Vs M) (Ani — Ai) + O(hTH2) + O(hP*Y)

L Zb (Fr(ns M) + O(1)) (Ai = A i) +O(h7+)
O(ha)
= hfa(Un, An) D bi(Ani — Api) + O(RI2), (2.20)
=1

Da nach Modellannahme f) beschréankt ist, folgt hieraus mit (2.19) die Abschatzung des lokalen Feh-
lers fir y durch O(hP*1) und somit die erste Aussage des Satzes. Fiir die zweite Abschitzung benéti-
gen wir noch

P(tn) IxWn, An) = a(Wn, An) — (f)\(gyfA)_lgyf/\)(ym An) = faWns An) = fa(Yns An) = 0.
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Hieraus folgt, in (2.20) eingesetzt, dass P(t,)dyn(t,) = O(h41?), also die zweite Abschitzung des
Theorems.

Flr die Abschatzung der A-Komponente ist zunédchst noch etwas Vorarbeit nétig, da fir diese die
Ableitung nicht explizit gegeben ist. Die Gleichungen fiir einen Schritt des Runge-Kutta-Verfahrens
bezlglich der A-Komponente lauten nach (2.6) und (2.7)

Ant1 = A+ bl (2.21)
=1

Ani =X+ aighl,;, (2.22)
j=1

oder in Matrix-Vektor-Schreibweise fiir (2.22) mit Notation A,, = (Ap1, ..., Aps)?:
Ap =\ 1+ hAAN.
Da A invertierbar ist, kann dies nach A/, aufgeldst und in (2.21) eingesetzt werden:
A1 = Ay + 0T ATH(A, — 10,). (2.23)

Des Weiteren kann man A mit der noch unbekannten Ableitung formal integrieren, d.h. A(t,, + =) =
An + [y N(tn + x)dz. Approximiert durch die inneren und duBeren Quadraturformeln des Runge-
Kutta-Verfahrens (also mit Ordnung p bzw. ¢) ergibt sich so

Atn + 1) = Ap + 10D bX (tn + c;h) + O(BPT),
=1

Mt + cih) = Ao+ 1Y aigN (tn + ¢;h) + O(hIH),
j=1

Wiederum kann man die zweite Zeile in Matrix-Vektor Darstellung umformen zu
Ap = 1), + hAN, + O(h?*Y),

was aufgrund der Invertierbarkeit von A und fir hinreichend kleines h nach f\; auflésbar ist. Einsetzen
in die erste Zeile liefert

AMtn 4+ h) = Ay + 0T A7YHA, — 1N,) + O(RPTY) + ORI, (2.24)
Der lokale Fehler von A ergibt sich damit direkt aus der Differenz von (2.23) und (2.24) als
Mgt — MEn +RB) = Ay — Ap + 0T AT A, — TA, — Ay 4+ 1A,) + O(KIH) + O(RPTY)
=bTA™L (A, — An) +O(RTT
—_————

O(h2)nach(2.19)
= O(h9),

die letzte Aussage des Satzes. O

Mit diesen Aussagen Uber die lokalen Fehler lasst sich der globale Verfahrensfehler fur die y- und
A-Komponente abschatzen.

Zur Formulierung des entsprechenden Theorems wird noch die Stabilitatsfunktion R eines Runge-
Kutta-Verfahrens benétigt, diese ist definiert durch R(z) = 1 + zb7 (1 — z4)~1(1,...,1)T.
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Bei regularem A gilt damit

1 + ZbT(]]' - ZA)_I(]., ey ]_)T =1 bTA_l (]]_ _ Z—IA—I)*l ,

=1-bT'A 40>z
und somit (o) = 1 — b7 A7Y(1,..., 1)T.

Theorem 3 Theorem 4.4 aus [HLR89]

Bei einer Differential-Algebraischen-Gleichung vom Index 2 der Form (1.10) gelte die Modellannahme
3 und es seien konsistente Anfangswerte gegeben (d.h. die gegebenen Anfangswerte erflillen die
zweite Zeile von (1.10) ). Weiter sei die Koeffizientenmatrix A des Runge-Kutta-Verfahrens regulér und
es gelte |R(c0)| < 1. Ist der lokale Verfahrensfehler fiir die y-Komponente abschatzbar durch

Syn(t) = O(R"), P(t)dyn(t) = O(h™1),
dann ist das Runge-Kutta-Verfahren konvergent der Ordnung r bezliglich der y-Komponente, d.h.
yn — y(tn) = O(R")
mitt, = nh < Konst. Ist zusétzlich Sy, (t) = O(h™1Y), dann gilt g(y,) = O(R"t1).

Der allgemeine Beweis ist etwas umfangreicher und besteht aus fiinf Teilen und einem Hilfslemma. Da-
her folgt der hier gezeigte Beweis nicht wie bisher [HLR89], sondern [Hai10] (Theorem VI1.4.5). Dort
wird ein modifizierter Beweis fiir den Sonderfall steif-genauer Runge-Kutta-Verfahren (as; = b;), also
ausreichend fir die spater verwendeten Runge-Kutta-Verfahren, vorgestellt. Dieser ist erheblich kom-
pakter. Der Beweis basiert in beiden Féllen letztlich auf der Beweistechnik Lady Windermeres F&cher,
wie sie zum Beispiel in [Hoc12], Beweis von Satz 8.5 beschrieben ist.

Die Idee der Beweismethode von Lady Windermeres Facher ist in Kiirze, rekursiv vom lokalen Fehler
eine Abschétzung fiir den globalen Fehler zu finden. Man vergleicht bei einer numerischen Integration,
etwa mit einem Runge-Kutta-Verfahren mit NV Schritten, den Fehler als Differenz zwischen der echten
Lésung und der Lésung aus dem Runge-Kutta-Verfahren, wenn nur der letzte Zeitschritt numerisch
integriert wurde (also der lokale Fehler in einem Schritt). Mit diesem Ergebnis vergleicht man das Er-
gebnis des Runge-Kutta-Verfahrens, wenn die letzten beiden Zeitschritte numerisch integriert wurden
und so weiter, bis zum Unterschied der Losungen, wenn alle bis auf einen, bzw. alle Zeitschritte nume-
risch statt exakt integriert wurden. All diese Differenzen aufaddiert ergeben eine Fehlerabschatzung
zwischen der exakten Lésung und der rein numerischen Lésung, also dem globalen Verfahrensfehler.
Die Notation fur die jeweiligen Lésungen sei y}“\, wobei N die Anzahl der gerechneten Zeitschritte und
k die Anzahl der hiervon exakt integrierten Zeitschritte ist, d.h. y]]\v, ist der exakte Wert nach N Zeit-
schritten und ?/?v die vollstandig numerisch berechnete Lésung.

Sei nun also ein steif-genaues Runge-Kutta-Verfahren gegeben, d.h. as;; = b;, : = 1, ..., s. Betrachtet
man das dem Runge-Kutta-Verfahren zugrunde liegende Gleichungssystem (2.5) und (2.7), ergibt sich
hieraus, dass y,+1 = Yns. Da die Y,,; insbesondere g(Y,;) = 0 erfiillen missen, folgt hieraus, dass
9(yn+1) = 0 gilt, damit ist die Nebenbedingung in jedem Schritt erflllt. Dies erlaubt eine Taylorent-
wicklung der 0 der Form

0= g(yn—I—l) - g(y(tn + h)) (2.25)

L ni1) = (90m11) + 9y W) W1 = ylta + 1) + O (Yt + h) = yus1)’)  (2:26)

= 9y (Yn+1)8Yn(tn) + O(Oyn(tn))? (2.27)

= *(gy(yn) + gyy(yn) (yn+1 - yn)>5yh(tn) +0 (5yh(tn)2) (2.28)
beschr. O(h) O(hm)

= _gy(yn>6yh(tn) + O(héyh(tn))a (2.29)
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damit folgt wegen der Voraussetzung, dass 6y, (t,) = O(h"), dass g,(yn)dyn(t,) = O(R™L).
Zusétzlich zur Voraussetzung P(t)dyy,(t) = O(h™ 1) ergibt sich somit

P(tn)Syn(tn) = Syn(tn) — Fr (9y.fy) " 9y(un)0yn(tn)
beschr. peschr. n. V.  O(hr+1), s.0.

= Gy (tn) + O (W)
; O(hr—H).

Daraus folgt, dass dy;(t,) sogar O(h™1). Mit diesen fir den Sonderfall steif-genauer Runge-Kutta-
Verfahren geltenden Eigenschaften nun zum Beweis des Theorems.

Beweis: Im ersten Schritt werden die Differenzen y]kv_l - yf“\, durch die lokalen Fehler dyp(tx) =
y,’jj& — y’,jH abgeschatzt. Hierflir seien ¢, und g, zwei Runge-Kutta-L&ésungen mit (hinreichend
geringfligig) unterschiedlichen Anfangswerten (Genauer gesagt in unserem Fall zwei verschiedene
Lésungen aus Lady Windermeres Facher, fir die ab verschiedenen Schritten numerisch gerechnet
wird. Die Differenz, die sie dadurch in jenem Schritt haben, ab dem firr beide Ldsungen numerisch
gerechnet wird, kann mal als Differenz im ,Anfangswert* bei eben diesem Schritt betrachten.). lhre
Differenz sei durch Ay, := ¥, — ¥» gegeben. Es gelte — zun&chst als Annahme, die Rechtfertigung
folgt spater —

Hgn - y(tn)” < Coh, ||AynH < Clh27 (2.30)

somit auch ||, — y(,)|| = O(h). Hierbei und im Folgenden seien C; positive Konstanten. Damit sind
die Voraussetzungen flir Theorem 1 mit 6; = d; = 0 erfullt und man erhalt Abschatzungen fir die
Zwischenstellen eines Schrittes:

Fir Ay,+1 gilt nach Verfahrensvorschrift:

Vi — Vg < Oy || Ay, - (2.31)

<Coll Ayl [[Rui = A

S
nit = 1 =G — Gn+h Y _b; (f(Ym‘, Ani) = f(Yni, Ani)) :
i=1
Nutzt man zusatzlich eine die Lipschitz-Eigenschaft von f mit der Konstanten L aus, folgt hieraus die
Abschatzung

~

1Ayl < 1Ayl + S bl || £(Fris Ani) = £, Ai)
=1

Y/ni - }Afnz

)

+ H[\m - Ani

< lagall + 1> bl L |
i=1

(2.31) s
< Ayall + 1 [bil 2C; | Ayl
=1
< (1 + hC3) [[Ayy||

iterativ folgt daraus || Ay, || < Cy||Ayp||. Dies kénnen wir fir die Methode Lady Windermeres Féacher
benutzen. Hierflr betrachten wir die Differenz yfl—yfl“, n > [, also einmal der numerischen Losung ab
dem I-ten und einmal ab dem (I + 1)-ten exakten Schritt. Im (I 4 1)-ten Schritt haben beide Lésungen
als Unterschied den lokalen Fehler, der bei 7!, vom I-ten auf den (I + 1)-ten Schritt durch das Runge-
Kutta-Verfahren entstanden ist, d.h. die Gesamtdifferenz entspricht einer Iteration mit n—[—1 Schritten
und einem Anfangsfehler Ay, = dyy,(t;) = O(h"1). Mit dem eben Gezeigten folgt daraus

vh— o < Cullaul < osnrH.
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Setzt man nun die Abschatzungskette nach Lady Windermeres Facher ein, ergibt sich fir hinreichend
kleines h (insbesondere nh < Konst.)

r%—wamnsgfmﬁ—awuSnamﬂlzomw,
=0

also die gesuchte Konvergenzaussage beziiglich der y-Variable.

Bleibt noch die Rechtfertigung der am Anfang getroffenen Annahmen (2.30). Dies lasst sich induktiv
Uber n zeigen.

Induktionsanfang: fiir n = 1 ist der globale gerade der lokale Fehler, dieser liegt nach Voraussetzung
und fir steif-genaue Verfahren bei O(h"+1).

Induktionsvoraussetzung: Bis zu einem festen n gelten die Abschatzungen (2.30).
Induktionsschluss: Betrachte eine Losung mit n + 1 Schritten. Wie fir den Hauptbeweis nachge-
rechnet, gilt mit (2.30) die Abschéatzung ||y, — y(t,)|| = O(h"), damit kdnnen sich die verschiedenen
Lésungen zum Zeitpunkt ¢, nur um O(h™1) unterscheiden. Berechnet man ab diesem Zeitpunkt mit
allen Lésungen einen weiteren Schritt, ergibt sich durch Theorem 1 mit ¢, — y, = O(h"*!) und
d; = 6; = 0 wiederum eine Abschéatzung fir die Differenz zwischen den verschiedenen Y,,;. Diese
liegt in der GréBenordnung O(h’"“). Da bei einem steif-genauen Verfahren die Gleichheit y,4+1 = Yns
gilt, ist damit der zweite Teil von (2.30) gezeigt.

Der erste Teil ergibt sich mit einer groben Abschatzung. Da f beschrankt ist, gilt fir die exakte Lésung

1
HM%+hN=’%+hA1ﬂMm+w%M%+xDm

< yall + 2l flloe = lyall + O(R).

Hierbei bezeichnet |.||,, die Maximumsnorm bezlglich einer hinreichenden L&sungsumgebung.
Gleichzeitig gilt fir alle numerischen Losungen mit dem n-ten Schritt ¢,

S
Jn+1 = In +h D b (Y, Ani)
~~ 1 ———
=yn+O(h7+1) s.0. = beschr. in Lésungsumgebung
=y, + O(h).

Daraus folgt || gn+1 — y(tnt1)|| = Coh.

Mit hinreichend grof3 gewéahlten Konstanten Cy und C1 ist somit (2.30) stets gerechtfertigt und der Rest
des Beweises gilt, da die hier vorkommenden Konstanten C5, C3 und C4 unabhéngig von Cy und C4
sind, welche nur als Voraussetzung fir Theorem 1 benétigt wurden. O

Mit Kenntnis Gber den globalen Fehler der y-Komponente kann man den globalen Fehler der A-
Komponente abschatzen:

Theorem 4 Theorem 4.6 aus [HLR89]

Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie beim vorigen Theorem 3, insbesondere sei der globale
Fehler der y-Komponente O(h*) und die Abweichung der algebraischen Nebenbedingung g(y,) =
O(RF+1Y). Ist zusétzlich der lokale Fehler der \-Komponente O(h¥), dann gilt fir den globalen Fehler
von A:

A — Aty) = O(hF),

mitt,, = nh < Konst.
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Beweis: Seien die exakte Lésung nach n + 1 Zeitschritten, die vollstandig numerische Lésung sowie
eine numerische Lésung vom exakten n-ten Schritt ausgehend gegeben, hierfir wird die Notation aus
dem Beweis von Theorem 3 (Lady Windermeres Fécher) genutzt. Setzt man (2.23) fur A7}, ; und A%H
ein, ergibt sich als Differenz

Aot = Ar = A0 = A —bTATHAD — 1XG — A7 4+ 1A7)
= R(c0)(A2 — AP + T A7H(AD — AT,

Nutzt man, dass der Unterschied zwischen A7} ; und )\Zﬂ = A(tn+1) nur aus dem im letzten Schritt
aufgetretenen, also lokalen, Fehler besteht, der nach Voraussetzung (’)(hk) ist, folgt hieraus

Ani1 = Ant1 = R(00) (A — A7) + 6T ATHAL — A7) + O(h"). (2.32)

Weiterhin ergibt eine Taylorentwicklung von 0 = g(y?) mit g(y2) = O(h¥), dass

0=g(y) = g +gy(y)(yr —yo) +O | (yr —y2)?* | .
—— ———
O(hF+1) O(h*)

also muss gelten g, (%) (y? — y9) = O(h¥*1). Damit kann man eine Abschatzung fiir A7, — A%, aus
Theorem 1 mit §; = 6; = 0 und y”* — y2 = O(h*) gewinnen und zwar

C

A% = A%i[| < 7 (OWFY) +hO(RE)) = O(h®).

Einsetzen in (2.32) liefert damit
M1 = And1 = R(00) (A} = A7) + O(h").
Fir steif-genaue Verfahren, also fir b; = A,;, ist damit die Aussage bereits gezeigt, da hier

R(o) =1-b"A711,...,1)T
s.:O- 1 - (An Ze”e)TA_l(l’ ey 1)T
=1-(0,...,0,1)(1,..., )T
— (),

gilt. Ansonsten gilt iterativ und wegen |R(o0)| < 1

Ay — A3 = R(c0) () = Aj) +O(h") = O(r%)
——
O(hk), lok. Fehler
A — A3 = R(o0) (\) — A2 +O(hF) = O(hF)
N—_——
O(hk), s.o.

d.h. der globale Fehler bzgl. der \-Komponente ist O(h*).
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Hiermit wurden nun insgesamt Bedingungen an Runge-Kutta-Verfahren gegeben, bei deren Erflillung
eine gewisse Konvergenzordnung des Verfahrens fiir Differential-Algebraische-Gleichungen garantiert
ist, allerdings stimmt diese im Allgemeinen nicht mit der allgemeinen Ordnung des Runge-Kutta-
Verfahrens fir explizite Differentialgleichungen Uberein. Dennoch ist es nicht notwendig, speziell fir
Differential-Algebraische-Gleichungen nach neuen Runge-Kutta-Verfahren zu suchen, da es prakti-
scherweise eine Klasse von Runge-Kutta-Verfahren gibt, welche die Bedingungen nach Konstrukti-
on erfiillt. Dies sind die sogenannten Kollokationsverfahren, genauer gesagt zu Kollokationsverfahren
aquivalente Runge-Kutta-Verfahren.

2.3 Kollokationsverfahren fur Differential-Algebraische-Gleichungen

Grundlage fir die folgenden Untersuchungen sind die etwa in [Hoc12], Kapitel 10.5 beschriebe-
nen Kollokationsverfahren. Die Idee eines s-stufigen Kollokationsverfahrens ist es, eine gesuchte
Losung einer Differentialgleichung der Form y = f(y) durch eine Art Interpolationspolynom w
zu approximieren. Dieses soll in jedem Schritt als Anfangswert den Endwert des letzten Schrittes
Ubernehmen, also u(t,) = y,, sowie bei den s Zwischenstufen zumindest die richtige Steigung
besitzen, also u'(t, + ¢;h) = f (u(t, + ¢;h)). Hierbei steht analog zu den Runge-Kutta-Verfahren
h fur die Schrittweite und die ¢;, i« = 1,...,s fur die Zwischenstellen. y,+1 wird dann als wu(t,11)
gesetzt und erneut iteriert. Insbesondere von Bedeutung ist in diesem Zusammenhang Satz 10.12 aus
[Hoc12], also dass ein solches Kollokationsverfahren aquivalent zum s-stufigen Runge-Kutta-Verfahren

c| A
bT
mit
aij :/ZLJ(x)d:c
0
und

ist. Hierbei sind

Litz)= ] S

C; —C
k=Lkj 0 P

die Lagrange-Interpolations-Polynome in den Stitzstellen ¢;. Wie man leicht nachrechnen kann, gilt

Lol
Li(c;) = {0 z#j (2.33)
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Insbesondere (siehe [Hoc12], Formel (10.12) ) kann man mit dieser Darstellung der Koeffizienten a;;
und b; nachrechnen, dass B(s) und C(s) aus Theorem 2 erfilllt sind:

s s ci
Zaijc?_l = Z/ Lj(a;)dxcf_l
j=1 j=1"0
ci S
—/ ZLj(ac)cz‘?_l dz
o 4

=:p(z)

Hierbei ist p(x) nach Definition als Summe von Polynomen vom Grad s — 1 ein Polynom vom Grad
s — 1, das an den s verschiedenen Stiitzstellen c; die Werte c§_1 annimmt, somit ist p(x) eindeutig

festgelegt als p(z) = z*~1, also

1
= %C,’f
Analog gilt
s s 1
ijcé?*l = Z/ Lj(ac)dxc?*l
j=1 j=1""9

,1 s
= Z L; (:z:)c;?_l dx

=xk—1 vgl. oben

1

Hieraus ergibt sich direkt eine erste Folgerung fir die Konvergenzordnung dieses Verfahrens, ange-
wendet auf unser Modellproblem:

Korollar 1 Konvergenzordnung fiir Kollokationsverfahren

Gegeben sei ein zu einem s-stufigen Kollokationsverfahren dquivalentes Runge-Kutta-Verfahren der
Ordnung p > s und Schrittweite h. Angewendet auf das Modellproblem (1.10) mit allen Modellannah-
men gilt fir die globalen Fehler

AuBerdem ist der Fehler der Zwangsbedingung, also der zweiten Zeile von (1.10), gegeben durch
9(yn) = O(R*H1).

Beweis: Wie bereits gezeigt wurde, sind B(s) und C(s) aus Theorem 2 erfillt. Fir das Einbringen der
Ordnung p > s des Runge-Kutta-Verfahrens kann man etwa [Hoc12] folgen. Hier wird in Satz 8.12
eine notwendige und hinreichende Ordnungsbedingung fir Runge-Kutta-Verfahren aufgestellt, die auf
elementaren Differentialen und den dadurch reprasentierten Baumen basiert. Fiir die genauen Details
hierzu sei auf besagtes Skript verwiesen. Hier relevant ist, dass die Koeffizienten des Runge-Kutta-
Verfahrens der Ordnung p > s die Bedingungen aus Satz 8.12 fiir einen Busch der Ordnung s + 1
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(den fiir das elementare Differential f(*)(f,..., f) stehenden Baum) erfiillen, dass also

s

Qi o T =
o ‘ 171 1]s s 1
Z)J17"'7JS:1

gilt. Wegen Z§:1 a;j = ¢; ist dies aquivalent zu

zsjbici oG = zs:bicis = C(S + 1)
i=1 =1

Esgiltalso C(s+1) = 5%1 Damit sind die Bedingungen von Satz 2 erflillt und die lokalen Fehler bzgl.
y und \ bzw. P(t)dy,(t) sind von der Ordnung O(h**+1), O(h®) bzw. O(h**2). Die Behauptung folgt
dann direkt aus Theorem 3 und Theorem 4. O

Dieses Korollar ist eine direkte Folgerung aus den obigen Theoremen. Es werden lediglich die aus
der Quadratur folgenden Eigenschaften der Koeffizienten von zu Kollokationsverfahren aquivalenten
Runge-Kutta-Verfahren ausgenutzt. Fir den Sonderfall steif-genauer Kollokationsverfahren kann
allerdings eine erheblich bessere Konvergenzaussage bezliglich der y-Komponente aufgestellt
werden. Hierfir ist es allerdings notwendig, Kollokationsverfahren etwas detaillierter zu betrachten.

Ein s-stufiges Kollokationsverfahren, angewendet auf unser Modellproblem, ergibt folgende Verfah-
rensvorschrift (vgl. [Hai10], Definition 4.7):

1. Finde (Kollokations-) Polynome u,, und v,, vom Grad s, welche folgende Bedingungen erfillen:

Un(tn) = Yn, Un(tn) = )\n
Un(tn + cih) = f (un(tn + cih), vy (tn + cih))
0 = g (uy (t, + c;h)) Vi

Il
\‘}—‘
v%

2. Setze y(tnt1) = un(tn1) und A(tnt1) = vn(tns1)-

Es gilt also insbesondere ein nichtlineares Gleichungssystem fur die Werte w,, (¢, + c;h), ul, (t, + cih)
und vy, (t, + ¢;h) zu l6sen. Dies ist das selbe nichtlineare Gleichungssystem wie bei der Anwendung
des zu diesem Kollokationsverfahren &quivalenten Runge-Kutta-Verfahren, entsprechend gilt Y,; =
Un (tn + c;h) und Ay = vy, (t, + ¢;h). Damit 1asst sich fur Verfahren mit ¢; # 0, ¢ = 1,. .. s ein erstes
Resultat bezliglich der Approximationsgute von u,, und v,, an y und \ zeigen:

Lemma 2.1 Theorem 4.8 aus [Hai10]
Die s-stufige Kollokationsmethode von oben erfiille ¢; # 0, i = 1,...,s. Dann gelten fiir alle k =
0,1,...,s auf einem Zeitintervall [t,,, t,,+1] die Abschatzungen

va@ - )\(k)H < Chk,

u®) y(k)H < Opstik

n —
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Beweis: Aus den Identitaten fir die Y,,; und A,,; folgt eine mdgliche Darstellung der Kollokationspoly-
nome durch die Punkte y,, und die Y;,; bzw. A,, und A,,; als

Un(tn +th) = Lo(t)yn + Y _ YuiLi(t) (2.34)
=1

On(tn + th) = Lo(t)An + Z AniLi(t), (2.35)
=1

wobei hier, in der Notation abweichend von den obigen Lagrangepolynomen, der Wert ;7 = 0 mit
co = 0 hinzugenommen wird, also L; = [[;_, 1; % Da uy,(t) und v, (t) Polynome vom Grad
s sind und Einsetzen der Werte ¢; fir ¢ durch Ausnutzung der Eigenschaften der Lagrangefunktionen
(2.33) gerade die Zwischenstellen Y,,; und A,,; ergibt, ist diese Darstellung der Kollokationspolynome
gerechtfertigt.

Als weitere Gleichung benétigt man eine Interpolation der exakten L6sung. Unter der Annahme, dass
die Lésung y hinreichend oft stetig differenzierbar ist, also insbesondere beschrankte Ableitungen auf

dem Intervall [t t,+1] hat, gilt durch Interpolation
( +th —ynLO +Zy t +cz '(t)+0(hs+1)'

Dass hierbei der Fehler der Interpolation in der GréBenordnung O(h*+1) ist, folgt etwa nach [Hoc12],
Satz 2.5 (hierbei ist |t — t;| < h). Insbesondere ist die Interpolationsnéherung aber auch an den s + 1
Stitzstellen flir t = ¢; exakt, d.h. die Funktion

Y(tn +th) — ynLo(t) Zy tn + cih) Li(t) (2.36)

hat s + 1 Nullstellen. Da nach dem Satz von Rolle (siehe Theorem 1V.2.3 aus [AE06]) bei hinreichend
glatten Funktionen zwischen zwei Nullstellen immer eine Nullstelle der Ableitung existiert, hat die Ab-
leitung von (2.36) noch s Nullstellen, die zweite s — 1 Nullstellen und schlieBlich die k-te Ableitung
s+ 1 — k Nullstellen, alle im Intervall [t,,, ¢,+1]. Das heiBt, die Gleichung

S
ey ®) (b + th) = yu LS+ y(tn + cih) L (2)
i=1
gilt an s + 1 — k Stellen. Da die rechte Seite nach Konstruktion ein Polynom vom Grad s — k ist (ein
k-mal abgeleitetes Polynom vom Grad s), kann man sie als Interpolationspolynom vom Grad s — k von
der k-ten Ableitung von h*y auffassen. Sie hat damit einen Interpolationsfehler in der GréBenordnung

R max <Zh’“()>(t*)—(’)(h5+l),

t*e[tn,tn-ﬁ—l}

da y nach Voraussetzung hinreichend glatt ist. Somit folgt als Interpolation

oy (b + th) = yaLS + 3 ylta + ah) I () + O(RH). (2:37)
=1

Zieht man dies von der k-ten Ableitung von (2.34) ab, ergibt sich

S

h* (U%k) (tn + th) — y™ (b, + th)) =5 (Vi —ylta + ) LP@) + 00
=1

=O(hs*1) nach (2.19) mit g=s
— O(r*t).
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Damit folgt (uff) (tn 4+ th) —y® (¢, + th)) = O(h**t17F), die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung folgt ganz analog, wiederum nach Annahme, dass die Ldsung A(¢) hinreichend
glatt ist, bzw. die Ableitungen lokal beschrankt sind. Der einzige Unterschied ergibt sich in (2.19),
welches flr A(t,, + ¢;h) — Ay mit ¢ = s die schwachere GroBenordnungsabschatzung O(h*) liefert,
damit erhalten wir eine h-Potenz weniger und letztlich die FehlergrdBenordnung O(h*~*).

|

Theorem 5 Theorem 4.9 aus [Hai10]

Es sei ein zu einem Kollokationsverfahren dquivalentes, steif-genaues Runge-Kutta-Verfahren mit

¢ 70,4 =1,...,s und cs = 1 und reguldrer Matrix A gegeben, wobei die Quadraturformel mit
Knoten c; und Gewichten b; die Ordnung p besitze. Dann gilt fiir den lokalen Fehler der y-Komponente
unseres Modellproblems

Syn(ta) = O(RPFY).

Beweis: Analog zu Lemma 1 kann man die Defekte bei Einsetzen der Approximation in die Differential-
Algebraische-Gleichung betrachten, diesmal allerdings mit kontinuierlichen Approximationen w,, und
v, an die Lésungen y und A, damit auch mit kontinuierlichen Funktionen §,, und 8,, fir die jeweili-
gen Abweichungen. Da hier nur der lokale Fehler, also der Fehler innerhalb eines Verfahrensschrittes
bei exaktem Anfangswert betrachtet wird, wird im Folgenden der Schrittindex n weggelassen und es
werde 0.B.d.A. nur der erste Schritt betrachtet. In dieser Notation sieht die Darstellung des Defekts
folgendermafen aus:

w(t) = f (u(t),v(t)) + 6(t) (2.38)
0=g(u(t))+0(t) (2.39)

Da die Kollokationspolynome u und v so gewdahlt wurden, dass sie die Differential-Algebraische-
Gleichung zumindest an den Stiitzstellen ty + c;h mit ¢ = 0,...,s und ¢g = 0 erflllen, gilt ent-
sprechend auch 6(tg + c¢;h) = 6(to + c¢;h) = 0. Weiterhin gilt, da « und v als Polynome glatt und
f und g nach Voraussetzung in Umgebung um die exakte L&sung hinreichend glatt sind, dass auch
die Defekte mehrfach stetig differenzierbar sein missen (sie liegen nach Theorem 2.1 fir geniigend
kleines h in einer beliebig kleinen Lésungsumgebung). Nun liefert einmaliges Ableiten von (2.39) nach
t:

0 = gy (ut))a(t) + (1)
= gy (u(t)) (f(u(t), v(t) + () + 6(t).
Dies kann man als Gleichung fir v und v (in einer Umgebung um die exakte Ldsung) auffassen, also
0 = g, (u) (f(u,v) + 6(t)) + 6(t) =: F(u,v,6,6).

Da F' als Kompositionen hinreichend glatter Funktionen ebenfalls glatt ist und F,, = g, (u)fx(u,v)
nach Modellannahme 3 invertierbar ist, ist F' nach dem Satz von der impliziten Funktion lokal
nach v auflésbar, also darstellbar in der Form v(t) := G(u(t),5(t),0(t)). Hiermit lasst sich auch
die exakte Losung X darstellen, die die Differential-Algebraische-Gleichung ohne Defekt erfillt, d.h.
A = G(y,0,0). Setzt man beides in (2.38) ein, ergibt sich

a(t) = f (u(t), G (ult), 5(1),6() ) +5(¢)
y(t) = f (y(t), G (y(1),0,0)).

Fur den gesuchten lokalen Fehler y; — yo = u(t1) — y(¢1) bendtigt man eine Darstellung der Differenz
u — y. Eine Mdglichkeit, dies aus den oben aufgestellten Gleichungen abzuleiten, ist die nichtlineare



32

Variation-der-Konstanten Formel (siehe [HNWXX], Theorem 14.5). Dessen Aussage lautet in Kirze:
Flr die Losungen a und b von

a(t) = f(t,a)
b(t) = f(t,b) + h(t,b)
mit Anfangswerten a(tg) = b(to) =: ag und hinreichend glatten Funktionen f, h, dann gilt

to
b(t) = a(t) + | —L(t,s,b(s))h(s,b(s))ds.
to 8aO
Hierbei ist die Ableitung (%10 der Lésung a nach dem Anfangswert ag im Sinne und der Notation von
Theorem 14.3 aus [HNWXX].

Im vorliegenden Problem entspricht dies
y(t) = fy(1), G(y(2),0,0))
u(t) = f(u(t), G(u(t), 0,0) + h(t, u(t)),
wobei flr h gilt:
h(t, u(t))
= 6(t) + f (ult), Gu(t),3(2), 0(1))) = f (u(®), G(u(?),0,0))
1 .
= 5(t) + /0 % 7 (u(t), Glu(t), 76(2),70(1)) ) dr
- /0 A (u(®), & (u(t), 78(t), 76(1)) ) (G (u(t), 76(2), 70(8)) 8(2) + G(ult), 78(8), 7H(1)0(1) ) dr
+6(1)
=: Qu(1)d(1) + Q2(1)6(t),

Hierbei bezeichnen G-, bzw. G5 die Ableitungen von G nach der 2. bzw. 3. Komponente. Damit folgt
nach Theorem 14.5 aus [HNWXX] fiir die Differenz v — y, dass

wlt) —y(t) = | (8,5, u(s))h(s, u(s))ds

(1, 5,u(5)) (Qu()3(5) + Qa(5)6(s) ) ds

to

Auswertung an der Stelle ¢y + h, also fur u(t) = y; und partielle Integration angewendet auf Sa(s)6(s)
liefert
t1

y1 —y(to+h) = t S1(t1,$)0(s) + Sa(ty,s)0(s)ds
= ttl S1(t1,5)0(s) — 8;;2@1, $)0(s) ds + [Sa(t, 5)‘9(5)]?:0‘

=:0(s)

Nach Konstruktion gilt f(¢y) = 0 und nach Voraussetzung c¢; = 1, also ebenfalls 6(t;) = 0(to+csh) =
0. Damit fallt der zweite Teil weg und es bleibt das Integral f;l o(s)ds. Dieses Integral kann man etwa
durch die Quadraturformel b;, c; integrieren, dies ergibt

y1 —ylto+h) = bio(to + c;h) + err(o).
=1
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Nach Konstruktion von o (t), welches nur Anteile mit Faktor (¢) oder 6(t) enthalt, gilt, dass o(to +
cih) = 0 furallei = 1,...,s. Bleibt also noch der Quadraturfehler err(o); dieser ist nach Voraus-
setzung an die Quadraturordnung p von der GréBenordnung h?*! max;cp, 1) [|o® () ||. Die p-te Ab-
leitung von ¢ behinhaltet maximal p. Ableitungen von f, g, 6 und 6. f und g sind nach Modellannahme
in einer Umgebung um die exakte Lésung hinreichend glatt, und nach Theorem 5 liegen u und v in
dieser Umgebung, damit sind, wie oben bereits argumentiert, ebenfalls 6 und 6 hinreichend glatt also
auf dem gesamten Losungsintervall gleichmaBig beschrénkt. Somit gilt err(o) = O(hP*!). Daraus
folgt insgesamt i1 — y(to + h) = O(hPT1), die gesuchte Aussage ber den lokalen Fehler.

d

Diese neue Abschéatzung fur den lokalen Fehler kann man nun wiederum nutzen, um eine bessere
Aussage fur den globalen Fehler, zumindest fur die y-Komponente zu erhalten:

Korollar 2 Globaler Fehler der y-Komponente steif-genauer Kollokationsverfahren
Unter gleichen Voraussetzungen wie fiir Theorem 5 mit p > 1, also insbesondere mit dyy(t,) =
O(hP*1Y), gilt fir unser Modellproblem, dass der globale Fehler der yy-Komponente gegeben ist, durch

y(tn) —yn = O(hP)

flir nh < Konst.

Beweis: Ziel des Beweises ist es, die Voraussetzungen aus Theorem 3 zu zeigen. Wie im Beweis von
Theorem 3 nachgerechnet wurde, gilt auch hier (2.29) und damit g, (y,)dyn(t,) = O(hP*?), nach
Voraussetzung fiir den lokalen Fehler. Hieraus kann man auf P(t,,)dy, () schlieBen, denn es gilt

P(tn)oyn(tn) = 0yn(tn) — fa(y(tn), A(tn)) (gyfy (y(tn), )\(tn)»_l gy(yn)‘syh(tn)

beschr. beschr. O(hP*2), s.0.
= dyn(tn) +O(h*?)
N——
O(hpt1)
= O(ht).

Damit sind die Voraussetzungen fir Theorem 3 gegeben und es folgt der globale Fehler als O(hP). O

Bemerkung 2 Damit ist insgesamt gezeigt, dass ein zu einem s-stufigen Kollokationsverfahren aqui-
valentes, steif-genaues Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p > s mit invertierbarer Koeffizientenma-
trix gilt, dass

fir nh < Konst. Dies ist insbesondere bei unserem Modellproblem interessant, da wir letztlich nur an
den verallgemeinerten Koordinaten des mechanischen Systems, hier den y-Koordinaten interessiert
sind. Die A\—Koordinaten sind nur Hilfsvariablen fiir die Zwangsbedingungen. Insofern ist die gerin-
gere Konvergenzordnung fiir den \-Anteil verschmerzbar, im Gegenzug die hohe Konvergenzordnung
des y-Anteils erfreulich. Fir diesen hat etwa das spéter betrachtete RadaullA-5-Verfahren die selbe
Konvergenzordnung wie bei expliziten Differentialgleichungen.

Wie bereits erwahnt, gibt es aber bei der numerischen Durchfiihrung noch Probleme, was das Lésen
des nichtlinearen Gleichungssystems (2.8) betrifft. Zwar zeigt Theorem 1 lokale Existenz und Eindeu-
tigkeit der Lésung, jedoch ist dies noch keine Aussage Uber die Losbarkeit von (2.8) mit numerischen
Verfahren.
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2.4 Implementierung und numerische Losbarkeit

Um auf die genaue Problematik (und die Abhilfe nach [HLR89]) einzugehen, wird zundchst zusammen-
gefasst, wie insbesondere implizite Runge-Kutta-Verfahren allgemein implementiert werden. Hierbei
gibt es grof3e Unterschiede zu expliziten Verfahren, da bei expliziten Verfahren aufgrund der strikten
unteren Dreiecksgestalt der Koeffizientenmatrix kein nichtlineares Gleichungssystem zu lésen ist, son-
dern die inneren Stufen iterativ auszurechnen sind.

Im Grunde fihrt der folgende Abschnitt durch einige Anpassungen den Abschnitt 1V.8 aus [Hai10]
(Implementierung von Runge-Kutta-Verfahren fir implizite Probleme) und Kapitel 7 aus [HLR89] (Be-
sonderheiten der Lésung des NLGS bei Index 2 Problemen) zusammen.

Betrachten wir hierfir nochmal die allgemeine Aufstellung eines Runge-Kutta-Verfahren der Form (2.1)
bis (2.3). Um den Einfluss von Rundungsfehlern zu verringern, werden statt der inneren Stufen Y; die
Differenzen zwischen den Stufen und den Schritten z; = Y; — v, iteriert. Zur Bestimmung dieser
Differenzen ergibt sich durch Einsetzen in (2.3) das NLGS

zj = hZaijf(yn + ZZ)

=1

Sind diese Differenzen berechnet, lassen sich aus ihnen direkt die inneren Stufen Y, bestimmen und
die Gleichung (2.1) kann unverédndert angewendet werden. Allerdings kann man die hierfliir notwendi-
gen s weiteren Funktionsauswertungen vermeiden, falls die Koeffizientenmatrix A invertierbar ist. Stellt
man die Gleichung fir die z; in Matrix-Vektor Schreibweise dar, d.h.

21 f(yn+21) f(m)
Z=|: | =hAas) : —nAel) | 1 | =hAeDFZ), (240
Zs f(yn + Zs) f(Yts)

so0 kann man (2.1) umschreiben zu

f(¥1) 21
Yn+1 = Yn + h(b1,...,bs) : = yp + (b1,...,bs) A1 o,
f(Ys) Zs
womit sich das Bestimmen von y,,+1 nur durch Matrix-Vektor-Multiplikationen erledigen Iasst.

Betrachten wir nun das NLGS (2.40). Durch Subtraktion von Z lasst sich dies auf eine iterationsféhige
Form flr das Newtonverfahren bringen:

0=-Z+hAR1)F(Z) = F(Z)

Unter gewissen Voraussetzungen an F' und fiir i klein genug, sind die Voraussetzungen an den Satz
von Kantorovich (etwa Theorem 5.4.2 [HAQ9]) erfiillt und es ergibt sich die Iterationsvorschrift

Zn+1 - Zn - (FZ(ZH))_lﬁ(Zn)a

oder wieder als Differenz und mit F' dargestellt:

FZ(Zn)(Zn-&-l — Zn) = —F(Zy)
=
(1 — h(A® 1)F(Z,))AZy = Zn — h(A® 1)F(Zy,)
AZy = Zni1 — Zn,

hierbei ist
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Jy(yn +21) 0O 0
Fz(Z) = 0 0
0 0 fy(yn+zs)

Eine bei hinreichend kleiner Schrittweite gerechtfertigte Naherung ist, jede der hier verwendeten Ab-
leitungen f, (v, + 2;) durch eine Einzige anzunahern (vgl. mit dem vereinfachten Newtonverfahren),
etwa durch f,(y,) =: J. Hierdurch vereinfacht sich die Rekursion zu

(1 —hA® J)AZ, = Zp — W(A® 1)F(Zy).

Will man ein implizites Problem mit einer Matrix M 16sen, ergeben sich die Gleichungen analog mit
M~1f statt f. Im Falle einer singularen Matrix, also dem fiir Differential-Algebraische-Gleichungen
interessanten Fall, ist dies jedoch nur formal mdglich, da ein M1 nicht existiert. Daher muss es durch
anschlieBendes Multiplizieren der Gleichungen mit M eliminiert werden, was schlie3lich zur Rekursion

(1M —hA® J)AZ, = (1 ® M)Z, — h(A® 1)F(Z,)

flhrt.

Betrachten wir nun unser Modellproblem mit f und g. O.B.d.A. gelte bei einem Schritt (v, An) = 0,
ansonsten kann man das Verfahren wieder auf die Differenzen anwenden. Hiermit ergibt sich aus
der Rekursion (2.8) durch Ersetzen von 0 = g (Y},;) durch den bei regularem A &quivalenten Term
0= thzl ai;9 (Yni) und Ausnutzen von g, = 0 die Matrix

(2.41)

(IL@MhA@J):(IL—hA@fy —hA@fA)

—~hA® g, 0

wobei fy, fx, g, hier fir die genéherten Ableitungen an der Stelle y,,, A, stehen. Das lterieren des
vereinfachten Newtonverfahrens erfordert eine Ldsung des Gleichungssystems, also indirekt ein Inver-
tieren von (2.41). Diese Inverse hat (vgl. [HLR89], Seite 93 ) die Form

( (1@ (L= falgyfa)"tgy) +O(h) (=h AT @ falgyfr)t 4+ O(1)) )
(—h'AT @ (gyfa) gy +O(1)) (~h2A2 @ (gyfa) ' +O(TY) )

Diese Matrix ist insbesondere unbeschrankt fir h — 0, womit eine Konvergenz des Newtonverfahrens
nach dem Satz von Kantorovich (Theorem 5.4.2 [HAQ9]) nicht gewahrleistet werden kann.

Tatsachlich konvergiert das Newtonverfahren allerdings doch. Um dies zu beweisen, fassen wir das
verwendete vereinfachte Newtonverfahren als Fixpunktiteration auf. Betrachten wir im Detail die Ver-
fahrensfunktion flr einen Schritt des zu einer Fixpunktiteration umgestellten Newtonverfahrens. Diese
ist gegeben durch

(Y, A)
iy (Y —h(A® 1) f(Y,A)
_<A>—(J1—hA®J> 1( —h(A®1)g(Y) )

_ ( 1® f)\(gyfA)il(ng —g(Y))—hA® f)\(gyf)\)flgyf(Y, A)+Oh)(Y) + O(h2>(A> )
A+hr AT @ (g )7 (gyY —a(Y)) = 1@ (9yf2) gy f (V. A) + O(1)(Y) + O(R)(A)

Die Ableitung dieser Verfahrensfunktion nach Y und A ist damit (hierbei benutzt : g—ﬁ\\ =1 =
(gyf,\)*lgyf,\ und die GréBenordnungen aus Theorem 1, sowie ’ als Notation flr die Ableitung nach
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Y und A)
(Y, )
_ < 1® fA(gyf)Jil(gy - gy(Y>) + O(h) —hA® f)\(gyf)\)*lgyf)\(Y, A) + O(h2) >
AT @ (gyf/\)_l(gy —g(Y)+0(Q1) 1® (gyf/\)_lgy(f)\ — AH(YA)) +O(h)

Thr:n1<(’)(h) O(h2)>
o) o) )

Diese Matrix hat allerdings auch bei beliebig kleinem h die Norm O(1). Fir Konvergenz nach dem
Banachschen Fixpunkisatz (etwa Theorem 4.3 in [Hoc12]) bendétigt man aber eine Kontraktion, also,
dass die Norm der Ableitungsmatrix kleiner 1 ist und idealerweise durch O(h) abgeschatzt werden
kann. Abhilfe schafft (vgl. [HLR89], S. 94) statt der Standardnorm des R" die dquivalente Norm

GOl =l ()]

mit der reguldren Skalierungsmatrix D = diag(1, h1) zu benutzen. Die hiervon induzierte Matrixnorm
ergibt sich durch

sl DA [DADTDe]| [DADY|
lzlp=1 ||zllp  IDzl=1 |[Dz||  |Dz|=1 | D || lyll=1 [yl
= |[pap7|.

[RH

Analoge Rechnung fiir D®' D! liefert

/ - O(h) O(h)

Die Matrix @’ hat also in der ||.|| ,-Norm die GroBenordnung O(h) und die Fixpunktiteration konver-
giert nach dem Banachschen Fixpunktsatz, falls i hinreichend klein ist. Bei der Implementierung wird
dies dadurch bericksichtigt, dass die Norm der Index-2-Variablen zum Test des Abbruchkriteriums des
vereinfachten Newtonverfahrens mit h multipliziert wird, also die Konvergenz nicht durch die Standard-
norm, sondern durch diese modifizierte (aber aquivalente) Norm Uberpriift wird.

Weitere numerische Verbesserungen erhélt das Verfahren durch Transformationen, durch die letztlich
A~ eine blockdiagonale Form erhalt (vgl. [Hai10], Seite 121ff). Da A invertierbar und vor allem fiir
das jeweilige Verfahren fest gewahlt ist, sind diese Transformationen bereits bei der Implementierung
berechenbar und ins Programm (ibertragbar. Diese Anderungen haben jedoch keine so gravierenden
Auswirkungen auf Konvergenz oder Losungsverhalten wie die oben gezeigte Skalierung des Fehlers
fir das vereinfachte Newtonverfahren, sondern dienen meist ,nur‘ der Recheneffizienz. Daher wird ei-
ne detailliertere Betrachtung an dieser Stelle unterlassen. Nachzulesen sind diese Modifikationen in
[Hai10] (S. 118 ff). Bei den spater verwendeten Matlab-Codes wurden diese Transformationen aller-
dings genutzt.



Kapitel 3

Regularisierung nach J. Deppler und A.
Fidlin

Eine andere Herangehensweise an Differential-Algebraische-Gleichungen als das direkte numerische
Lésen (etwa wie gezeigt durch Runge-Kutta-Verfahren) ist, sie bereits im Vorfeld durch eine expli-
zite Differentialgleichung zu approximieren. Diese Idee spiegelt sich etwa bei sogenannten singulér
gestdrten Problemen (vgl. etwa Kap. 6, [Hai10]) wieder. Eine verbreitete Form hiervon ist

go=fwN (3.1)
A = g(yv)‘)

Fir e # 0 ist dies eine explizite Differentialgleichung, deren Lésung analytisch oder numerisch be-
stimmt werden kann. Fir den Grenzfall ¢ = 0 andert diese Gleichung ihren Charakter zu einer
Differential-Algebraischen-Gleichung (daher singuldre Stoérung). Tatsachlich gibt es, unter gewissen
Voraussetzungen an die beteiligten Funktionen, Aussagen tber den Zusammenhang zwischen der
Losung flr ein € # 0 und der Lésung der zugrundeliegenden Differential-Algebraischen-Gleichung, die
hier zum Teil auch zitiert werden, dies flihrt schlieB3lich zu Theorem 6.

Die in [Dep13] vorgeschlagene Variante fir unser Modellproblem geht von einer Ann&herung des
physikalischen Modells aus und flhrt hieraus letztlich zu einer etwas allgemeineren Form singular
gestorter Probleme als der oben Gezeigten. Diese kann einerseits fiir den Grenzfall ¢ — 0 wieder als
Naherung an die Differential-Algebraische-Gleichung aufgefasst werden, beschreibt andererseits fiir
eine geeignete (kleine) Wahl von € ein realistischeres mechanisches Modell als die sehr idealisierte
Darstellung durch die Differential-Algebraische-Gleichung. Diese Untersuchung eines realistischeren
mechanischen Modells ist die eigentliche Motivation fir [Dep13]. Die exakte Erfullung der Nebenbe-
dingung 0 = ¢(y) ist spatestens auf mikroskopischer Ebene nicht mehr gegeben und muss daher
durch ein anderes mechanisches Modell ersetzt werden. AuBBerdem ermdglicht es die Auffassung als
singular gestorte Differential-Algebraische-Gleichung, unter gewissen Bedingungen an die beteiligten
Funktionen, das mechanische Modell durch die Differential-Algebraische-Gleichung zu approximieren.

3.1 Grundlegender Ansatz

Betrachten wir wiederum das Modellproblem in der urspriinglichen Darstellung (1.7), (1.9), also

i=M""(q)(F(q.4) — G(g)" )
0=G(q)4-

Die physikalische Bedeutung der algebraischen Bedingung (1.9) ist der Zwang zur Rollreibung, also,
dass der Korper im Kontaktpunkt auf der Oberflache nicht ,rutscht‘. Diese strikte Einschrankung wird

37
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dadurch ersetzt, dass man eine gewisse Bewegung z im Kontaktpunkt zuldsst, d.h. (1.9) wird modifi-
Ziert zu

£ =Glg)d. (3.2)

Dieses Verletzen der Zwangsbedingung wird allerdings eingeschrankt; aus dem physikalischen Modell
heraus wird der Kontakt zwischen Kérper und Oberflache durch ein sogenanntes Kelvin-Voigt-Material
(siehe [Ber08], S.20) modelliert, eine Parallelschaltung aus Feder und viskoser Dampfungseinheit.
Dies fuihrt zu folgender Bewegungsgleichung fir z:

A=t %z’
€ €
und nun insgesamt zum System

i=M"'(q) (F(a:49) — G(a)"N) (3.3)
2 =G9)q (3.4)

d
N (3.5)

€ €

Hierbei sind ¢, d, € und & positive reellwertige Parameter, mit denen Feder- und Dampfungskonstanten
des Modells erfasst werden. Die Idee ist, dass flr genligend kleines ¢ die Federharte und die Viskositat
so hoch sind, dass Relativbewegung z gegen Null gezwungen wird und damit die Zwangsbedingung
(1.9) moglichst gering verletzt wird. Gleichzeitig entspricht dieses neue Problem einem Problem vom
geringeren Differentiationsindex 1, denn einmaliges Ableiten von (3.4) und (3.5) filhrt zu (der Uber-
sichtlichkeit halber nun ohne Argumente)

=G4+ Gi
OGi+ a1 (F - GTN)
, d
=S4 Zs
€ €

(

I w

"”qu‘ + % (Gq‘ L GMNF - GT)\)) . (3.6)

Uberfiihrt man das System (3.3), (3.4) und (3.6) durch Einfiihren der Variable y = (y1,%2)" := (¢,4)"
in ein System erster Ordnung, ergibt sich

U1 = Y2 = f1(y,\)
go = M~ (y1)(F(y) — G(y1)"N) =: fa(y, )
. d /-
A= SGm + 5 (Gl + M (F(y) - G)™Y) = 9r. ()
2 =G(y1)y2 =: h(y).
Setzen wir nun f := (f1, f2)7, erhalten wir die explizite Differentialgleichung
y=Ff(y,\) (3.7)
A= gﬁ,e(yv /\) (3.8)
zZ = h(y). (3.9)

Dieses bezeichnen wir im Folgenden als regularisiertes Problem der zu Grunde liegenden urspriingli-
chen Differential-Algebraischen-Gleichung (erhalten durch analoge Umformung auf ein System erster
Ordnung)

Y= f(ya)‘)
0= h(y).
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Hierbei fallt auf, dass bei der expliziten Differentialgleichung die Bewegungsgleichungen fir y und A
unabhéangig von z sind, d.h. wenn nur nach Lésungen fiir y und A gesucht wird (den eigentlich fiir das
Modellproblem relevanten verallgemeinerten Koordinaten), genligt es, sich auf das System (3.7), (3.8)
zu beschranken.

Streng genommen besitzt das System (3.3), (3.4) und (3.5) also Differentiationsindex 1, sofern man di-
rekt der Definition des Differentiationsindex folgt und das System in eine explizite Differentialgleichung
bezlglich aller Variablen g, z und A umformen will. Eliminiert man allerdings A durch (3.5) und somit 2
durch h(y), also A = ¢z + L h(y), erhalt man das System

Y1 = Y2 (3.10)
=07 n) (F) = G (S + 500)) ) @)
2= h(y). (3.12)

Damit ist das regularisierte System ohne Differentiation aquivalent zu einer expliziten Differentialglei-
chung, kann also als System vom Index 0 aufgefasst werden.

Insgesamt hat man also bei der Regularisierung nach [Dep13] die Wahl zwischen der Lésung eines
Index 1 Problems und der Lésung einer expliziten Differentialgleichung bezlglich der Variablen y und
A oder y und z. Da bei entsprechender Wahl der Anfangswerte fiir die verwendeten Variablen letztlich
alle Varianten analytisch aquivalent sind, kann man sich fir den jeweiligen Verwendungszweck die
geeignete Variante wahlen. So bietet sich fir numerisches Lésen etwa (3.10), (3.11), (3.12) an (ge-
ringerer Index), fUr die Untersuchung des Grenzwertes ¢ — 0 sind je nach Ansatz evtl. die anderen
Varianten vorteilhafter.

Es verbleibt nun allerdings die Frage, in welchem Zusammenhang die Losung des regularisierten Pro-
blems mit der Lésung des urspriinglichen Problems steht. Winschenswert wére, dass die regularisierte
Lésung in einer e-Umgebung zur nichtregularisierten Lésung steht, dies jedoch zu beweisen, erweist
sich als unerwartet problematisch.

Zur Untersuchung der Konvergenz der regularisierten Lésung gegen die nichtregularisierte Lésung far
€ — 0 wird sich hier — wie auch in [Dep13] — auf die beiden Spezialfalle x € {1, %} beschrankt. Dies
hat teils historische, teils praktische Griinde.

So ist der Fall k = 1 bereits relativ gut untersucht und wurde bisher zur Modellierung von derartigen
Reibungsproblemen herangezogen (vgl. [L685]); insbesondere vereinfacht sich in diesem Fall das Dif-
ferentialgleichungssystem erheblich, da nur noch eine einzige e—Potenz vorkommt und letztlich die
Standardform* eines singular gestérten Problems vorliegt.

Der Fall k = % andererseits ist insofern interessant, als dass er aus physikalischer Sicht einer Art
aperiodischem Grenzfall der Schwingung/Dampfung im Auflagepunkt entspricht, damit also die Verlet-
zung der Zwangsbedingung in irgendeiner Weise am ,schnellsten” oder ,besten” unterdriicken sollte.
Allerdings hat man es in diesem Fall dann mit verschiedenen e-Potenzen innerhalb der Differentialglei-
chung zu tun, was einen Konvergenzbeweis mit herkbmmlichen Mitteln erschwert.

Betrachten wir die beiden Falle nun getrennt und beginnen mit dem Fall k = 1.

3.2 Sonderfall x = 1, Strong Damping
Betrachten wir das System (3.7), (3.8). Fir den Fall kK = 1 kann man (3.8) mit e multiplizieren und
erhalt

i = fy 19
eA = cG(y1)y2 +d (G(y1)yz +Gy) M (y)(F(y) - G(zn)”)) =:g(y,\).  (3.14)

*Die in der Literatur behandelten Formen singular gestorter Differentialgleichungen haben fast ausnahmslos die Form
y= f(y,z), e = g(y, z), bestenfalls noch mit einer zusatzlichen glatten Abhangigkeit von ¢, vergleiche [Hop68].
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Dies entspricht einer verbreiteten Grundform von singular gestérten Problemen zum zugrundeliegen-
den ungestérten Problem (der Differential-Algebraischen-Gleichung), also dem Fall ¢ = 0
y=f(y,\) (3.15)
0=g(y,\). (3.16)
Es liegt also nahe, entsprechende Resultate fir singular gestérte Probleme zu benutzen. Insbesondere
bietet sich hier Theorem 6 an.

Die obige Differential-Algebraische-Gleichung besitzt (bei geeigneten Anfangswerten) eine Ldsung,
denn es gilt

oy, A) = —dG(y)M ' (y)G(y)".

Aus den Modellannahmen folgt, dass G vollen Rang hat und M positiv definit ist. Damit ist gy in-
vertierbar. Diese Tatsache ist auch spater noch wichtig. Damit ist insbesondere A als Funktion von y
festgelegt, denn 0 = g(y, A) lasst sich nach \ auflésen:

0= cGly)yz + d (Glun)yz + Glyn)M () (Fly) - Gy) ™) )
=

A= (dGu)M T W)Gw)T) e (Gl +d (Gluw + Cu)M T WF@)))  @.17)

Dies kann man in die Differentialgleichung fir y einsetzen und erhalt eine lokal Lipschitz-stetige
Differentialgleichung, vorausgesetzt g, f etc. sind glatt genug. Also besitzt die Differential-
Algebraische-Gleichung bei geeigneten Anfangswerten eine auf einem beschrankten Intervall
eindeutige L6sung.

Nun kann man als ersten Ansatz eine Reihenentwicklung in e machen, d.h. man sucht zunachst Losun-

gen der Form
Y\ _ = i Yi
(3) -3 ()

mit der Absicht, eine Lésung zu konstruieren, deren Anteile zur nullten e-Potenz die Lésung der
Differential-Algebraischen-Gleichung sind und der Rest fir ¢ — 0 verschwindet. Einsetzen in (3.13),
(3.14) und Taylorentwicklung um die Punkte yg bzw. \g liefert

D € = f(y0, M) + fy(y0: A0) D €vi + Fr(yo: o) D €Xi+ O(E) (fyy - )
=0 =1 =1
D €A = 930, M) + 9y (40, 20) D €4 + 9a (10, M) D €Xi + O(€)(gyy - )-
=0 =1 =1

Koeffizientenvergleich bezlglich der e-Potenzen liefert fir die nullte Potenz:

9o = f(yo, Mo) (3.18)

0 = g(yo, Mo) (3.19)

yo und A\g entsprechen damit tatsachlich Losungen der unregularisierten Differential-Algebraischen-
Gleichung (3.15), (3.16), die nach oben eindeutig existieren. Insbesondere legt der Anfangswert flr yg

den Anfangswert flir A\g nach (3.17) fest.
Die erste Potenz liefert

U1 = fy(yo, Ao)y1 + fa(yo, Ao) M
Mo = 9y (40, Mo)y1 + 9x (Y0, Xo) M.
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Da g, wie bereits begriindet invertierbar ist, lasst sich hier die zweite Zeile nach A1 auflésen und liefert
bei Kenntnis von gy und Ao insgesamt eine explizite lineare Differentialgleichung flr y;, die nach Mo-
dellannahmen flr f und g eine eindeutige Losung besitzt. Dies lasst sich iterativ fortsetzen, wobei jetzt
die héheren Ableitungen der Taylorentwicklung ebenfalls einen Beitrag liefern. Da hier jedoch die Ar-
gumente und damit insbesondere die e-Potenzen potenziert werden, kommen in den Gleichungen nur
y- und \-Terme von geringerem Index dazu, welche in der Iteration nach Potenz bereits davor schon
bestimmt wurden, d.h. fir die zweite Potenz kommen nur Terme mit y; und A\; dazu, etc. Allgemein
liefert der Koeffizientenvergleich

il)

Ui = fy(Yo, Mo)yi + Fa(vo, Ao) i + di(yi, - -, yio1, A1, - -
i—1)7

Xi—1 = 9y(Y0, Ao)yi + 9x (Y0, o)A + Vi(y1, - - - Yim1, A1, -

A
;A
was durch die Invertierbarkeit von g, wieder nach \; aufgeldst werden kann und eine explizite lineare
Differentialgleichung fur y; ergibt.

Dieser Ansatz ist allerdings noch nicht hinreichend, wenn man Freiheiten bei der Wahl der Anfangswer-
te flir A fordert. Bereits bei der nullten Potenz ist aufgrund der im Allgemeinen nichttrivialen Funktion
g erkennbar, dass nicht jeder beliebige Anfangswert g, Ao eingesetzt werden kann, da g(yo, Ag) = 0
gelten muss. Auch bei den weiteren Koeffizientenvergleichen wird A; nicht durch eine Differentialglei-
chung bestimmt, sondern ergibt sich durch algebraische Rechnung explizit aus y; und Funktionen von
niedrigerem Index. Insgesamt sind so zwar die Anfangswerte fur die y; frei wahlbar, jedoch sind damit
die Anfangswerte fiir die \; fest vorgegeben, damit liegt kein allgemeiner Ansatz fiir einen beliebigen
Anfangswert (in Umgebung der exakten Lésung der Differential-Algebraischen-Gleichung) vor. Abhilfe
hierfir schafft eine Erweiterung des Ansatzes durch Terme, die einerseits den obigen Reihenansatz in
jeder e-Potenz erganzen, andererseits zeitlich exponentiell fallen, also auf das gesamte Lésungsver-
halten nach einer kurzen Einschwingzeit keinen Einfluss mehr haben. In der Literatur wird dies auch
als Boundary Layer bezeichnet. (vgl. [Hai10], S 389ff). Hierfir ist allerdings noch etwas Vorarbeit er-
forderlich.

Fur die folgenden Schritte und Folgerungen werden einige Satze und Definitionen aus [HNWXX]
bendtigt, die insbesondere fir den Beweis von Theorem 6 notwendig sind. Grundsatzlich sind dies
Werkzeuge, um Abschéatzungen fir differentialgleichungséhnliche Strukturen zu erhalten. Diese wer-
den benétigt, um aus sich ergebenden Gleichungen mit Normen, also nicht notwendigerweise diffe-
renzierbaren Funktionen, Abschatzungen gegeniber gewdhnlichen Differentialgleichungen mit diffe-
renzierbarer Losung zu erhalten.

Eine erste Definition stellt eine Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffes fiir nicht notwendig differen-
zierbare Funktionen dar, die sogenannte Dini-Ableitung. Man verwendet hierflir den Limes Superior
respektive Inferior des Differenzenquotienten.

Definition 3.1 Dini-Ableitung
Sei y(t) eine stetige Funktion, dann bezeichnen

eyt R) —y(t)
D.y(t) := liminf =27
A —
t+h)—y(t
h—0+ h

die Dini-Ableitungen von y(t).

Da bei differenzierbaren Funktionen der Limes des Differenzenquotienten existiert und eindeutig ist,
gilt dann insbesondere D y(t) = Dty(t) = y(t).
Weiterhin wird im Folgenden die logarithmische Norm benétigt.
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Definition 3.2 Definition 10.4 aus [HNWXX]
Sei A eine quadratische Matrix und ||| die euklidische Norm, dann bezeichnet

. [T +hRA|-1
A):= lim ——
#A) hi%gr h

= max {)\ ' A Eigenwert von — (A + AT) }

die logarithmische Norm von A.

Die in der Definition benutzten Gleichheiten folgen aus Theorem 10.5 aus [HNWXX].
Beweis: Da in der euklidischen Norm gilt

|A||* = maximaler Eigenwert von AT A,

folgt

. HI[-i—hAH—l_ . 1 \/ T
Jim, ; = Tim o {4/ e (@ +ra)" (1 +h4)) -1

= lim — (\//\max 14+ h(A+ AT)+ h2ATA) — )

= lim <\/1 + hmax (A + AT) + hATA) — 1>

' lim — <1+h Amax (A+AT)+0(h2)—1>

= *Amax (A + AT)
O

Weiterhin sind noch zwei Lemmata spater von Bedeutung, das erste ist eine Verallgemeinerung des
Lemmas 10.1 aus [HNWXX]

Lemma 3.3 Ubung 10.7 aus [HNWXX]
Es seien zwei Funktionen u und m aus C(R,R™), sowie eine Funktion g : R x R™ — R"™ gegeben.

Weiterhin seien auf dem nach links abgeschlossenen Intervall [0, T'), wobei T' nicht notwendig endlich
sein muss, die Bedingungen

1. Dym;(t) < gi(t, m(t))
2. Dyui(t) > gi(t, u(t))
3. u(0) = m(0)

4. Auss; < §; folgt g;(t, s1,...,5n) Sgi(t7317'--7§j,--',3n>7 j#Ei

erfillt, jeweils firi = 1,...,n, wobei u; und m; die i-ten Komponenten von v und m sind. Dann gilt
furallei =1,...,n und firallet € [0,T)

mi(t) < wilt). (3.20)



43

Beweis: Angenommen, (3.20) werde fir mindestens eine Komponente verletzt. Da v und m nach
Voraussetzung stetige Funktionen sind, gilt diese Verletzung auf einem nach links offenen Intervall
(t,£2) C [0,T), nach links begrenzt durch ein ¢, an dem fur diese Komponente Gleichheit in (3.20) gilt.
Fir den Beweis wird nun der kleinste dieser Werte betrachtet, d.h.

to:= min max{t€[0,T)|V0<t<tgiltm(t) <u(t)}.

i=1,..,n
Insbesondere gilt also auf dem Intervall [0, ¢¢]
ml(t) < uz(t) VO <t < to. (3.21)

Die Existenz von ¢, folgt, da {f € [0,7) | V 0 < t < ¢ gilt m;(t) < u;(t) } nach Bedingung 3 mindes-
tens aus t = 0 besteht, auBerdem besteht diese Menge dank der Stetigkeitsbedingung an m und
aus einem abgeschlossenen Intervall, also existiert auch ein Maximum. O.B.d.A. werde das Minimum
bei i = 1 angenommen. Es gilt also m(tg) = u1(to) und my(tg + h) > wui(top + h) fur gentigend
kleines h > 0. Damit folgt die Aquivalenz

mi (to + h) — ml(to) > ul(to + h) — Ul (to)
=4
ma (t() + h) — ml(to) > ul(to + h) — Ul (t[))
h h

und somit
Dimi(to) = Diua(to).

Gleichzeitig muss aber gelten

D (to) € g1(to,ma(to), ..., mn(to)) = g1 (fo, wi (fo), malto) - . ., mn(f0))

je <u;(to) nach3.21

Bed. 4 Be

g1(to, u(to)) < +U1(750)’

ein Widerspruch. O

Ein weiteres Lemma wird direkt im Anschluss dazu bendtigt, um die Erweiterung des Reihenansatzes
fir das Modellproblem zu rechtfertigen.

Lemma 3.4 Theorem 10.6 aus [HNWXX]

Seien f(t,y) : R x R™ — R", y(t) und v(t) : R — R™ hinreichend glatte Funktionen, wobei y(t) =
f(t,y(t)), sowie I(t) und 6(t) in C(R) stetige Funktionen auf 0 < t sind. Es gelten weiterhin die
Bedingungen:

w(fy(tm) <IUt) Vo elyt),v(t)]
[o(t) = f(t, 0()]] < 6(¢)
ly(0) =0 (0)| < C
mit einer positiven Konstanten C. Dann gilt mit L(t fo x)dx und firt >0 :

ly(t) — v(t)] < 4O (c v t e—L@a(x)dx) |
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Beweis: Da y und v nach Voraussetzung stetige Funktionen sind, ist fir jedes fest gewahlte t > 0
die Menge {(y(s),v(s)) | s € [0,t] } kompakt, damit folgt aus der Glattheit von f, dass afl (t n) far

alle 7, j und n € [y(t),v(t)] beschrénkt ist. Damit ist die Matrixdarstellung von ‘ggj in der Defmmon 3.2
wohldefiniert. Weiterhin gilt fr m(t) := ||y(t) — v(¢)|| > 0mith >0

m(t+h) = |ly(t+h) —v(t+ h)
Ty () — o(t) + b (9(8) — 0(8)) || + O(h?)
< () — o(t) + h (f(t,y(t)) — F(t,0(8)]| + hd(E) + O(h?)

ZWs y(t) —v(t) + h(y(t) —v(t)) g;(t’ n)H L he(t) + O(h?) fareing € [y(t), v()]
Ll 2
S X ’1 "yt n)H () + hd(t) + O(h7).

Nach Subtraktion von m(t) und Division durch h, liefert der Limes:

. m(t+h) —m(t
Do) = iy =

2]
e s
< lim max
h—0t nefy(t),v(t)] h

m(t) + d(t) + O(h)

u(g—i(t,n))+0(h) nach Def. und Bew. 3.2

< I(t)m(t) + 6(t)
=:g(t,m(t))

Als Analogon zu dieser Dini-Differentialgleichung betrachte die gewdhnliche Differentialgleichung
u(t) = g(t, u(t)) + e

mit ¢ > 0 und Anfangswert u(0) = m(0) =: C. Die Losung dieser inhomogenen linearen Differential-
gleichung ergibt sich durch die Variation-der-Konstanten Formel durch

u(t) = eH® (c + /0 e (6(x) + 6)dx> ,

wobei L(t) wie oben definiert ist. Fir e — 0 ist dies die zu zeigende Ungleichung, allerdings fir u
statt fir m. Somit bleibt zu zeigen, dass m(t) < w(t) ¥t > 0. Hierflr bietet sich die eindimensio-
nale Version von Lemma 3.3 an (letztlich Theorem 10.1 aus [HNWXX]). Zu zeigen sind wegen der
Eindimensionalitat nur die Bedingungen 1,2 und 3:

1. Dym(t) < g(t,m(t)) gilt nach obiger Herleitung der Dini-Differentialgleichung.

2. Da u(t) als Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung differenzierbar ist, stimmen Dini-
und gewdhnliche Ableitung Uberein, damit D u(t) = u(t) = g(t,u(t)) + € > g(t, u(t))

3. Der Anfangswert wurde entsprechend gewahlt.

Damit ist Lemma 3.3 anwendbar und die Behauptung gezeigt. O

Mit diesen Hilfsmitteln ist es nun mdglich, den obigen Potenzreihenansatz fiir die Lésung von (3.13),
(3.14) fur allgemeine Anfangswerte zu erweitern, d.h. mit einem Ansatz der Form

(30) -5 (30) 5 (2).

=0
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wobei die y; und \; dieselben wie im ersten Potenzreihenansatz sind und wie gewinscht ||7;(¢)|| <
Cie~ "t und ||G;(t)|| < Cie™"i mit k;,C; > 0 erfilllen sollen. Einsetzen in die Differentialgleichung
(3.13),(3.14) liefert

oo

> €t +Zem<€>— (ia%(mZHn,(i),ieui(t)wg(i)) (3.22)

=0
—_——

f(zi:o eyi(t), it A'(t))

o0

€ € +Ze ¢ ( > = (i eyi(t) + ey, (i) ,ie%(t) +€¢ C)) . (3.23)

zj 0
9(320 €wi(t), 225720 € Xi(1))

Das Argument E der neu hinzugekommenen Ansatzfunktionen ist zwar hilfreich dabei, diese Ansatz-
funktionen schnell gegen 0 konvergieren zu lassen, ist aber hinderlich fir einen Koeffizientenvergleich
wie oben. Daher bietet sich die Substitution £ = { an. Setzt man diese in (3.22), (3.23) ein, folgt

D& =f (Z eyi(e€) + € (), € Nile) + € (5)) (Zeyz (€6),) € Ni(eg )
=0 1=0

i=0 i=0 i=0
D GO =g (Z €yi(e€) + € (€),D €Niled) + €¢ (E)) g (ZE yi(€€), Z €\ (65)) :
i=0 i=0 iz s P

K3
Taylorentwicklung der Funktionen auf der rechten Seite um die Punkte (10(0), Ag(0)+o(€)) respektive
(y0(0), Ao(0)) ergibt

> i€

=0

= f(50(0), 20(0) + ¢o(€)) + f4(0(0), Ao(0) + Co(& (Z €'yi(e€) —yo(0) + Y ¢, (5))
=0

+ F2(10(0), M (0) + Go(9)) (Ze i(€€) = Xo(0) + Z €¢i (¢ ) 10(0), Mo (0))
1=0
— fy(50(0), 20(0)) <Z €'yi(e€) — y0(0)> — A (®0(0), 20(0)) (Z €Ni(€€) — Ao<0>>
=0 =0

+0 (ez(fyy e ))
= f(¥0(0), 20(0) + ¢o(§)) — f(40(0), Ao(0))

+ fy(0(0), Ao (0) + ¢o(§)) (Z € (4i(0) + €69:(0)) + Go(0)e + > EiHm(f))

i=1 =0

+ n(yo(0), Xo(0) 4+ ¢o(§)) (Z ¢ ()\i(O) + 65/\ (0) ) + 6{)\0 )+ Ze Gi (& )

=1

= Jy(50(0), A0 (0)) (Z € (yi(0) + €£5i(0)) + ?90(0)65>
i=1
— a(50(0), 20(0)) (Z € (N(O) + 655\1'(0)) + 6@\0@)) +O(E(fyy--1)) (3.24)

1=0



46

> G
1=0
= 9(y0(0), A0(0) + Co(£)) + gy(¥0(0), X0(0) + Co(£)) (ZG yi(e€) = yo(0) + > ¢t (¢ )
=0 =0
+ 9x(40(0), Ao(0) + Co(£)) (ZG Ai(e€) — +Z€ G (€ ) — 9(10(0), 20(0))
i=0

o o

= 9y(50(0), M0(0)) (Z e'yi(e€) — y0(0)> = 92 (10(0), A0(0)) (Z €'Ni(e€) — )\0(0)> (3.25)

i=0 =0
+ 0 ((gyy---))
= g(40(0), Ao(0) + ¢o(§)) — 9(y0(0), Ao(0))

+ 9y(0(0), X0(0) + Co(€)) (Z € (4:(0) + €69:(0)) + Go(0)es + > _ ey (5))

i=1 1=0

+ 9x(0(0), Ao (0) + ¢o(&)) (Z ¢ ()\i(o) + Efj\i(o)> + 6 Ao (0) + ZE Gi (& )

i=1
— 9y(y0(0) (Ze yi(0) + €€y:(0)) +yo(0)6£)
= 9 (10(0), 20(0)) (Z ¢ (Mi(0) + echi(0) - Ao<0)e£> + O ((gyy ) - (3.26)
i=1
Hier kann man wieder e-Koeffizienten vergleichen und erhalt fir die nullte Potenz:
70(§) = F(0(0), 20(0) + o(€)) — f(10(0), Xa(0)) =: f(£, o) (3.27)
(&) = 9(10(0), A0(0) + ¢o(€)) — 9(%0(0), A0 (0)). (3.28)

Setzt man nun die Modellannahme 1(gx(y, A\)) < —1 in einer Umgebung um die Lésung voraus (mit
entsprechender Skalierung gentigt jede negative Schranke, wie spater noch gezeigt wird), kann man
Theorem 3.4 auf (3.28) flr die A-Komponente der Differentialgleichung anwenden. Mit der Annahme
1(gx(y, \)) < —1, sowie da nach der Herleitung der y; und \;-Funktionen gilt ¢o(€) — g(10(0), Ao(0) +
(&) = —g(y0(0), A0(0)) = 0, ist Theorem 3.4 anwendbar. Unter Verwendung der Nullfunktion als
Vergleichsfunktion (Im Theorem mit y bezeichnet, damit C' = ||(y(0)]|) liefert dieses

160(€) = 01l = [IGo(E)I] < lIo(0) | ™

Damit erfiillt o die geforderte Eigenschaft der schnellen Konvergenz gegen 0 im Sinne von || (§)]| <
1¢o(0) || e~¢. Da die rechte Seite von (3.27) nicht von 79 abhangt, also %ﬁfﬂ = 0, erfullt f beztglich
der 1o Komponente nattrlich jede Lipschitz-Bedingung und nach dem Satz von Picard und Lindeloff
hat somit (3.27) eine eindeutige Losung 7o(&) in Abhangigkeit eines Anfangswertes. Weiterhiniist || f ||
exponentiell fallend, da

1 7€) 11 = 11/ (50(0), X (0) + Co(€)) = f (50(0), Ao(0))
lip

<C @)
N e’
<||¢o(0)|le—¢
< C'|¢o(0)] e*

mit einer Lipschitz-Konstante C' > 0 und ist damit auf R integrierbar. Somit ist 70(£) zunachst einmal
beschrankt mit eindeutigem Grenzwert fir £ — oo. Fordert man nun wie oben, dass 7 () exponentiell



47

gegen 0 fallt, folgt zumindest, dass 79(cc) = 0 ist. Insgesamt hat man

no( —770 /f
_ /E Fla)da. (3.29)

Hierdurch ist 79(£) und insbesondere 79(0) eindeutig bestimmt und man kann die Norm von 79 (&)

abschatzen durch
@l < [ 7]

<C’ 0 —d
206 >||/5 e
— O co(0)] e

Die Funktion 7 ist damit wie vorausgesetzt abschatzbar durch ||1g(€)|| < Coe™ "¢ mit positiven Kon-
stanten kg und C, die so gewahlt wurden, dass sie die Abschatzung sowohl fiir 19 und ¢y erflillen,
insbesondere Cy > min {C'(y(0), (r(0)}.

Die erste Potenz des Koeffizientenvergleichs in € von (3.24) und (3.26) liefert

m(&) = fy (¥0(0), Ao(0) + Co(§)) m0(§) + £ (¥0(0), Ao (0) + ¢o(€)) C1(§)
+ (51(0) + £50(0)) (fy (10(0), Xo(0) + Co(§)) — fy(¥0(0), Xo(0)))
0(¢o(8))

+ (M0) +€30(0)) (£ (10(0), 20(0) + 6o(€)) = fy(10(0), 20(0)))  (330)
O(6o(8))
C1(6) = gy (50(0), Ao (0) + Go(€)) mo(€) + 93 (30(0);, Xo(0) + Co(€)) 1 (€)
+ (¥1(0) + £90(0)) (gy (¥0(0), X0(0) + Co(§)) — 9y(y0(0), Ao(0)))
O(Co(8))
+ (M0 +Eh0(0) (92 (40(0). 20(0) +G() ~ (0. X(0)). (831
O(Co(8))

Da die Funktionen 7 und ¢, bereits bestimmt wurden, ist damit (3.31) eine lineare Differentialgleichung
fur ¢;. Bezeichnet man (3.31) als (1 (§) = ¥(&, ¢1) und vergleicht dies in Theorem 3.4 mit der Funktion
v = 0, ergibt sich

(P = 02 000, 200) + o) < -1,

sogar unabhangig vom Argument v. Die Abschéatzung gilt damit insbesondere in L6sungsumgebung.
AuBerdem gilt mit den oben gezeigten Abschatzungen fiir n9(¢) und (o(¢) (beide kleiner gleich Cpe~¢)

19(0) = (&, 0)| = llgy (40(0), Ao (0) + Go(€)) M0 (&) + O(Go(§)) ]l < Ce "%,
und schlieBlich ||v(0) — ¢(0)]] < ||¢(0)||, damit ergibt Theorem 3.4 fur den Fall g # 1

e (1col+c / )
<et (uc<o>u g T G 1)>

IS <
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bzw. fiir den Fall kg = 1

c@ll < (<ol +c | g o)

< e (¢ +C¢)
S ée—ﬁlf

mit positiven Konstanten C' und C. Da damit auch die rechte Seite von (3.30) und deren Ableitung mit
Ce™"0¢ abschatzbar ist, folgt analog zu 7 die Existenz und Eindeutigkeit einer mit Ce™*' abschatz-
baren Losung, diese wird wieder durch ¢; (§) festgelegt und man kann beide abschétzen durch Cre™é
mit geeignet gewéhlten Konstanten C und 1. Iterativ folgen die héheren Potenzen aus (3.30), (3.31).
Insgesamt kann man nun Anfangswerte fiir die y; und ¢; frei bzw. frei in Umgebung um die Lésung
wahlen. Damit sind dann die Anfangswerte fiir A; und 7; bestimmt, d.h. wahlt man Anfangswerte der
Form

(0) =) ey (3.32)
i=0
NOEDPEOV (3.33)
i=0
gilt nach dem oben hergeleiteten, dass
yo Y0(0)

Yy = y;(0) +15-1(0)
AL = A;(0) + ¢5(0).

Ein gegebenes 4 legt A\o(0) nach (3.19) fest, damit wird mit gegebenem \J der Wert ¢y(0) und hieraus
aus (3.29) 10(0) der Wert fiir 9(0) festgelegt. Damit sind yJ und A§ in einer Umgebung um die Lésung
frei wahlbar. Sie bestimmen die einzelnen Anfangswerte und damit die kompletten Ansatzfunktionen
vom Index Null eindeutig. Durch analoge lteration folgen die Anfangswerte der Ansatzfunktionen von
héherem Index. Insbesondere ist es mit zur Differential-Algebraischen-Gleichung konsistenten, nicht
von e unabhangigen Werten méglich, 1;(0) = ¢;(0) = 0 fur alle i zu erhalten.

Damit ist theoretisch eine Lésung des Ausgangsproblems gefunden. Diese ist jedoch in der Praxis
schwer zu bestimmen, da fir jede ¢-Potenz des Ansatzes eine eigene Differentialgleichung geldst wer-
den miisste. Insbesondere sind zwar die Ansatzfunktionen durch C;e~*i¢ abschatzbar, jedoch kénnen
die k; beliebig klein, bzw. die C; beliebig gro3 werden. Von mehr praktischem Nutzen ist daher ei-
ne Abschatzung fir eine Ansatzfunktion in der Form einer endlichen Summe, also nur die ersten N
Indizes der soeben bestimmten Lésung. Aussagen hieriiber macht das folgende Theorem.

Theorem 6 Thm. VI.3.2 aus [Hai10]
Gegeben sei das Problem (3.13), (3.14) mit geeigneten Anfangswerten flir y und \ der Form (3.32),
(8.33). In einer von € unabhangigen Umgebung um die Lésung yo(t), Mo(t) des reduzierten Problems
(dh. fire = 0) gelte 1(g») < —1, insbesondere liege yo, )\0 in dieser Umgebung. Dann besitzt (3.13),
(8.14) auf einem Zeitintervall 0 < t < t fiir hinreichend kleines € eine eindeutige Lésung der Form
N N-1 .
W0 =30+ Yy (1) + 0

j=0 7=0

A(t) = jgoeu +Zeﬂcj<) OV,

Hierbei sind die Koeffizientenfunktionen y;, \;,n;,(; unabhdngig von e, auBerdem gilt ||c(t)| <
Cje_ﬁjt, cE {77]‘, Cj} mit K5, Cj > 0.
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Beweis: Wie oben bereits hergeleitet wurde, gibt es eine durch die Anfangswerte eindeutig bestimmte
Lésung von (3.13), (3.14), die durch die Reihenentwicklung

y(t) = g;ejyj(t) + 626% <t> ,

[

() = jf;euj(t) +j§;ejcj (i)

gegeben ist, wobei die jeweiligen Funktionen y;, A;, 0;, ¢; iterativ bestimmbar und unter obigen Voraus-
setzungen eindeutig bestimmt sind. Betrachtet man hiervon nur die abgeschnittene Reihe

0 =30+ >, (1)

=0 =0
. N N o ¢
A0 =3 e+ 36 (1)
j=0 J=0

und setzt sie in die DGL (3.13), (3.14) ein, kann man wiederum nach einer Taylorentwicklung und
der Substitution mit £ einen e-Koeffizientenvergleich durchfiihren. Bei diesem Koeffizientenvergleich
unterscheiden sich allerdings die ersten N Koeffizienten nicht von jenen Koeffizienten, die sich bei
der Entwicklung von (3.22), (3.23) ergeben, da bei der j-te e-Potenz im Koeffizienten nur Summanden
Yi, Ai, G; von maximal Index j und 7; von maximal Index j — 1 vorkommen. Sie besitzen bis zu diesem
Index also die selben Koeffizienten wie bei der Entwicklung nach Einsetzen der vollen Reihe in die
Differentialgleichung

N

. : N o AN Ny
fg,\)=f Zejyj(t) +626J7]j (e) ,Zej)\j(t) + Ze]g‘j <€>
J=0 J=0 Jj=0 =0

Taylor
=1 "0 (Yo, Moy Co) +€' -+ -+ €V YN (yi<n, Aj<N, Nj< s (<)
—— ——

=4g0o(t)+70(t/€)nach(3.22) =yn (t)+7n (t/€) nach (3.22)

+ O (N hn 1 (yi<n, A<, mj<n, Gi<n)) -

Da hier im Restglied nur endlich viele Ansatzfunktionen (bis Index N) vorkommen, man also insbeson-
dere eine obere Schranke fiir die C; und eine untere Schranke flr die x; finden kann, kann man mit
den Modellannahmen fir g und f das Restglied beschrénken. Analoge Rechnung flhrt zur gleichen

Aussage fir )\ aus (3.23) und man erhalt insgesamt:

() = F(@(1), A1) + OV ) (3.34)
eX(t) = g(i(t), A1) + O(eV ), (3.35)

<S5
Il
—

Zieht man hiervon die urspriingliche DGL ab, fiihrt dies zur Gleichung
() = 9(t) = F@(0), A1) -
(A0 = A1) = 9, Aw) -

Mit der Lipschitz-Bedingung an f (mit Konstanten Li, Lo > 0) und mit Dreiecksungleichung erhalt
man aus (3.36) schlieBlich

(y(t), A1) + O(eN ) (3.36)
(y(t), A1) + O(eNTY). (3.37)

Qo

~—

§() = 90| < Lo [96) = yOll + L ||A®) = A®)|| + o™, (3.3
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Um die Ableitung auf der linken Seite dieser Ungleichung aus der Norm zu bekommen, kann man
wieder die Dini-Ableitung benutzen, da man mit dieser die Norm einer Ableitung abschatzen kann,
etwa mit der umgekehrten Dreiecksungleichung:

ly( + Ml = 1ly(?)
h

somit D ||y ()| < ||y(t)]| bzw. auf (3.38) angewandt

I H y(t+ h})L —y(t) H

I

Dy 9(8) =yl < Ly [3(8) = y(@) | + L2 ||A®) = AD)|| + Cre™*.

Fir eine entsprechende Abschatzung fir (3.37) konnte man auf gleiche Weise eine Lipschitz-
Abschatzung durchfiihren, jedoch bendtigt man im Folgenden eine scharfere Abschatzung. Analog
zu Formeln (10.17) und (10.18) aus [HNWXX] gilt mit m(t) := || A(¢) — A(¢) ||

m(t+h) = | At + ) —)\(t+h)H

FENA) — M)+ h (i(t) - X(t)) H +0(h)

AN
b
—
~
~
|
>
—~
~
S~—
+
\
/N
Q
—~
<
—~
~
>
>
—~
~
SN—
~—
|
Q
—~
<
—~
~
S~—
>
—~
~
S~—
S~—
N———
+
S
—~
>
[N}
~

< max
HE[A(E)A®)]

+ 2 (0N + o), Aoy ~ gw). Ao

€
Lip. H

< max

HE[A(E)A®)]
Daraus folgt mit Einsetzen der Definition der Dini-Ableitung flr m(t)
€D+m(t)

= eliminf m(t + h) — m(t)
h—0t h

AKX, cIA@6)A®)] |1+ Boa(y(t), )|

m(t) + ¢ Ls () — y(t)|| — m(t)

< lim inf + 0N

h—0t

o

<e max liminf H]l + %gk(y(t%ﬂ)ﬂ -1

T hep0Aw] ho0t h m(t) + OV + Ly [§(t) — y (1)
IJ’ b

=u(ggn)=¢n(gr)<—¢ n.V.
= Ls[[§(t) — y()[| = m(t) + O+,
Es ergibt sich also insgesamt das Dini-Differentialgleichungs-System

D [13(8) =yl < L 50 = y(®) | + L2 [[A®) = A(0)| + €1 (3.:39)

eDy |A) = A®)|| < Ls 195) -yl - [A) - A@)|| + e+, (3.40)
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Dies fuhrt zum System gewdéhnlicher Differentialgleichungen

W\ (L L\ (u) w1 [C
(6)=(5) ()= (@) o

mit Anfangswerten uo = [|5(0) — y(0)]| = O(e¥+1) und vy = HX(O) - )\(O)H — O(NH,

Um zu zeigen, dass Lemma 3.3 anwendbar ist, benétigt es eine geringfigige Modifikation: Statt
(u,9)T =: g(u,v) aus (3.41) sei fir die gesuchten Variablen « und v die Differentialgleichung

' AN+
<Z> - <1LL13 Lf) <:j> + <%;N > =: g(u,v) (3.42)

mit C; und C5 geringfiigig groBer als C; bzw. C zu erfiillen. Insbesondere gilt also komponentenweise
g(u,v) < g(u,v). Hiermit sind die Bedingungen von Lemma 3.3 erfilllt, denn

1. Dy |lg(t) —y(@)l < g1(llg(t) —y(®)[])  nach (3.39) und

At) — )\(t)H) nach (3.40)

2. Dy (u(t), v(t)T “E (), 6(1)T = Glu(t), 0(1) > glult), v(t))
3. Anfangswerte wurden gleich gewahlt

4. Liu+ Lov + Cre¥ L < Liu+ La(v + h) + C1eN T fir b > 0, ebenso
Lau—v+CoeV T < Ly(u+h) — v+ CaeN L fir b > 0, da die Lipschitz-Konstanten L; positiv
sind.

Damit ist Lemma 3.3 anwendbar und es folgt, dass ||(t) — y(t)|| < w(t) und || A(t) — A(t) || <

v(t), Abschatzungen flr v und v kénnen also direkt auf Abschatzungen fir die Differenz zwischen

den abgeschnittenen Reihen und der exakten Lésung Gbernommen werden. Die Lésung des linearen

Differentialgleichungssystems (3.42) hat die Form homogene Lésung plus partikuldre Lésung, wobei

die partikulare Lésung aufgrund der konstanten Inhomogenitat ebenfalls konstant gewahlt werden kann
Ci1+L2Cy _N+1

als upan = —$H2E2eNH1 und vpan = (02 - Lg%) eV*1 und damit O(eN+1) ist. Fur die

inhomogenen Losungen bendtigt man die Eigenwerte «; der Matrix

Ihre Eigenwerte sind

ag = % (Ll - % (1 +/1+ (201 + 4LoLy) + L162>> .
Dies sind fUr hinreichend kleines ¢ zwei verschiedene Eigenwerte. Die inhomogenen Lésungen erge-
ben sich also wie gewohnt in der Form e%i'y;, wobei die v; die zu den «; gehérigen Eigenvektoren der
Matrix sind. Offensichtlich ist der zu ,+“ gehdérende Eigenwert fir hinreichend kleines € negativ, damit
ist die erste homogene L&sung exponentiell fallend. Der zum ,—* gehérende Eigenwert ist zwar positiv,
jedoch kann man zeigen, dass er beschrankt ist. Eine Taylorentwicklung des Wurzelterms ergibt, dass

1
\/1 + 6(2L1 + 4L2L3) =+ L162 =1+ 5 (6(2L1 + 4L2L3) =+ L162) + 0(62)
=14 e(Ly +2LoL3) + O(€?)
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und damit
1 1
a- =3 <L1 — - (1 VT ORI T L) + Lléz))
€
1 1 2
=5 (L1 =~ (me(L1 +2LaLs) + O(?))

=11+ LoLsg+ (’)(e)

Damit ist der zweite Eigenwert zwar positiv, aber auch bzw. gerade fiir beliebig kleines e beschrankt.
Insgesamt folgt flr die allgemeine Lésung

(u(t)> = 1%y + ety + <upa"> .

Upart

Zur Bestimmung der Konstanten c¢; und ¢, setzt man die Anfangswerte ein, damit folgt

(H0) —cun -+t (1) Lo,

Upart

O(EN+1)

Da die beiden Eigenvektoren v; 0.B.d.A. normiert sind und aufBerdem linear unabhangig sind, missen
also c¢; und ¢ von der GréBenordnung O(€N+1) sein, um diese Gleichung zu erfiillen. Da weiterhin
e2+! exponentiell fallend und e“~t wie gezeigt auf dem untersuchten beschrankten Intervall [0, ] von
€ unabhangig beschrankt ist, gilt damit auf diesem Intervall aligemein

() -0

Da diese Abschatzung nach Lemma 3.3 auf ||§(t) — y(t)| und || A(t) — A(¢) || Gbertragbar ist, folgt
hieraus und mit ||nxt|| < Konst. die Behauptung. O

Eine direkte Folgerung dieses Theorems fir N = 0 ist, dass sich die Lésung des regularisierten
Problems fir ¢ > 0 zumindest in einer e-Umgebung der reduzierten Lésung befindet, fir ¢ = 0
lasst sich dies nur fir den y-Anteil der Lésung sagen, der A-Anteil hat eine durch ||(ol,, + O(e)
beschrankte Abweichung, die allerdings fir ¢ > 0 exponentiell gegen 0 strebt.

Um Lemma 6 auf unser Modellproblem anzuwenden zu kénnen, muss allerdings noch gezeigt wer-
den, dass p(gy) < —1 gilt, sowie, dass die Losung des reduzierten Problems gleichzeitig Losung des
nichtregularisierten Problems (1.10) — unserem Ausgangsproblem — ist. Beides kann einfach nachge-
rechnet werden:

Betrachten wir g). Nach (3.14) qilt

gy = —dGM'GT.

Wegen Modellannahme 1 ist M symmetrisch und positiv definit, damit auch M~!. Wegen
(GMGTYT = GM~TGT = GM~'G", ist g, symmetrisch. Die logarithmische Norm von g, ist
also gerade der gréBte Eigenwert der Matrix g. Da nach Modellannahme 2 G vollen Rang hat, gilt
auBerdem

"Mz > 0V x € R {0}

T 1 T Modellann. 2
= oM x>0V 2z:=Gvy yec R\{0} (=z2+#0)

= y'GM'GTy > 0V ye R"\{0}. (3.43)
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Somit ist GM ~'GT positiv definit. Da d > 0 ist, ist damit gy negativ definit in einer Umgebung um die
Lésung y(t) unseres Problems auf dem abgeschlossenen Zeitintervall [0, ¢]. Da wir uns in endlichen
Dimensionen und auf einem kompakten Zeitintervall befinden, folgt daraus die Existenz einer Zahl
a € R, a > 0, sodass fur die logarithmische Norm von gy gilt u(gy) = —a. Fir a > 1 erflllt
dies die gesuchte Voraussetzung des Theorems 6, fiir 0 < a < 1 ergibt sich die gesuchte Schranke
durch Neuskalierung in (3.14): Multiplikation beider Seiten mit é und Verwenden der neuen Konstanten
€neu = ¢ UNd dpey := % statt e und d beschreibt ein aquivalentes System wie das urspriingliche (3.14),
erflllt jedoch nun u(g)) < —1 und die Aussagen des Satzes gelten analog flir das neu skalierte ¢, das
ja ohnehin beliebig klein werden soll.

Bleibt noch zu zeigen, dass das reduzierte Problem, also

Z] = f(y7 )‘)
0= cG(y1)j1 + d(G(y) i + GM () (F(y) — G(y1)TN)),

aquivalent zum unregularisierten Problem, in gleicher Schreibweise dargestellt

0= G(y1)1,

ist. Da jeweils die ersten Zeilen identisch sind, missen also die zweiten Gleichungen &quivalent sein.
Nutzt man, dass

2 Gly)e = Glu)ya + Clun)ie

dt
= Gy)y2 + Gy) (M~ (y)(F(y) — Gy)"))

und substituiert die Funktion u(t) := G (y1)y2, bleibt somit die Aquivalenz

0=u (3.44)
~
0= cu+di (3.45)

zu zeigen. Da (3.45) eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten ist, lasst sich die
Losung direkt ablesen als u(t) = u(0)e ‘d. Setzt man die Definition von u ein, erhalt man den An-
fangswert u(0) = G(y1(0))y2(0). Da zumindest die Anfangswerte fiir y im Modellproblem die Zwangs-
bedingung (3.44) erfillen missen, ergibt sich «(0) = 0 und damit hat (3.45) die eindeutige Lésung
u(t) = 0, was gerade (3.44) entspricht. Damit ist die Aquivalenz von (3.44) und (3.45) und folglich
die Aquivalenz der reduzierten Lésung mit der unregularisierten Lésung des Modellproblems gezeigt.
Somit ist Lemma 6 anwendbar. Der Fall kK = 1 liefert also eine Regularisierung, mit der die Lésung
des Problems fir e — 0 gegen die Lésung des unregularisierten Problems konvergiert (zumindest fir
t > 0).

Fir N = 0 in Theorem 6 und nach dem soeben gezeigten, ist die Aussage aus [Dep13] fir den
Fall Strong Damping bewiesen, namentlich, dass die Lésung der durch Strong Damping regulari-
sierten Differential-Algebraischen-Gleichung in einer e-Umgebung um die Lésung der urspriinglichen
Differential-Algebraischen-Gleichung liegt.

3.3 Sonderfall x = 0.5, Principal Damping

Wie bereits erwdhnt, erwies sich der Fall & = 0.5 als unerwartet schwierig. Zwar lassen diverse Theo-
reme (insbesondere das oben verwendete Theorem 6) flir singular gestérte Probleme auf der rechten
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Seite noch eine Abhangigkeit von € zu, also es sind Probleme der Form

Y= f(yv)\aﬁ)

erlaubt, allerdings unter der Einschrankung, dass die e-Abhangigkeit, insbesondere im Grenzbereich
e — 0, glattist. In unserem Fall ist dies jedoch nicht gegeben, da sich bei k = 0.5 auf der rechten Seite
der zweiten Zeile der Term /e ergibt (nicht stetig differenzierbar im Punkt e = 0). Die Problematik
einer singular gestdrten Differentialgleichung mit mehr als zwei verschiedenen e-Potenzen innerhalb
der selben Gleichung ist, von besagter erlaubter glatter Abhangigkeit abgesehen, in der

Literatur nicht auffindbar. An der zusatzlichen e-Potenz, /¢, scheitern diverse naheliegende Ansétze,
ein zu Theorem 6 &quivalentes Lemma auch fir diesen Fall zu beweisen ebenso wie der Versuch, eine
Fehlerabschatzung zwischen den Fallen k = 1 und x = 0.5 zu erhalten (mit der Absicht, hierdurch
eine Uberzahlige e-Potenz eliminieren zu kénnen).

Im ersten nun folgenden Abschnitt wird dargelegt, welche Schwierigkeiten sich dabei ergeben, ein
zu Theorem 6 analoges Theorem fiir singuldr gestérte Probleme der Form des Principal Damping
herzuleiten. Das gréf3te Problem hierbei ist, dass die logarithmische Norm von g, nun nicht mehr
durch eine von e unabhangige negative Konstante abgeschatzt werden kann, sondern den Faktor /e
erhalt. Um dies zu kompensieren, missen starke Zusatzbedingungen an die Differential-Algebraische-
Gleichung und ihre Lésung gestellt werden, die nur schwer zu erfiillen oder nachzuweisen sind.

Im zweiten Abschnitt wird gezeigt, wie sich dieses Problem umgehen lasst. Die spezielle Struktur
des Modellproblems wird dazu ausgenutzt, das Problem durch Einflihren einer weiteren Variable auf
eine Form zu bringen, auf welche sich Theorem 6 anwenden lasst. Dies flihrt zu einer allgemeinen
Aussage Uber die Konvergenz des als Principal Damping regularisierten Modellproblems, fir die sich
nur zusatzliche Bedingungen an die Wahl der Parameter ¢ und d ergibt. Die Kernaussage hierflr ist
schlieBlich Korollar 4.

3.3.1 Direkte Modifikation von Theorem 6

Die in (3.44), (3.45) gezeigte Aquivalenz ermdglicht es, eine modifizierte Variante von Theorem 6
zu zeigen, allerdings unter starken zusatzlichen Einschrankungen. Insgesamt ist dies ein Phanomen,
welches sich durch jegliche zu diesem Thema auffindbare Literatur zieht: Flr den Fall einer singular
gestorten Differential-Algebraischen-Gleichung, die nicht exakt die Standardform besitzt, werden star-
ke zusatzliche Annahmen gefordert. Am weitesten verbreitet ist hierbei die Annahme, dass die Lésung
der regularisierten Differential-Algebraischen-Gleichung von e unabhangig beschréankt ist. Diese Ei-
genschaft ist der Differential-Algebraischen-Gleichung im Allgemeinen nur sehr schwer nachzuweisen
und erlaubt letztlich nur a posteriori Rickschlisse bei der Losung: Ist die Lésung unabhangig von e
beschrankt, dann ist sie auch konvergent.

Ziel ist es zunachst, wieder eine Potenzreihenentwicklung der Lésung der Differential-Algebraischen-
Gleichung zu bestimmen, deren Koeffizientenfunktionen eindeutig bestimmt sind. Der Ubersicht halber
hier zunachst nochmals die zu I6senden Gleichungen:

Die singulér gestoérte Differentialgleichung lautet, in angepasster Notation

U1 = Y2 =: fi(y, \)
g2 =M (1) (Fy) — Gy1)"N) =: fa(y, \)
A= € Gl +L d(Cln)yn + CM N (E() — Glu)™N).

€ N — €

—9(y) —h(y\)
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0O.B.d.A. seien ¢ = d = 1, die Sonderfalle ¢ = 0 oder d = 0 entsprechen ohnehin keinem Kelvin-Voigt-
Kérper (Federkonstante 0 oder keine viskose Dampfung). Damit liegt nach Multiplikation mit € in der
zweiten Zeile die Differentialgleichung

y=fly,\) (3.46)
= g(y) + Veh(y, \) (= o) + Vea()) (3.47)
mit der zugrunde liegenden Differential-Algebraischen-Gleichung
y=rf(yAN (3.48)
0=g(y) (3.49)

vor. Diese ist nach (3.44), (3.45) aquivalent zur Differential-Algebraischen-Gleichung (3.15), (3.16).
Beginnen wir wie bei Strong Damping mit einem Potenzreihenansatz, diesmal aufgrund der anderen
Problemstruktur allerdings in der Form

y=> uive, (3.50)
A=Y nve. (3.51)
i=0

Einsetzen in (3.46), (3.47) und Taylorentwicklung um den Entwicklungspunkt (yo, Ag) ergibt

Zyz\[ f(yo, Ao) + £y (Yo, Mo) <Zyz >+f,\ Y0, o) (ZAJ)—%O( (fyy---))

=0

Z)\ \/H‘ y() +gy y[) (Zyz )-I-\[h(y(),)\o)

+ hy (40, Ao) (Zyz Z“) + ha(yo, M) (ZA f’“) +O(e(gyy--.)).
i=1

Der Koeffizientenvergleich liefert nun fiir ¢°

Yo = f (0, Xo),
0= g(yo)-

Dies ist unsere urspriingliche Differential-Algebraische-Gleichung vom Differentiationsindex 2, d.h.
nach zweifachem Ableiten der zweiten Zeile kann man dieses System zu einer expliziten Differential-
gleichung umformen, die nach Modellannahmen fiir f, g und insbesondere die nach Modellannahme
3 existierende Inverse von g, f) eine lokale Lipschitz-Bedingung erflillt, somit existiert nach dem
Satz von Picard Lindel6ff eine lokal eindeutige Losung, also sind yo und g auf einem beschrank-
ten Zeitintervall [0, ] in Abhangigkeit des Anfangswertes eindeutig festgelegt. Insbesondere folgt,
aufgrund der in (3.44),(3.45) gezeigten Aquivalenz von 0 = g(yo) zu 0 = g(yo) + %g(yg) (bei
vorausgesetztem Anfangswert g(yo(0)) = 0), dass nach Wahl eines geeigneten Anfangswertes fir yo
der Anfangswert fiir \g festgelegt ist, da dies der e-Potenz nullter Ordnung des Falles Strong Damping,
also (3.18), (3.19), entspricht. (Von der Notation: Das g(y, A) im Falle Strong Damping entspricht hier

9(y) + 9(y) = g(y) + by, \).

Der Koeffizientenvergleich fir /e ergibt:
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71 = fy(yo, Ao)y1 + fa(yo, Ao) A1, (8.52)
0 = gy(yo)y1 + h(yo, Xo) (3.53)

Dies ist im Grunde auch wieder eine Differential-Algebraische-Gleichung, wobei 4y und Ao oben bereits
bestimmt wurden. Insbesondere sind die g und h Terme auf der rechten Seite der zweiten Zeile bereits
bestimmt als Funktionen ¢ (t) bzw. c2(t). Ableiten der zweiten Zeile ergibt

0= c1(t)yr + c1(t)yr + éa(2)

221 (w1 + 9y (wo)yr (Fy (W0, 2o)yn + Fr (5o, Ao) M)
= c(t,y1, M) + gy(y0) fr(yo, Xo) A1,
—_—

invertierbar nach Modellannahme 3

hierbei steht ¢ ebenfalls fir eine Funktion von bereits bekannten Argumenten. Damit ist die zweite
Gleichung nach Ableiten nach \; auflésbar, Einsetzen in die erste Zeile legt schlieBlich y; und A; in
Form einer DGL fest.

Der Koeffizientenvergleich fir e ergibt

U2 = fy(yo, Ao)y2 + fr(¥o, o) A2 + ¢(yo, Y1, Ao, A1),
Mo = 9y (10)y2 + (Yo, y1, Ao, A1)

Alle Funktionen bis zum Index 1 sind bereits bestimmt, d.h. auch dies ist wieder eine Differential-
Algebraische-Gleichung, die zweite Zeile lasst sich ganz analog zu oben ableiten (wieder ergibt sich
der Term giy(yo, Ao)fx(Y0, Ao)A2), damit ist auch hier y2 und A2 eindeutig bestimmt und die ganze
Iteration geht so weiter:

U = fy(yo, 20)y; + fa(yo, Ao) A2 + &5 (Yo - -+, Yj—1, A0y - - s Aj—1)
)‘j—Q = gy(y())yj + %(yo, ces Yi—1, )\07 ) )\j—l)

Immer ergibt sich eine Differential-Algebraische-Gleichung, deren zweite Zeile nach Ableiten nach dem
entsprechenden \; auflésbar ist, da dies immer in der Form g1, (v0, Ao) f (%0, Ao)A; vorkommt.
Analog zum Fall Strong Damping kann dieser Ansatz in der Form

(40) =5 (40) -5 ()

erweitert werden, wobei die y; und \; die oben bereits fiir spezielle (fir A passende) Anfangswerte
bestimmten Koeffizientenfunktionen sind. Einsetzen in (3.46),(3.47) ergibt

f} Vet + 2 véiy (22
(-

(St () £ ()



sowie

zm +\/Zf‘cg< )

%,_/
=g(--)+Veh(...)

SHIE))
o (E o v () £ ()

Ersetzt man wieder \% durch &, folgt

zwm (zw EE) + vy €) fjw AV +<j<f>)>
- f (2_; ﬂyxﬁs),; ﬁ%(ﬁf)) :
sowie
&iﬂ@(é)
—g(Z\/ (yi(Ve€) + Ven; (&) ) Veh iﬂyzm f}f‘x fs)

+\[h<2\/ yz \[5 +\[77] Z GZ \[5 +CJ >_Q<Z\/ﬂyz ff)

=0
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Taylorentwicklungen zunéchst der Funktionen f, g und A um die Entwicklungspunkte (y0(0), Ag(0) +

Co(&)) respektive (yo(0), A\o(0)) und anschlieBend von y und A um 0 ergeben:

iﬁ"m(@

= [(50(0), 20(0) + Co(€)) + fy(40(0), 20 (0) + Go (& (ZW yi(Ve€) + Ven; ))—y0(0)>
+ Fa(50(0), 20 (0) + Go(€ (Zf i(Ved) +¢(9)) - <0>>

— f(50(0), 20(0)) = fy (0(0) (Zf‘yz (Vee) - ())

— ao(0) (Zm (Ve€) - ()>+0(6(fyy---))
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= [(¥0(0), 20(0) + o (€)) — f(y0(0), Ao(0))
+ fy(y0(0), Ao (0) + Co(€ (Z\ft yi(0) + Ve€5:(0)) +ZJO(0)\@5+Z\/?H77@'(§)>

+ /a(0(0), 20(0) + Go(€ (Zf( +\f§/\()>+\/§>\o +Z\[Cz >

— fy(%o(0 (Z\f ;(0) + V€5 (0)) +?Jo(0)\@§>
— falyo(0 (Z\fl( +\f§)\())+ﬁ§}\0(0)>+0(6(fyy---))
Ved Ve
=0

= 9(y0(0)) + g4(30(0 (fo yi(VEE) + Ven;(9)) —3/0(0)>

+f< (50(0), Ao (0) + Go(&)) + hy (30(0), 20(0) + o (€)) @ VE (V) + Ven; () —y0(0)>>

+ Ve (y0(0), Ao(0) + Co(€ <Z\f i(Ved) + () — (0)—C0(§)>

— 9(y0(0)) — gy (y0(0 (Z Ve ui(Ve€) — (0 )) Veha(yo(0), (Z\fA (Ve€) = Xo(0 ))

Ve <h<yo<o>,Ao<o>> + Ry (50(0), Ao(0) (z_; Veyi(vee) - yo(o))) +0 (¢ (g )
Zw“m ) + Ve (A(y0(0), o(0) + Co(€)) — A(yo(0), Xo(0)))

+ Vehy(yo(0), Ao(0) + Co(§ (Z\f ¥i(0) + Ve€gi (0 ))+yo(0)x/éé+§j\/?“m(£))

+ Vel (o(0), Xo(0) + Go(€ (Z\f( )+ Veehi(0)) + vegho(0 +ZW@ )

— V/ehy (o (0 (fo yi(0) + v/e€5i(0 ))+yo(0)ﬁ§)

— Veha(yo(0 (Z Ve ((0) + VeENi(0)) + ﬁi%(@) +0 (2 (gyy )

Hier kann man wieder einen Koeffizientenvergleich durchfiihren. Da in der zweiten Gleichung keine
e-Potenz der Ordnung Null vorkommt, kann man diese komplett durch /e teilen und erhalt danach
insgesamt fUr die nullte Potenz:

1m0(§) = f(30(0), Ao(0)
(&) = gy(y0(0))mo(€)

Co(€)) = f(0(0), 20(0)) (3.54)

+
+ h(y0(0), A0(0) + Co(£)) — A(50(0), X0 (0)). (3.59)
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Hierbei ergibt sich allerdings der im Vergleich zum Fall Strong Damping gravierende Unterschied,
dass in der Differentialgleichung fiir {y ebenfalls 79 vorkommt und umgekehrt, eine Abschatzung wie
oben ist daher nicht ohne Weiteres méglich. Immerhin ist die Differentialgleichung (3.54), (3.55) nach
Modellannahmen fir die diversen Funktionen lokal Lipschitz-stetig und besitzt damit eine eindeutige
Losung. Fur die Wahl der Anfangswerte 19(0) = (p(0) = 0 ist diese gerade die Nullfunktion. Damit
kann man Theorem (6) mit allerdings sehr eingeschrankter Aussage anwenden:

Korollar 3 Konvergenzbeweis im Falle Principal Damping bei geeigneter Wahl der Anfangswerte
Gegeben sei das Problem (3.46), (3.47) mit geeigneten Anfangswerten fiir y und dann durch (3.17)
festgelegten Anfangswerten fir \ und einer Lésung y, A auf einem Zeitintervall [0,t]. In einer von
€ unabhdngigen, hinreichend groBen Umgebung um die Ldsung yo, Ao des reduzierten Problems
(3.48),(3.49) mit den selben Anfangswerten gelte insbesondere Modellannahme 3, auBerdem p(hy) <
—1 und g(y) = O(Ve(y — yo)). Dann ist die Lésung von (3.46), (3.47) fiir hinreichend kleines e lokal
eindeutig und erflillt

Beweis: Der Beweis folgt ganz analog zum Beweis von Theorem 6 mit N = 0. Aufgrund der anderen
Struktur der zugrunde liegenden Differential-Algebraischen-Gleichung, insbesondere weil

(1(gx + Vehy) = Veu(gy) < —ve (3.56)

nicht wie oben durch eine von e unabhangige, negative Konstante abgeschatzt werden kann, wird die
zusatzliche Voraussetzung g(y) = O(\/e(y — yo)) bendtigt. Einsetzen des Ansatzes (yg, A\g) in die
Differentialgleichung ergibt diesmal

jo(t) = f(wo(t), Mo(t)) + O(e")
eholt) = g(yo(t)) + Veh(yo(t), Ao(t)) + O(e")
und damit, im Vergleich zu einer Lésung y, A der regularisierten Differential-Algebraischen-Gleichung,
Jo(t) — o' (t) = F(yo(t), ho(1) — F(y(1), A(1)) + O(e")
e (o= A®) = 9(u0() = gy(®) + Ve(h(yo(t), do(t)) — hly(t), A1))).

Hiermit kann man wiederum fir ||yo — y|| und ||Ao — A|| die Dini-Differentialgleichungen aufstellen.
Wegen (3.56) und nach Annahme ¢g(y) = O(\/e(y — yo) ergibt sich somit wie oben das Dini-
Differentialgleichungssystem

Dy lyo(t) —y@)| < La [lyo(t) — ()] + La | o(£) — A(B)]| + Cre
Dy [Mo(t) = AN < VeLs [lyo(t) = y(B)] = Vellro(t) = A)]| + Cae

mit der dazu gehérigen Differentialgleichung

()= () (1) (5%

Diese hat partikuldre, konstante Lsungen analog zu oben, aber der GroBenordnung O(+/€). Die ho-
mogenen Losungen bendtigen die Eigenwerte der Matrix

Ly -1 |-
Ve Ve
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Dies ist gerade die Matrix aus dem Fall Strong Damping mit /e statt €, entsprechend ergeben sich
wieder ein negativer und ein in € beschrankter Eigenwert, damit insgesamt Lésungen flr « und v der
GroBenordnung O(+/€), welche nach Theorem 3.3 die Aussage des Satzes beweisen.

|

Damit ist, allerdings unter genauer Festlegung der Anfangswerte und mit einer in der Praxis schwer
vorherzusagende Voraussetzung fir g(y), ein zu Theorem 6 analoges Theorem auch fur den Fall
Principal Damping gezeigt.

3.3.2 Transformation des Problems

Eine letztlich erfolgreichere Herangehensweise an das Problem Principal Damping, ist die Uberfiihrung
der regularisierten Gleichung in eine andere Form, auf die Theorem 6 angewendet werden kann.
Dieser Ansatz geht auf eine grundlegende Idee von Herrn Prof. Dr.-Ing. Alexander Fidlin zurlick.

Betrachten wir hierfur das als Principal Damping regularisierte Modellproblem. Dieses hat nach Trans-
formation analog zum letzten Abschnitt die Form

y=f(y,\) (3.57)
ed = cg(y) + Vedh(y, \). (3.58)

Hierbei entspricht g(y) dem urspriinglichen Term G(q)¢ aus dem Modellproblem, sowie h(y, A\) =
gyf = 9,9 = g(y). Insbesondere entspricht das im Falle Strong Damping verwendete g in dieser
Notation dem Term cg(y) + dh(y, \).

Zunachst wird dieses Problem durch Neuskalierung von e auf die Form el = g+ \@E] gebracht. Hierfar
wird Gleichung (3.58) mit d?/c? multipliziert, wir erhalten

2 2
4= L) + Ve h(w. ).

Einflhren des neu skalierten ene, := %e fihrt nun zur gewlnschten Form

2

. d
€neu = — ( +\/€neu h(y7 )

Damit ist gezeigt, dass fiir beliebige Parameterwahl ¢, d > 0 die Gleichung (3.58) auf die Form e =
g+ \@ iberfilhrbar ist. Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir deshalb 0.B.d.A. in (3.58) ¢ = d = 1.
Spater wird lediglich von Bedeutung sein, dass in dieser Notation gilt h) = —%GM”GT mit den
Matrizen GG und M aus der Definition des Modellproblems.

Nach wie vor stért die zusatzliche e-Potenz. Um diese zu eliminieren, fiihren wir eine neue Variable
ein:

0 := eh — h(y, \) + v(\) (3.59)

Hierbei ist () eine noch frei zu wahlende Funktion, wie sich herausstellen wird, ist y(A) = —\
geschickt. Fir die neue Unbekannte 6 folgt nun:

Vel = e — Ve (hly A) —y(N))

CE () + Veh(y, ) — Ve (h(y, A) — 7(N))
= g(y) + Vey(N).
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Einmaliges Differenzieren liefert

Ved = gy (y)y +ven (M)A
——
=h(y,\)

“Zhy, A) + 1N (0 + h(y, A) —7(V)).
Die Wahl v(\) = —\ fuhrt zu

Vel = h(y, \) — (0 + h(y,\) + \)
=—0- A\

Dies, (3.57) und (3.59) ergeben zusammen das singular gestérte Problem

gy =1
VEX =0+ h(y,\) + .
Ve =—0—\
Fasst man 6 und \ zu A zusammen, ist dies ein singular gestdrtes Problem in der bekannten Form
. _ 7:\
{y - ~(y N) . (3.60)
Ver =3q(y,A)

Diese Funktion g Gbernimmt samtliche Glattheitsannahmen von h. Die zugrunde liegende Differential-
Algebraische-Gleichung hat die Form

v = f(y,\)
0="0+h(y,\)+ A
0=—6—\

Einsetzen der dritten Zeile in die zweite ergibt

0=nh(y,\) (=g(y)).

Dies ist aquivalent zur urspriinglichen Differential-Algebraischen-Gleichung

0=g(y),

da bei konsistenten Anfangswerten gilt g(yo) = 0, also die Bedingung 0 = h(y, \) = g(y) zu g(y) =0
aquivalent ist. Dies wurde bereits im Falle Strong Damping bei (3.44), (3.45) bewiesen.

Bleibt zu zeigen, dass g5(y, A) in Lésungsumgebung eine negative logarithmische Norm besitzt, um
Theorem 6 anwenden zu kénnen. Es gilt

s = (PPN ) <

Damit ergibt sich

0 -2-1
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Es verbleibt also zu zeigen, dass die Eigenwerte von hy(y, ) + hy(y, )7 Kleiner als —2 sind. Ist dies
gezeigt, lasst sich Theorem VI1.3.2 aus [Hai10] direkt anwenden, die einzige Modifikation ist /¢ statt €.
Betrachten wir hierflr h). In der hier verwendeten Notation gilt

2
ha(y, \) = —%G(y)M(y)_lG(y)T-

Im Fall Strong Damping wurde bereits nachgerechnet, dass —GM ~'GT symmetrisch und negativ
definit ist. Damit ergibt sich

() (1 SCWME) G 0
(s (0:3)) = 0 1
d2 —1 T
=max ¢ —1,p {1 - —G(y)M(y)~ G(y)
d -1 T
= max 3 =114+ —u (=Gy)M(y)"'G(y)") -
Damit ergibt als Bedingung fiir unser Modellproblem in einer Lésungsumgebung:

(@) <0 & —p(-GMET) > 5

Hiermit kdnnen wir Theorem 6 nutzen, um die Aussage aus [Dep13] mit Einschrankung an die Para-
meter auch fur den Fall Principal Damping zu beweisen.

Korollar 4 Konvergenzbeweis im Falle Principal Damping bei geeigneter Wahl der Parameter
Gegeben sei das Modellproblem in der Form (3.57),(3.58) und erfiille alle Modellannahmen. Es seien
Anfangswerte in der Form

o

y(0) = €2y?

1=0

A0) =D €A
1=0

gegeben. In einer von € unabhidngigen Umgebung um die Lésung yo, Ao des reduzierten Problems
gelte

—pu(~GMT'GT) > =

o (3.61)

insbesondere liegen die Anfangswerte y8, )\8 in dieser Umgebung. Dann besitzt (3.57),(3.58) auf einem
Zeitintervall [0, t] eine eindeutige Lésung der Form

y(t) = yo(t) + O(Ve),
A(t) = o(t) + O(Ve).

—~
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Beweis: Wie gezeigt wurde, ist das Problem (3.57),(3.58) aquivalent zu (3.60). Hierbei sind die An-
fangswerte fir 6 aus (3.59) festgelegt, weiterhin ist das reduzierte Problem von (3.60) &quivalent zur
urspringlichen Differential-Algebraischen-Gleichung. AuBerdem wurde gezeigt, dass das Erflllen von
(3.61) impliziert, dass g5 negativ ist. Mit Substitution von € durch /e sind damit alle Voraussetzungen
fir Theorem 6 mit € erfiillt. Das Theorem liefert mit N = 0 die Existenz einer eindeutigen Ldésungen
der Form

y(t) = yo(t) + O(8),
A(t) = o(t) + O(8),
0(t) = Oo(t) + O(&).

Ricksubstitution von € ergibt fir y und X die Aussage des Korollars. O

Bemerkung 3 Die Erfiillung von (3.61) impliziert zundchst nur die Existenz einer negativen oberen
Schranke fiir j1(g5). Fdr Theorem 6 wird eigentlich die obere Schranke —1 bendtigt. Dies ldsst sich
jedoch ganz analog zum Fall Strong Damping durch Neuskalierung des Problems (3.60) erreichen.
Wichtig ist in diesem Kontext nur, dass es eine von e unabhédngige negative Schranke gibt.

Weiterhin stellt Korollar 4 keine Verallgemeinerung von Theorem 6 dar, da die Darstellung der Neben-
bedingung in der Form 0 = g(y) + v/eg(y) entscheidend ist. Fiir Probleme in der allgemeinen Form
(8.57), (3.58) und ohne die Eigenschaft % g9(y) = h(y, \) ist das Korollar 4 nicht anwendbar. Hierftir

ist Korollar 3 verwendbar, allerdings unter deutlich schéarferen Zusatzbedingungen.

3.4 Runge-Kutta-Verfahren fir Principal Damping und Strong Damping

Die bisher gezeigten Resultate fiir Principal Damping und Strong Damping beinhalten nur eine ana-
lytische Betrachtung der Losung. Zwar wurde gezeigt, dass die Lésungen der regularisierten Proble-
me gegenulber der Lésung der urspringlichen Differential-Algebraischen-Gleichung einen Fehler der
GroBenordnung O(e), respektive O(+/¢) besitzen, jedoch fuihrt die Regularisierung zu steifen Differen-
tialgleichungen. Dies kdnnte bei einer numerischen Lésung der Probleme die gewonnenen GréBenord-
nungen in e zunichte machen. Allerdings gibt es Runge-Kutta-Verfahren, die diese GréBenordnungen
erhalten. Aussagen hierliber macht ein Theorem aus [Hai10], welches an dieser Stelle zitiert wird.

Hierflr wird allerdings noch die Definition von A-Stabilitat benétigt.

Definition 3.5 A-Stabilitat

Gegeben sei die Differentialgleichung y = ay, wobei « einen negativen Realteil besitze.

Ein numerisches Verfahren hei3t A-stabil, falls dessen numerische Lésung dieser Differentialgleichung
bei beliebiger aber konstanter Schrittweite beschrankt bleibt.

Damit Iasst sich folgendes Theorem formulieren:

Theorem 7 Korollar VI1.3.10 aus [Hai10]
Gegeben sei das Problem (3.1) mit 11 (g») < —1. Zu gegebenen Anfangswerten (y(0), A(0)) existiere
eine eindeutige, glatte Lésung (y, \). Auf dieses werde das s-stufige, A-stabile Runge-Kutta-Verfahren

c| A
bT
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mit Ordnung p und Stufenordnung q < p angewendet, wobei A nur Eigenwerte mit positivem Realteil
besitze. Weiterhin gelte fir die Stabilitédtsfunktion R des Runge-Kutta-Verfahrens, dass |R(c0)| < 1.
Dann gilt fiir den globalen Fehler nach n Schritten mit Schrittweite h:

yn — y(nh) = O (h?) + O (eh?*)
An — A(nh) = O (h4T1)

Ist die Methode weiterhin steif-genau, also as; = b; firi = 1,. .., s, so folgt zuséatzlich

An — A(nh) = O (B?) + O (eh?) .

Bemerkung 4 Mit diesem Theorem ist gezeigt, dass sich fiir hinreichend kleine Schrittweite h
zundchst beim Fall Strong Damping die FehlergréBenordnung € von der analytischen Lésung auf die
numerische Lésung (bertragt. Im Falle Principal Damping muss hierflir wieder der Umweg liber g aus
Kapitel 3.3.2 mit Substitution von ¢ gegangen werden. Damit folgt in diesem Fall die GréBenordnung
/€. Diese GréBenordnungen sollten damit im ndchsten Kapitel durch numerische Experimente mit
Runge-Kutta-Verfahren verifiziert werden kénnen.



Kapitel 4

Numerische Experimente

In diesem Kapitel werden die Aussagen der vorherigen Kapitel durch ein vergleichsweise anschauli-
ches numerisches Beispiel Uberpruft. Von besonderem Interesse sind die Konvergenzordnungen von
Runge-Kutta-Verfahren fir Differential-Algebraische-Gleichungen. Hierfir werden drei Kollokationsver-
fahren (implizites Euler-Verfahren, sowie das zwei- und dreistufige RadaullA-Verfahren) auf die unre-
gularisierte, Differential-Algebraische-Gleichung angewendet. Weiterhin wird das Fehlerverhalten der
Regularisierungen Strong und Principal Damping untersucht. Zunachst wird das betrachtete numeri-
sche Modellbeispiel aufgestellt und auf die Erfallung aller Modellannahmen Gberprift.

4.1 Versuchsaufbau

4.1.1 Modellproblem

Als relativ einfaches Beispiel eines Mehrkdrpersystems wird die bereits in [Dep13] betrachtete, rei-
bungsfrei auf einer planen Ebene im Erdgravitationsfeld rollende Scheibe herangezogen, siehe
Abb. 4.1.

Die Bewegung dieser rollenden Scheibe wird vollstandig durch die 5 eingezeichneten verallgemei-
nerten Koordinaten ¢ := (x,y, «, 3,7) beschrieben, wobei = und y in der x| gy ap-Ebene des La-
borsystems liegen, x parallel zur Scheibenebene ist und y senkrecht zu x. Die Scheibe werde als
zweidimensional mit homogener Massenverteilung betrachtet, ihr Radius sei R, ihre Masse m.

Mit diesen verallgemeinerten Koordinaten lassen sich die kinetische und potentielle Energie aufstellen.
Damit ergeben sich, wie im Grundlagenkapitel beschrieben, mit dem Lagrangeformalismus die Bewe-
gungsgleichungen. Zunachst stellen wir den Term flr die kinetische Energie auf, diese setzt sich aus
der kinetischen Energie des Masseschwerpunktes (Mittelpunkt der Scheibe, abgekirzt mit ,CM* fir
,Center of Mass“) und der Rotationsenergie der Scheibe im Schwerpunktssystem zusammen. Aus der
Skizze lassen sich die Koordinaten des Masseschwerpunktes im Laborsystem ablesen:

TLab cos(a)z — sin(a)(y — sin(B)R)
Tlab = | YLab = | sin(a)z + cos(a)(y — sin(S)R)
2Lab / oy cos(B)R

Entsprechend gibt sich flr die kinetische Energie des Masseschwerpunktes

1 .
T R
Eyincm = 3 LabM TLab-

Die Rotationsenergie ist gegeben durch
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Hierbei ist .J der Tragheitstensor, in unserem Fall (homogene Kreisscheibe) der Form
00
J=mR*[ 010
1
003
und w ist der Vektor mit den Winkelgeschwindigkeiten um die jeweiligen Haupttragheitsachsen. Diese
lassen sich auch wieder aus der Skizze ablesen als
B
w= |4 +sin(B)a
cos(f)a

Die gesamte kinetische Energie ist dann Eyjn cm 4 Erot- Die Potentielle Energie ist ausschlieBlich durch
die Gravitation gegeben, sie berechnet sich aus der Héhe des Masseschwerpunktes und mit der Gra-
vitationskonstante g = 9.81N/kg, also

Epot = mgR cos ().

Setzt man dies in (1.6) ein, ergibt sich nach langerer Rechnung die ebenfalls in [Dep13] aufgestellte
Bewegungsgleichung M(q)i = F'(q, ¢), wobei

M(q)
1 0 Rsin(B) —y 0 0
0 1 x —cos(B)R 0
=m | Rsin(f) —vy x r? — # cos(8)? + y* + # — 2Rysin(B) —z cos(B)R %2 sin 8
0 —cos(B)R —zcos(B)R 5R? 0
0 0 B sin(B) 0 s

und

(2 — 26R cos(B) + ax)
—R(é2 + B2) sin(8) — 26vi: + 62y
F(q,q) =m | —3(5sin(8)aR + Ry — 4éy)BRcos(8) + R(2ay — B*x)sin(B) — 2a(vi + yy)
R(3(5sin(B)aR — 4y + 8% + 2R4)d cos(B) + gsin(B3))
—%2(1 cos(B)B.

Nun zu den noch fehlenden Zwangsbedingungen: Ein ,reibungsfreies” Rollen bedeutet hier, dass die
Geschwindigkeit des Auflagepunktes (beschrieben durch «,x und y) im Laborsystem mit der Be-
wegung der Scheibe Ubereinstimmt. Die Zwangsbedingung, dass die Scheibe immer auf der Ebene
bleibt, diese nie verlasst oder durchdringt, ist durch die Wahl der verallgemeinerten Koordinaten be-
reits gewahrleistet. Bestenfalls kdnnte noch verlangt werden, dass 8 € [—m,x]). Dies flhrt zu den
Bedingungen

T = Ry+ya
Y = —xC.

Anschaulich dirfen sich x und y nur genau so andern, wie es durch Rollen (R+) oder Drehen der
Scheibe im Winkel « (yé und —x¢) erreicht wird. Somit 1asst sich die Matrix G = G(q) aufstellen als

_(10-y0-R
G(q)<o1 z 00 )

da damit G(q)q gerade obige Bedingungen ergibt.
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ZLabor

ZLabor

Abb. 4.1: Rollende Platte

Nun zum Uberpriifen der Modellannahmen 1 bis 5. Als Erstes gilt es zu verifizieren, dass die Matrix
M (q) in hinreichender Lésungsumgebung symmetrisch und positiv definit ist. Aus physikalischer Sicht
ist die positive Definitheit offensichtlich, da die kinetische Gesamtenergie des Systems durch 77 M ()3
berechnet wird und die kinetische Energie immer positiv ist. Dennoch wird es hier zum Test Gberprift.
Die Symmetrie der Matrix ist offensichtlich, fir die positive Definitheit kann das Hauptminorenkriterium
genutzt werden. Die finf ausgerechneten und vereinfachten Hauptminoren lauten

1. m,

2. m,

3. m (2 — cos(B)?),

4. mI (2 = cos(B)2) (5 — 4cos(8)?),

5. m%j cos(B)? (5 — 4 cos(B)?).

Diese sind unabhéngig von den eingesetzten Werten positiv, damit ist M (q) in jeder beliebigen
Lésungsumgebung positiv definit. Weiterhin hat G(¢) dank der ersten beiden Spalten ebenfalls un-
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abhangig von ¢ den vollen Rang 2. Fiir Modellannahme 3 gilt, dass

O i) 2 (6 M) (Fla,d 1 _ (9G()d L
<8(q,q)G(Q)q>a>\(qu(Q) Y (Flg,4) — G(9)"N)) —< 9 ,G(q)> (0, ~M(g)"'G(g)")

= —G(q)M(q)"'G(q)".

Dies ist, wie in (3.43) gezeigt, negativ definit, damit eine quadratische Matrix von vollem Rang, also
invertierbar. Weiterhin sind die Abhangigkeiten von F, M und G von ¢ und ¢ polynomiell, damit hin-
reichend glatt, beschrankt und lokal Lipschitz-stetig in jeder beschrankten Umgebung. Daraus folgt
insbesondere M (q + dq) = M(q) + dM mit einem § M, fur das die Abschatzung ||dM || < ¢ ||dg|| mit
einer auf jeder beschrankten Umgebung von ¢ endlichen c gilt. Nutzt man Satz 4.50 aus [Pla10], folgt
auBerdem fir M (q)~ '

-1 -1 _
H@]\I(q) < limsup HM(Q + %) M(q)H
dq 5g—0 164]l
o)+ o) - M)
= lim sup
mst odl
112
swssp o 206M| [ M (@)
5q—0 |64l
5 oy 22191 [210)
6q—0 quH

<2c H]\I(q)*lH2 < 00

Damit folgen die restlichen Modellannahmen.
Weiterhin kann man —G(q)M (q)~'G(q)T berechnen um Bedingungen fir die Parameter ¢ und d fiir
den Fall Principal Damping zu erhalten. Es ergibt sich nach Vereinfachung der anfallenden Terme

~G(q)M(q)'G(g)" = <_03 Y ) .

5—4 cos(B)?2
Der maximal erreichbare Eigenwert hiervon ist —1, damit folgt als Bedingung % > 1. Im Folgenden
wird ¢ = d = 2 gewahlt. Weiterhin sei m = 1kg und R = 10cm.

Somit ist das Problem in der Form (1.7), (1.9) mit den Annahmen konform und kann wie beschrieben
nach Regularisierung oder direkt nach Umformung auf ein System erster Ordnung gel6st werden. Als
Anfangswerte werden zunachst ¢ und ¢ gesetzt als

5%
Q(O) - (070)0) @7 0)7

q(0) = (Bm,0,0,0,m),
und schlieBlich \(0) aus der Differential-Algebraischen-Gleichung berechnet (einmaliges Ableiten der

algebraischen Bedingung und Nutzen von Modellannahme 3 liefert eine nach A auflésbare Gleichung).

4.1.2 Die verwendeten Verfahren

Als Runge-Kutta-Verfahren mit der héchsten hier verwendeten Konvergenzordnug betrachten wir die
RadaullA5-Methode, ein 3-stufiges implizites Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 5 mit dem Butcher-
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Tableau

4—/6 88—7/6 296—169v6  —243v6

10 360 1800 225
446 | 296+1696 88476 —2-3v6
10 1800 360 225
1 16—/6 16+v6 1

36 36 9
16—/6 16+v6 1
36 36 9

Nachrechnen ergibt, dass die Verfahrensmatrix nur Eigenwerte mit positiven Realteilen hat. Da dieses
Runge-Kutta-Verfahren aquivalent zu einer Kollokationsmethode ist (vgl. [Hoc12], Kapitel 10), hat es
nach Korollar 1 also flirr unsere Differential-Algebraische-Gleichung mindestens die Ordnung 3. Direk-
tes Nachrechnen der Bedingungen aus Theorem 2 verifiziert dies, insbesondere sind B(1) bis B(5)
erfullt, allerdings nur C'(1) bis C'(3). Bei C'(4) gilt etwa

3

> " ay;c} = 0.0069 > f ~ 0.00014.

j=1
Dennoch folgt aus Theorem 2 eine Konvergenzordnung von 5 bzgl. der y-Komponente und nach wie
vor mindestens Ordnung 3 fiir die A-Komponente, da dieses Verfahren eine Kollokationsmethode mit
Konvergenzordnung 5 ist.
Dieses Runge-Kutta-Verfahren wurde, wie in [HLR89] und [Hai10] vorgestellt, bereits in Fortran-
Code mit Schrittweitensteuerung und einigen Optionen fir Differential-Algebraische-Gleichungen im-
plementiert und von Ch. Engstler in Matlab-Code Ubertragen. Diese Matlab-Implementierung wurde
fir die folgenden numerischen Experimente Gibernommen, sowohl fir die urspriingliche Differential-
Algebraische-Gleichung, als auch flr die regularisierten Probleme. Fir Tests der Konvergenzordnung
musste nur eine kleine Modifikation vorgenommen werden, um konstante Schrittweiten zu ermdgli-
chen.
Weiterhin untersuchen wir die beiden zu Kollokationsverfahren aquivalenten Verfahren RadaullA1 (im-
plizites Euler-Verfahren) und RadaullA3, also implizite 1 bzw. 2-stufige Runge-Kutta-Verfahren mit But-
chertableaus

und

Die Realteile der Eigenwerte ergeben sich als 1 bzw. 1/3 und sind damit alle positiv. Wiederum
kann man die Bedingungen B und C' nachrechnen und erhélt Mindestordnungen von 1 und 2. Eine
Verbesserung durch Aquivalenz zu einem Kollokationsverfahren ergibt sich im Falle des impliziten
Eulerverfahrens nicht, da damit bereits die volle Verfahrensordnung 1 ausgeschépft ist und Korollar
2 nur maximal eine Ordnung flr Differential-Algebraische-Gleichungen liefert, die der gewdhnlichen
Konvergenzordnung entspricht. Fir das RadaullA3 Verfahren ergibt sich jedoch eine Verbesserung
auf Ordnung 3 fUr die y-Komponente. Weiterhin sind alle RadaullA-Verfahren nach [Hoc12] A-stabil,
somit ist Theorem 7 anwendbar und die Verfahren sollten die e- bzw. /e-Abhangigkeit der Fehler der
regularisierten Losungen wiedergeben.
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Um die Verfahren auf Differential-Algebraische-Gleichungen anzuwenden, wurde dieser modifizierte
RadaullA5-Code mit konstanter Schrittweite und jeweils angepasster Verfahrensmatrix genutzt.

4.2 Ergebnisse

Nachdem alle Grundlagen und Theorie besprochen und das Modellbeispiel formuliert wurde, kbnnen
die numerischen Experimente durchgeflihrt werden. Zunachst die Lésung der unregularisierten
Differential-Algebraischen-Gleichung via Radau5-Code mit variabler Schrittweitensteuerung und
sehr geringer Fehlertoleranz (absolute und relative Toleranz 10_12). Dies wird im Folgenden als
Referenzlésung dienen.

—40

Abb. 4.2: Ldsung der Differential-Algebraischen-Gleichung

Hierbei sind alle Variablen geplottet. Man erkennt bei einigen eine periodische Bewegung, was zu
erwarten war fir eine Platte, die sich auf der Oberflache dreht. Um dieses etwas unibersichtliche
Ergebnis etwas anschaulicher zu machen und um zu testen, ob dieses Ergebnis physikalisch Sinn
machen kann, bietet sich als Test die kinetische und potentielle Energie an. Da die Differential-
Algebraische-Gleichung eine gleitreibungsfreie Bewegung darstellt und im Modellbeispiel keine
nichtkonservativen auBeren Krafte wirken, sollte die Gesamtenergie zeitlich konstant bleiben.

— Ekin

pot

- Ekin + Epot

Energie

0.5 1

Abb. 4.3: Erhaltung der Gesamtenergie

Wie erwartet ist die Gesamtenergie des Systems konstant. Weiterhin erkennt man auch hier das
Taumeln der Platte, die sich abwechselnd aufrichtet (hohe Potentielle Energie) und dann wieder kippt
(niedrige Potentielle, aber hohe kinetische Energie).



71

Nun kann man Uberpriifen, ob die Zwangsbedingung von der numerischen Lésung auch tatsachlich
eingehalten wird. Bei der Lésung der unregularisierten und unreduzierten Differential-Algebraischen-
Gleichung ist dies nach Konstruktion zu erwarten, da in jedem Schritt ein nichtlineares Gleichungs-

system inklusive der Zwangsbedingung geldst wird, wie man in Abbildung 4.4 sieht:
.10710

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Abweichung von 0

-2 4

Abb. 4.4: Verletzung der Zwangsbedingung bei Integration der Differential-Algebraischen-Gleichung. Zu sehen sind
beide Komponenten der Zwangsbedingung.

Von einigen wenigen Abweichungen in der GréBenordnung 10~ ' abgesehen, geht die Verletzung
der Zwangsbedingung im Rundungsfehler unter. Als Kontrast hierzu kann man die Differential-
Algebraische-Gleichung vor der Integration durch Indexreduktion, respektive Elimination der
A-Komponente nach (3.17) auf eine explizite Form bringen. Damit wird die Zwangsbedingung beim
Lésen des nichtlinearen Gleichungssystems innerhalb der Schritte des Runge-Kutta-Verfahrens nicht
mehr explizit berlcksichtigt. Die Verletzung der Zwangsbedingungen ist in Abbildung 4.5 zu sehen.

107°

o 2<
c
[e]
>
(@]
C
=]
M
©
()
=
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Abb. 4.5: Verletzung der Zwangsbedingungen nach Indexreduktion, beide Komponenten.

Es ergibt sich ein numerischer Drift, dank Verfahrensfehler und Rundungsungenauigkeit, durch welche
die Zwangsbedingung mehr und mehr verletzt wird, es also eine immer héhere Relativgeschwin-
digkeit der Auflageflachen zueinander gibt. Dies ist aus physikalischer Sicht verheerend, da das
der Differential-Algebraischen-Gleichung zu Grunde liegende physikalische Modell explizit keine
Relativgeschwindigkeit erlaubt. Die numerische Lésung ware damit bestenfalls Lésung einer Differen-
tialgleichung eines ganzlich anderen Typs (Gleitreibung).

Weiterhin interessant ist fir die folgenden numerischen Versuche noch der Schrittweitenverlauf der
Referenzldsung, um eine untere Schranke fir die Schrittweite bei den Konvergenzuntersuchungen zu
erhalten. Es ergibt sich folgender Verlauf:
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Schrittweite
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Abb. 4.6: Schrittweitenverlauf der Referenzlésung

Das Verfahren bendtigt bei sehr geringer Toleranz also Schrittweiten zwischen 10~* und 1073,
damit ist die untere Grenze fir einen Konvergenztest festgelegt. Die obere Grenze ergibt sich aus
praktischen Griinden als gréBtmdgliche Schrittweite, bei der das nichtlineare Gleichungssystem des
Verfahrens noch mit Gberschaubarer Schrittzahl des vereinfachten Newtonverfahrens geldst wird. Dies
ist, wie sich zeigt, etwa bei 10~ der Fall, da hier das Verfahren mehr als 200 Schritte der vereinfach-
ten Newton-Iteration bendtigt (Ein Ublicher default-Wert mit aktiver Schrittweitensteuerung ist 7). Damit
kénnen wir die Konvergenzordnung des Radau5-Codes anhand der Modell-Differential-Algebraischen-
Gleichung testen. Hierzu vergleichen wir das Ergebnis des Radau5-Codes bei verschiedenen
konstanten Schrittweiten mit dem Ergebnis der Referenzlésung in Abb. 4.2. Es ergibt sich fir die
y-Komponente Abb. 4.7. Die in den doppellogarithmisch aufgetragenen Plot eingepasste Gerade hat
hierbei die Steigung 4.82. Dies bestatigt die vorhergesagte Konvergenzordnung 5. Fihrt man Selbes
fir die A-Koordinate durch, zu sehen in Abbildung 4.8, erhalt man fir die Ausgleichsgerade eine
Steigung von 4.79. Zu erwarten wére eigentlich die Konvergenzordnung 3 gewesen, damit tbertrifft
der Radau5-Code bei diesem Modellbeispiel sogar die zu erwartende Konvergenzordnung fir die
A-Komponente.

10°
+ Berechnete Werte
_ —— Log-Fit
107t .
% % - - - Steigung 5
(0] (0]
& 102 5
g 10 g_
s s
L 107 ~
[ [
© _4 ©
g 10 &
< <
i 1075 ©
1076
1073 10!

Schrittweite Schrittweite
Abb. 4.7: Radau5 Konvergenzordnung der y- Abb. 4.8: Radau5 Konvergenzordnung der A-
Komponente Komponente

Als zweites Runge-Kutta-Verfahren wird das implizite Euler-Verfahren getestet, zu erwarten sind
Konvergenzordnung 1 fiir y- und A-Komponente.
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10! o + Berechnete Werte
10 — Log-Fit
% % - - - Steigung 1
() (0]
[ c
g 100 S
IS € —1
g g 1
= ~<
3 3
3 107" 8
§ 5 1072
1072 - e B e N
107° 1074 1073 107° 1074 1073
Schrittweite Schrittweite

Abb. 4.9: Impliziter Euler: Konvergenzordnung der Abb. 4.10: Impliziter Euler: Konvergenzordnung der
y-Komponente A-Komponente

Es ergibt sich eine Steigung der Ausgleichsgerade von 1.198 bei der y- und 1.379 bei der A-
Komponente, also in etwa das Erwartete. Bemerkenswert ist in diesem Kontext allerdings das
seltsame Verhalten des Fehlers der A\-Komponente im Bereich der Schrittweite 10, bei der ein im
Vergleich niedriger Fehler auftritt. Unabhéngig davon ist der Fehler allgemein um einige GréBenord-
nungen gréBer als beim RadaullA5-Verfahren, was ja aber auch zu erwarten war.

Nun zum RadaullA3-Verfahren, zu erwarten sind Konvergenzordnung 3 fir die y- und 2 fiir die
A-Komponente.

+ Berechnete Werte
—— Log-Fit
- - - Steigung 3

Fehler der y-Komponente

Abb. 4.11: RadaullA3: Konvergenzordnung der y-Komponente
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+ Berechnete Werte
—— Log-Fit
- - - Steigung 2

Fehler der \-Komponente

Abb. 4.12: RadaullA3: Konvergenzordnung der A\-Komponente

Die Ausgleichsgeraden haben Steigungen von 3.016 bei der y- und 2.661 bei der A\-Komponente.
Damit ist die Vorhersage aus Korollar 2 recht gut erflllt. Der Versuch zeigt zwar wieder eine leicht
bessere Konvergenzordnung bezliglich der A-Komponente, wie schon bei RadaullA5 gesehen, jedoch
deutlich geringer ausgepragt.

SchlieBlich zur Betrachtung der numerischen Ergebnisse der Regularisierung. Die Eigenschaft als
neues physikalisches Modell kann hierbei jedoch nicht untersucht werden, da eine Referenzldsung
fehlt. An dieser Stelle miisste man einen reellen Versuch starten. Allerdings kann man testen, ob —wie
vorhergesagt— der Grenzfall flir ¢ — 0 wieder die urspriingliche Differential-Algebraische-Gleichung
ist. Hierflir wird analog zu oben die Abweichung der bei ebenfalls geringer Fehlertoleranz mit dem
Radau5-Code geldsten, regularisierten Differentialgleichung in der Form (3.7), (3.8) mit der Lésung der
unregularisierten Differential-Algebraischen-Gleichung verglichen. Dies geschieht flr verschiedene e.

10° 10° — ,
- +- Principal Damping

10! 10! - +- Strong Damping
(0] [0 f
< € - - - Steigung 1
2 102 2 1072
o o
Q Qo
§ 10® § 10
< X
> - Lo
ks 10 g 10~4
] -5 o -
< 10 % 107°
L L

107° 107°

1077 1077

107° 107® 1077 107 107° 107* 107° 107% 1077 107% 107° 1074
€ €
Abb. 4.13: Konvergenz der y-Komponente Abb. 4.14: ... und der A-Komponente bzgl. €

Hierbei ergeben die linearen Fits an die doppellogarithmisch aufgetragenen Fehlerplots Steigungen
von 1.17 fUr die y- und 1.19 fiir die A-Komponente im Falle Principal Damping, sowie 0.99 fiir die y-
und 1.00 fuir die A-Komponente im Falle Strong Damping.

Der Fall Strong Damping ist hiermit bestatigt, es war eine Abweichung zur Differential-Algebraischen-
Gleichung der GroBenordnung O(e) in jeder Komponente vorhergesagt, dieses trifft mit sehr geringer
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Abweichung zu. Der Fall Principal Damping jedoch weicht stark von der Vorhersage ab, statt O(1/e)
liegt ebenfalls eine O(¢)-Abhangigkeit vor. Betrachtet man nun noch die Verletzung der Zwangsbedin-
gung in Abhangigkeit von ¢, zeigt sich ein weiteres Problem firr die Anwendung von Korollar 3:

1 -3
0 - +- Principal Damping

- +- Strong Damping
- - - Steigung 1

1074

5

107"

Verletzung der Zwangsbedingung

107° 1078 1077 1076 10~° 107

Abb. 4.15: Verletzung der Zwangsbed. der regularisierten Differential-Algebraischen-Gleichung

Als Steigungen der Log-Fits ergeben sich 0.99 fiir den Fall Strong Damping und 0.99 bei Principal
Damping. Da damit bei Principal Damping sowohl g(y) = G(q)q in obiger Notation (also yy als
Lésung der Differential-Algebraischen-Gleichung), als auch der Fehler der y-Komponente y — yo von
der GroBenordnung O(e) sind, folgt hieraus g(y) = O(y — yo) und nicht g(y) = O(Ve(y — 10))-
Damit sind die Voraussetzungen fir Satz 3 nicht erflllt. Zwar folgt aus Korollar 4 dennoch die
Konvergenz von der Ordnung +/€, es ergibt sich aber eine sogar noch bessere Konvergenzordnung
1 statt 0.5. Insbesondere wird der Ansatz (3.50),(3.51) in Frage gestellt, da bei einem Fehler der
Ordnung O(e€) zumindest die Terme y; und A; Null sein missen. Des Weiteren scheint allgemein die
Konvergenz bezlglich e unabhangig von « zu sein, denn wenn man obiges numerisches Experiment
fur verschiedene Werte von « zwischen Null und Eins durchflihrt, ergibt sich stets das gleiche Bild:

0
10 -+-k=1/5
107! -+ k=2/5
-+- k=23/5
1072 -+-Kk=4/5
= 103 - - - Steigung 1
=
[0]
[N 10—4
107°
106
1077
107° 1078 1077 106 107° 1074

Abb. 4.16: Konvergenz bzgl- € bei verschiedenen

Die Ausgleichsgeraden (der Ubersichtlichkeit halber nicht eingezeichnet) haben bei allen &, bis auf
kleine Abweichungen, die Steigung 1.

Die gezeigten Plots fir Principal Damping wurden alle unter Verwendung der nicht nach Kapitel 3.3.2
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transformierten Differentialgleichung erstellt. Strenggenommen sind die Aussagen nach Theorem 7
nur far das transformierte Problem anwendbar, da die Existenz- und Fehleraussagen der numerischen
Lésung durch das verwendete Runge-Kutta-Verfahren nur fir diese Form getroffen wurden. Inter-
essant ist nun, ob es bei numerischer Rechnung einen relevanten Unterschied zwischen der Lésung
von Principal Damping und der transformierten Form von Principal Damping gibt. Hierfrr ein Test Gber
eine Sekunde bei ¢ = 107 und konstanter Schrittweite. Berechnet wird der Unterschied zwischen
beiden Lésungen. Es ergibt sich, zu sehen in Abbildung 4.17, eine Abweichung deutlich geringer als
der Fehler der Regularisierung selbst. Dieser liegt nach Abbildungen 4.13 und 4.14 deutlich unterhalb
des Fehlers der Regularisierung, diese liegt fir ¢ = 1076 bei etwa 10~%. Auch weitere Tests mit
anderen Werten von € zeigen das gleiche Bild. Damit sind die aus den Plots folgenden Aussagen tber
Konvergenz und Fehlerverhalten Ubertragbar.

1077 M

10710 4

Differenz

10—12 +

10714 i

Abb. 4.17: Norm der Differenz der Lésungen von Principal Damping in transformierter und untransformierter Form

SchlieBlich zum Phanomen des Boundary-Layers. In den bisherigen Versuchen wurde flr die
A-Komponente stets ein mit den Zwangsbedingungen konformer Anfangswert benutzt, d.h. der
Anfangswert wurde aus den Anfangswerten fir y berechnet. Insbesondere nach Theorem 6 mit
N = 0, also im Falle Strong Damping, ist zu erwarten, dass bei gestdrten Anfangswerten fiir A die
Lésung dennoch gegen die ungestérte Losung konvergiert, indem die Stérung exponentiell abnimmt.
Im Falle Principal Damping gilt dies nach Korollar 4. Zum Test wird in beiden Fallen die Lésung der
Differential-Algebraischen-Gleichung als Referenz verwendet. Als gestorte Anfangswerte fir A wird
der Vektor (1, 1) verwendet und e = 10~ gesetzt. Die Ergebnisse werden bei konstanter Schrittweite
10~ verglichen.

Im Falle Strong Damping, siehe Abbildung 4.18, fallt die Stérung sehr schnell. Trotz sehr kleiner
Zeitschritte ist der Fehler bereits nach vier Schritten, damit nach 4 - 1076 Sekunden, weitestgehend
ausgedampft und auf einem konstantem Niveau von etwa 10~8. Dies ist noch deutlich unterhalb
des resultierenden Fehlers von etwa 107> nach Abbildung 4.13. Der Fehler der ungestérten Lésung
ist zwar noch im Bereich der Rechentoleranz, dies wird sich allerdings durch Verfahrensfehler noch
angleichen. Insgesamt resultiert ein gestérter Anfangswert also in einer schnellen Dampfung auf
Niveau des Verfahrensfehlers. Damit ist dieses Verfahren relativ robust beziiglich Stérung in der
A-Komponente und man misste die Anfangswerte dafiir nicht einmal gesondert bestimmen.

Der Fall Principal Damping im Vergleich dazu, zu sehen bei Abbildung 4.19, zeigt eine deutlich hdhere
Empfindlichkeit bezlglich der Stérung. Es benétigt eine deutlich 1&ngere Einschwingzeit, bis der
Fehler auf konstantem Niveau des Verfahrensfehlers und vergleichbar zum Fehler mit konsistenten
Anfangswerten liegt (etwa 1.2 - 1073). Ein weiterer Test mit groBerem e verifiziert dies: ¢ = 1076
fihrt bei Strong Damping (Abb. 4.20) immer noch zu einem sehr schnellen Abfall der Stérung. Die
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Einschwingzeit ist mit etwa 4 - 1076 im Bereich von ¢ = 10~8. Dies legt den Verdacht nahe, dass die
genaue Dauer der Einschwingzeit beim numerischen Experiment noch stark vom Verfahrensfehler
abhangt. Im Vergleich dazu ergibt der Fall Principal Damping (Abb. 4.21) nun eine Einschwingzeit von
etwa 8 - 1073. Principal Damping ist also, zumindest beim vorliegenden Versuchsaufbau, erheblich
anfalliger fur Stérungen als Strong Damping, bzw. dampft Stérungen langsamer. Das Phanomen
des Boundary-Layers existiert aber unabhangig davon bei beiden Fallen, denn Stérungen der
A-Komponente klingen sowohl bei Strong als auch bei Principal Damping nach kurzer Einschwingzeit
ab. Selbst bei e = 10~ im Falle Principal Damping liegt diese immerhin bei nur etwa 10~2 Sekunden.

Weitere interessante Eigenschaften der numerischen Lésung der regularisierten Differential-
Algebraischen-Gleichung sind der Verlauf der Verletzung der Zwangsbedingung, sowie Rechenzeit
und Schrittweitenverlauf der Schrittweitensteuerung des RadaullA5-Codes.

Zunachst zur Verletzung der Zwangsbedingung, zu sehen in den Abbildungen 4.22 und 4.23. Hierbei
wurde bei ¢ = 10~® die Norm der Verletzung der Zwangsbedingungen Uber die Zeit aufgetragen.
Es zeichnet sich ein periodischer Ablauf ohne wesentliche Verstarkung der Verletzung Uber die Zeit
ab. Aufgrund des Modells (Verletzung der Zwangsbedingung modelliert mit Feder und Dampfung)
war zu erwarten, dass es periodische Verletzungen der Zwangsbedingungen gibt, jedoch keinen
numerischen Drift wie bei einfacher Indexreduktion etwa bei Abbildung 4.5.
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Abb. 4.18: Boundary-Layer bei Strong Damping, die ersten Zeitschritte als +, e = 10~®
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Abb. 4.19: Boundary-Layer bei Principal Damping, e = 10~8
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Abb. 4.20: Boundary-Layer bei Strong Damping, die ersten Zeitschritte als +, e = 10~°
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Abb. 4.21: Boundary-Layer bei Principal Damping, € = 1076

—_

9
o
t

,_.

9
©
,

Verletzung der Zwangsbedingung

1010 f f f
0

o
ot
—
—
ot
—_ N 4+
[\}
at
w
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Abb. 4.23: Verletzung der Zwangsbedingung bei Principal Damping, e = 1078

Nun zum Schrittweitenverlauf, ebenfalls bei ¢ = 1078, zu sehen in Abbildungen 4.24 und 4.25. Sie
zeigen gewisse Abweichungen zur Referenzlésung (Abbildung 4.6), insbesondere gibt es an einzelnen
Stellen starkere Schwankungen. Die allgemeinen Verlaufe sind jedoch in etwa vergleichbar.
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Abb. 4.24: Schrittweitenverlauf bei Strong Damping, e = 10~%
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Abb. 4.25: Schrittweitenverlauf bei Principal Damping, e = 10~%
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Zum Schluss noch zur Rechenzeit® in Abhangigkeit von € bei Principal und Strong Damping, sowie
der nach Kapitel 3.3.2 transformierten Version von Principal Damping. Dies ist zu sehen in Abbildung
4.26. Hierzu wurde absolute und relative Toleranz auf 2 - 10~8 gesetzt und fiir verschiedene ¢ die
Rechendauer gemessen. Als Referenzwert bei gleicher Toleranz wurde die Differential-Algebraische-
Gleichung direkt geldst, dies dauerte 0.6852 Sekunden. In allen Fallen wurde der beschriebene
RadaullA5 Code mit Schrittweitensteuerung genutzt.

Das Lésen der regularisierten Differential-Algebraischen-Gleichung mit dem verwendeten Code
bendtigt hier weniger Rechenzeit als das Lésen der Regularisierungen, ist aber von der GréBenord-
nung mit diesen in etwa vergleichbar. Auffallend ist, dass die Abhangigkeit von € bei Principal Damping
ohne Transformation erheblich ausgepragter ist als bei Strong Damping oder Principal Damping nach
Transformation. Insbesondere bei Strong Damping bleibt die bendtigte Zeit auch bei sehr kleinen e
nahezu konstant, beim transformierten Principal Damping ist die Abhangigkeit zumindest deutlich
geringer ausgepragt. Interessant ist ebenfalls, dass die transformierte Version von Principal Damping
um etwa den Faktor 3 rechenzeiteffizienter ist als die urspriingliche Form.

4,,
+ o4 . + Principal Damping
t o + Strong Damping
3] o . + Principal Damping, transformiert
o - - - Referenzwert
+
= +
A +
272 toa
? T
F o+ F + + + + + + + + £ £ + f T I 1 Tz
i
1 4
0 t t
1078 1077 107° 107° 1074

Abb. 4.26: Rechenzeit bei verschiedenen e

*Das Referenzsystem arbeitet mit einem Intel i5-3450 Prozessor und 8 GB DDR3 RAM



Fazit

Das Fazit eines groB3en Teils der vorangegangenen Untersuchungen zur numerischen Behandlung
Differential-Algebraischer-Gleichungen kdnnte man stark vereinfacht damit zusammenfassen, dass
Runge-Kutta-Verfahren sehr gut zur numerischen Lésung von Differential-Algebraischen-Gleichungen
und abgewandelten Systemen geeignet sind.

Zum einen lasst sich als sehr erfreuliches Ergebnis zeigen, dass es numerische Lésungsverfahren
hoher Konvergenzordnung zur direkten Losung Differential-Algebraischer-Gleichungen vom Index 2
gibt. Implizite Runge-Kutta-Methoden, die zu Kollokationsverfahren aquivalent sind, behalten ihre volle
Konvergenzordnung zumindest bei den Variablen von Index 0 bei. Etwa Methoden vom Typ RadaullA
haben damit die Ordnung 2s — 1 bezliglich der Index-0 Variablen und immerhin noch Ordnung s bei
den Index-2 Variablen. Damit gibt es bei diesen, zumindest was die im Beispiel wichtige Index-0 Varia-
ble betrifft, letztlich keinen groBen Unterschied zur Losung einer gewdhnlichen, expliziten Differential-
gleichung, von Details wie der in Kapitel 2.4 beschriebenen und gelésten Probleme bei der Imple-
mentierung abgesehen. Insbesondere die bereits existierende Implementierung des RadaullA5-Codes
in Fortran oder Matlab bietet damit ein sehr gutes Werkzeug zur numerischen Lésung Differential-
Algebraischer-Gleichungen.

Zum anderen erbrachte die Untersuchung der Regularisierungen nach [Dep13], dass diese wie er-
hofft Losungen in einer e-Umgebung (respektive /) um die Lésung der Differential-Algebraischen-
Gleichung besitzen. Diese sind ebenfalls, nach Theorem 7, sehr gut durch gewisse Runge-Kutta-
Verfahren zu I6sen. Damit ist die Grundlage geschaffen, diese Regularisierungen als Bestandteil eines
ganzheitlicheren Modells zur Beschreibung von Roll- und Haftreibungsvorgangen mit effizienter Rech-
nung zu nutzen. Dies war immerhin die eigentliche Motivation zur Formulierung dieser Regularisierun-
gen.

Die numerischen Experimente bestatigen soweit diese Aussagen, die verwendeten RadaullA-
Verfahren besitzen bezlglich aller Variablen die volle erwartete Konvergenzordnung, teilweise fir die
Index-2 Komponente A sogar noch mehr. Dies diirfte allerdings dem vergleichsweise simplen Modell-
problem geschuldet sein.

Die Konvergenzresultate der als Principal Damping regularisierten Differential-Algebraischen-
Gleichung erweisen sich als besser als erwartet. War urspriinglich durch Theorem 4 eine Konvergenz
in der GroBenordnung /e vorhergesagt, zeigen die Ergebnisse sogar die Ordnung €. Dies spricht
gegen die angenommene Wurzel-Reihenentwicklung der Lésung. Weitere Versuche zeigen, dass dies
sogar unabhangig vom verwendeten Parameter « der Fall zu sein scheint. Allerdings kann auch dies
wieder eine besondere Eigenschaft des Modellproblems sein. Dies wéare Motivation weiterflihrender
Untersuchungen. Dass das verwendete numerische Verfahren dies Gberhaupt auflésen kann, obwohl
nach Theorem 7 zunachst nur ein Verfahrensfehler der Ordnung /e zu erwarten ist, lasst sich aus
der Literatur erklaren: In den Bemerkungen zu Theorem 7 in [Hai10] wird erwdhnt, dass RadaullA-
Verfahren einen um eine e-Potenz geringeren Fehler besitzen, sich also hier die Fehlerordnung e ergibt.

Insgesamt ist die Regularisierungen nach [Dep13] zur Modellierung mechanischer Systeme in einem
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gréBeren Modell nutzbar und mit dem verwendeten RadaullA5-Code bietet sich ein Verfahren, diese
effizient und zuverlassig zu l6sen. Im Falle Principal Damping gilt dies insbesondere nach Transfor-
mation nach Kapitel 3.3.2. Durch diese wird das Problem in eine Form Uberfihrt, bei der Konvergenz
und Existenz einer numerischen Losung gewahrleistet werden kann und sich nach den numerischen
Experimenten sogar eine Rechenzeitersparnis ergibt. Damit kann das Augenmerk auf die weiteren
Bestandteile dieses gréfB3eren, ganzheitlichen Modells gerichtet werden. Hierbei ist insbesondere der
Zustand der Gleitreibung und vor allem der Ubergang zwischen Haft- und Gleitreibung von Interesse.
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