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Symbolverzeichnis

Im Folgenden wird der (schwache) Gradient einer Funktion f mit grad f bezeichnet.
Weiterhin sei curl f die (schwache) Rotation und div f die (schwache) Divergenz dieser
Funktion. Schliefslich bezeichnet D f die (schwache) Jakobimatrix von f. Durch einen
an den jeweiligen Differentialoperator angehédngten Subskript wird diejenige Variable
gekennzeichnet, nach der partiell differenziert wird.

Zur Ubersicht werden an dieser Stelle die in dieser Arbeit verwendeten Funktionen-
rdume erldutert. Dabei bezeichnet Q@ C R? ein beschréinktes Gebiet und ¥ = (-3, 3)?
den Einheitswiirfel.

Cr(Q) glatte Funktionen mit kompaktem Tréger in €2

CL(Y) k-fach stetig differenzierbare, periodische Funktionen auf Y
H(curl, Q) Funktionen aus L?(€)) mit schwacher Roation in L*(Q)
H(curl®, Q) Funktionen f € H(curl, Q) mit curl f € H(curl, Q)
Hy(curl, Q) Abschluss von C°(Q2) beztiglich der H (curl, 2)-Norm

Hp(curl*, Q) Funktionen f € Hy(curl, Q) mit curl f € Hy(curl, §2)

H(div,Q) Funktionen aus L*(2) mit schwacher Divergenz in L?(Q)

LE(Y) periodische Funktionen aus L*(Y)

LE () Messbare Funktionen f: Q — R mit ([, f(z)* dq:)% < 00

Wk2(Q) Funktionen aus L?(€2) mit schwacher Ableitung in L*(Q)

Cse(a,b; X) glatte Funktionen mit kompaktem Trager, die das Intervall (a,b) C R

in den Funktionenraum X abbilden

C*(a,b; X) k-fach stetig differenzierbaren Funktionen, die das Intervall (a,b) C R
in den Funktionenraum X abbilden

1
L¥(a,b; X) Funktionen f : (a,b) C R — X mit (f; If (@)% d:v) f <0






1 FEinleitung

1 Einleitung

In dieser Arbeit werden lineare Maxwell-Gleichungen auf hochoszillatorischen Materia-
lien untersucht. Dabei wird ein makroskopisches Verhalten der Parameter, welche dieses
Material beschreiben, von einem hochoszillatorischen, periodischen Anteil iiberlagert.
Die Periode dieses Anteils wird auch als Mikroskala bezeichnet. Diese ist um ein Viel-
faches kleiner als die Grofenordnung der Ausdehnung des betrachteten Gebiets, die im
Folgenden auch Makroskala genannt wird.

Das Standardvorgehen bei der Finite-Elemente-Methode wiirde es erfordern, insbe-
sondere auch die Mikroskala durch die Ortsdiskretisierung auflésen zu kénnen. Dies ist
jedoch problematisch, da aufgrund der unterschiedlichen Grofenordnungen die Anzahl
der zu betrachtenden Freiheitsgrade sehr grof werden kann. Deshalb wéhlt die Homo-
genisierungstheorie den Ansatz, die hochoszillatorischen Anteile zu eliminieren und das
effektive Verhalten durch effektive Maxwell-Gleichungen zu beschreiben. Die dabei auf-
tretenden effektiven Materialkoeffizienten konnen jedoch nur in Spezialfillen explizit be-
stimmt werden. Die Idee der Heterogenen Mehrskalenmethode besteht schlieflich darin,
diese effektiven Grofen durch Losung von Mikroproblemen an den Quadraturpunkten
der Ortsdiskretisierung zu approximieren. Diese Diskretisierung muss dann lediglich das
effektive Verhalten darstellen konnen. Die Auflésung der hochoszillatorischen Anteile auf
dem gesamten betrachteten Gebiet kann vermieden werden.

In (Hochbruck u.a. 2016) wurde hierzu eine Heterogene Mehrskalenmethode fiir die
zeitabhéngigen Maxwell-Gleichungen zweiter Ordnung vorgestellt. Dabei muss ein Mi-
kroproblem fiir die Inverse der magnetischen Permeabilitiat gelost werden, welches deut-
lich komplexer als das klassische elliptische Mikroproblem fiir die elektrische Permitti-
vitat ist.

Ebenfalls fiir die Maxwell-Gleichungen zweiter Ordnung wurden in (Ciarlet u. a. 2017)
und (Henning u.a. 2016) Heterogene Mehrskalenmethoden présentiert. Dabei ist die
Anwendung dieser Verfahren auf zeitharmonische Maxwell-Gleichungen beschréankt.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren setzt hingegen bei den zeitabhéngigen
Maxwell-Gleichungen erster Ordnung an. Dabei kann die Verwendung des komplizierte-
ren Mikroproblems fiir die inverse magnetische Permeabilitat vermieden werden. Es wird
stattdessen fiir beide Materialkoeffizienten je ein klassisches elliptisches Mikroproblem
gelost.

Gliederung

Das Vorgehen in dieser Arbeit ist in folgende Abschnitte gegliedert:
In Kapitel 2 wird zunéchst das lineare Maxwell-System hergeleitet. Zusétzlich wird die
Existenz einer eindeutigen Losung unter Verwendung der Halbgruppentheorie gezeigt.
Im Anschluss wird in Kapitel 3 die Konvergenz in zwei Skalen definiert. Dazu wer-
den weiterhin einige grundlegende Resultate zu diesem Konvergenzbegriff vorgestellt.
Durch die Betrachtung verschiedener Differentialoperatoren und deren Verhalten beim
Grenziibergang in zwei Skalen wird dieses Kapitel abgeschlossen.
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Durch Zusammenfiihrung der beiden vorherigen Abschnitte wird in Kapitel 4 das in
dieser Arbeit betrachtete Modellproblem formuliert. Die lokal-periodischen Materialko-
effizienten dieses Problems weisen hochoszillatorische Schwankungen auf, die sich auch
auf das elektrische und magnetische Feld auswirken. Ein wichtiges Resultat dieses Ka-
pitels ist deshalb der Beweis der Beschranktheit dieser Felder und ihrer Ableitungen
unabhéngig von diesen Schwankungen. Ausgehend davon kann schlielich eine Homoge-
nisierung der Maxwell-Gleichungen durchgefiihrt werden. Diese fiihrt zu einem effektiven
Maxwell-System, wobei aus den urspriinglichen Materialparametern effektive Koeffizi-
enten berechnet werden, die das makroskopische Materialverhalten beschreiben.

Um die Maxwell-Gleichungen numerisch zu 16sen, werden in Kapitel 5 zunéchst allge-
meine diskrete Ansatzraume eingefiihrt. Basierend darauf werden anschliefsend die weit
verbreiteten Lagrange-Elemente und die speziell fiir den Funktionenraum H (curl,(2)
entwickelten Nédélec-Elemente vorgestellt.

Kapitel 6 stellt den Kern dieser Arbeit dar. Dort wird die neu entwickelte Heterogene
Mehrskalenmethode fiir die zeitabhéngigen Maxwell-Gleichungen vorgestellt. Es wird
gezeigt, dass dieses Verfahren wohldefiniert ist. Weiterhin wird eine Fehleranalyse fiir
das dadurch erhaltene semidiskrete System durchgefiihrt.

In Kapitel 7 werden numerische Beispiele prasentiert. Die dabei verwendete Imple-
mentierung der Heterogenen Mehrskalenmethode basiert auf der auf C++ aufbauenden
Software-Bibliothek deal.II. Insbesondere werden dadurch die im vorigen Kapitel nach-
gewiesenen Fehlerordnungen untermauert.

Abschliefsend wird in Kapitel 8 ein Ausblick iiber mogliche Erweiterungen der vorge-
stellten Resultate gegeben.
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2 Maxwell-Gleichungen

In diesem Kapitel wird das Differentialgleichungssystem der Maxwell-Gleichungen einge-
fiihrt und die Bedeutung seiner Bestandteile erlautert. Dabei wird im ersten Unterkapitel
das Maxwell-System in der Differentialform préasentiert und es werden einige verein-
fachende Annahmen vorgestellt. Im néchsten Abschnitt werden die linearen Maxwell-
Gleichungen vorgestellt, deren eindeutige Losbarkeit schlieflich Inhalt des letzten Un-
terkapitels ist.

Dabei entspricht das Vorgehen in diesem Kapitel der Vorgehensweise in (Hochbruck
u.a. 2017). Insbesondere die Resultate zum Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen sind daraus entnommen. Zusétzlich wird fiir die Erklarung der Maxwell-
Gleichungen und den Ausfiihrungen zu ihrer physikalischen Bedeutung (Schwab 2013)
verwendet.

2.1 Maxwell-Gleichungen in Differentialform

Um Maxwells System partieller Differentialgleichungen auf einem beschrinkten, einfach
zusammenhiingenden Lipschitz-Gebiet Q C R? formulieren zu kénnen, werden zuniichst
folgende physikalische Grofen definiert:

e die magnetische Feldstirke: 'Ry x Q — R3,

die elektrische Feldstarke: 'Ry x Q — R3

die elektrische Flussdichte: 'Ry x Q — R3,

H
E
e die magnetische Flussdichte: B:R, xQ — R3,
D
J

die elektrische Stromdichte:

e die elektrische Ladungsdichte: p: Ry xQ—=R

Damit kénnen nun die Maxwell-Gleichungen in Differentialform aufgestellt werden, die
sich aus den folgenden vier Gesetzen zusammensetzen:

OB = —curl B in (0,7) x Q, (2.1a)
oD =culH —J in (0,7) x Q, (2.1b)
div B = 0 in (0,7) x Q, (2.1c)
divD =p in (0,7) x Q. (2.1d)

Hierbei wird Gleichung (2.1a), welche die zeitliche Anderung der magnetischen Fluss-
dichte unter einer riumlichen Anderung der elektrischen Feldstirke beschreibt, als Fa-
radaysches Induktionsgesetz bezeichnet. Das Ampéresche Durchflutungsgesetz (2.1b)
beschreibt die Entstehung eines Magnetfeldes unter dem Einfluss elektrischer Strome.
Schliefslich folgen die Gaufschen Gesetze (2.1c) fiir das Magnetfeld und (2.1d) fiir das
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elektrische Feld, welche Aussagen iiber die jeweiligen Felder enthalten. So sind magne-
tische Feldlinien nach (2.1c) stets geschlossen. Elektrische Feldlinien hingegen miissen
wegen der nicht verschwindenden elektrischen Ladungsdichte p nicht geschlossen sein.

Ein weiteres physikalisches Gesetz erhélt man aus obigem Gleichungssystem durch
Anwendung der Divergenz auf (2.1b) und Differentiation von (2.1d) nach der Zeit. Damit
erhélt man unter der Bedingung, dass alle Funktionen geniigend glatt sind

8,0 "2V 9, div D = diva,D *2” div curl H — div J, (2.2)

Da die Hintereinanderausfiihrung von Differentialoperatoren auch an spéterer Stelle
nochmals auftaucht, werden dazu zwei Rechenregeln in folgendem Lemma zusammen-
gefasst.

Lemma 2.1. Es seien ¢ : 0 — R und ® : Q — R3 geniigend glatte Funktionen. Dann
qilt
curlgrad ¢ =0 in €,
divcurl ® =0 in §2.

Geniigend glatt bedeutet in obigem Lemma und auch an spéteren Stellen, an denen
die Hintereinanderausfithrung von Differentialoperatoren auftaucht, dass diese jeweils
wohldefiniert ist.

Es folgt damit aus (2.2) die Kontinuitétsgleichung

Bp+divJ =0 in (0,7) x Q. (2.3)

Das folgende Lemma zeigt, dass mit geeigneten Anfangsbedingungen die beiden Glei-
chungen (2.1¢) und (2.1d) durch diese Kontinuitdtsgleichung ersetzt werden konnen.
Dieses Lemma entspricht (Hochbruck u.a. 2017, Proposition 1.1, S. 9).

Lemma 2.2. Es seien H, E, B, D geniigend glatte Lisungen von (2.1a) und (2.1b).
Gilt (2.3) firt € (0,T) C Ry und gelten (2.1¢) und (2.1d) zur Zeit t = 0, also

div B(0) = 0, div D(0) = p(0) in §, (2.4)
so gelten (2.1¢) und (2.1d) auch fir alle Zeiten t € (0,T).
Beweis. Zunéchst gilt fiir (2.1c) mit ¢ € (0,7

(2.4),(2.1a)

¢ ¢
div B(t) = div B(0) + div / OB(s)ds ~=""0-— / div curl E(s)ds = 0.
0 0

Dabei wird im letzten Schritt Lemma 2.1 eingesetzt.
Fiir (2.1d) gilt auf dhnliche Weise unter Verwendung von Lemma 2.1 fiir t € (0,7)

t
divD(t) = divD(0)+ div / 0:D(s) ds
0

t t
(2.4),(2.16) p(0) + / divcurl H(s) — div J(s) ds = p(0) +/ dip(s) ds = p(t).
0 0

]

10
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Somit verbleiben unter der Annahme (2.3) nur 6 unabhéngige Gleichungen aus (2.1),
um die 12 Unbekannten H, E, B, D zu bestimmen. Um dennoch ein wohlgestelltes Pro-
blem zu erhalten, miissen zusétzliche Gleichungen hinzugefiigt werden. Dies geschieht
mithilfe von Modellgleichungen, die Informationen iiber das betrachtete Material bein-
halten. Hierbei ist der generelle Ansatz, Funktionen fiir die beiden Flussdichten B und
D in Abhéangigkeit der Feldstarken H und E zu formulieren. Dazu wird die magnetische
Permeabilitit g : Q — R3*3 und die elektrische Permittivitit € :  — R3*3 eingefiihrt.
Eine Zeitabhéngigkeit dieser beiden physikalischen Grofen wird in dieser Arbeit nicht
betrachtet, was der Beschrankung auf stationdre Medien entspricht. Im Spezialfall eines
zusétzlich linearen Mediums erhélt man damit die beiden Modellgleichungen

B(t,x) = p(x)H(t,x), D(t,z) = e(x)E(t, x) fir (t,z) € (0,7) x Q.

Eine weitere Vereinfachung dieser Beziehungen erhélt man fiir den Spezialfall eines iso-
tropen Mediums. Dies entspricht der Annahme, dass die Eigenschaften des Materials
richtungsunabhéngig sind. Dadurch kénnen die zuvor matrixwertige Permeabilitdat und
Permittivitat durch skalare Funktionen p: 2 — R und ¢ : 2 — R dargestellt werden.

Auch die elektrische Stromdichte J kann unter der Annahme eines isotropen Mediums
als Funktion der elektrischen Feldstérke E und einer externen Stromdichte Jey : Ry X
Q — R3 formuliert werden. Fiir stationére, isotrope und lineare Medien gilt

J(t,x) = o(x)E(t,x) + Jext (t, ) fur (t,z) € (0,T) x Q

mit der elektrischen Leitfahigkeit o : Q — R.
Im Folgenden wird stets angenommen, dass das betrachtete Medium nicht leitend ist.
Dies entspricht o = 0, sodass sich obige Gleichung zu J = J. vereinfacht.

Bemerkung. Die Einschrinkung auf isotrope Medien ist nicht unbedingt notwendig, da
alle folgenden Schritte auch fiir anisotrope Materialkoeffizienten durchgefiithrt werden
kénnen. Dabei muss an einigen Stellen beachtet werden, dass die anisotropen, matrix-
wertigen Parameter im Gegensatz zu den isotropen, skalarwertigen Parametern nicht
aus Skalarprodukten herausgezogen werden kénnen. Dies ist jedoch lediglich eine Frage
der Notation. An der grundsétzlichen Vorgehensweise édndert sich dadurch nichts.

2.2 Lineare Maxwell-Gleichungen

Zusammenfassend erhélt man also fiir lineare, stationére, isotrope und nicht leitende
Medien aus Gleichungssystem (2.1) und (2.3) die linearen Maxwell-Gleichungen

p(x) 0y H(t,x) = —curl E(t, ) fir (t,z) € (0,T) x Q, (2.5a)
e(x) O E(t,x) = curl H(t, x) — Jext (t, @) fir (t,z) € (0,7) x Q, (2.5b)
div (u(z)H(t,x)) =0 fir (t,z) € (0,T) x Q, (2.5¢)
div (e(x)E(t,z)) = p(t, x) fir (t,x) € (0,7) x Q, (2.5d)
mit der Kontinuitatsgleichung
8tp + div Jext =0 fir (t, l’) € (O, T) x Q.

11
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Zusétzlich zu den Anfangswerten werden noch Randbedingungen an die beiden Feld-
stirken H und E benoétigt. Diese kann man fiir ein beschrinktes Gebiet {2 umgeben
von einem perfekt leitenden Material beispielsweise aus den Maxwell-Gleichungen in
Integralform ableiten. Dieses Vorgehen wird in (Hochbruck u.a. 2017, Abschnitt 1.3.1,
S. 11 f.) beschrieben. Als Ergebnis erhélt man schlieklich die beiden Randbedingungen

nxE=0, n-(uH)=0 in (0,7) x 09, (2.6)

wobei n den duferen Normalenvektor des Gebiets bezeichnet. Ahnlich wie in Lemma 2.2
kann auch hier fiir die Randbedingung an H gezeigt werden, dass diese mit geeigneten
Anfangsbedingungen automatisch fiir alle Zeiten erfiillt ist.

Lemma 2.3. FEs seien H, E gentigend glatte Losungen von (2.5) auf dem Zeitintervall
(0,7) C Ry. Weiter gelte n(x) - (u(x)H(0,2)) =0 fir alle x € Q. Dann gilt

n-(uH)=0 in (0,7 x 0.

Beweis. Fiir eine spatere Umformung wird folgende Identitat benotigt, die durch direktes
Nachrechnen gezeigt werden kann:

n-curl B =div(n x E) — E - curln. (2.7)

Es gilt mit &hnlichem Vorgehen wie im Beweis zu Lemma 2.2 fiir (¢,z) € (0,T) x 02

-~

=0

n(@) - () H(t, ) = @(x)'(ﬂ(x)H(O,x)H/o O (n(x) - (n(x)H(s,x))) ds

2.5a

= /0 n(z) - (u(x)oH (s, x))ds (25 —/0 n(z) - curl E(s, ) ds
&0 —/0 div (n(z) x E(s,x)) — E(s,z) - curln(x) ds
29 /t E(s,x) - curln(z) ds.

Die Behauptung folgt nun wegen curln(z) = 0. Dies gilt, da der Rand des Lipschitz-
Gebiets 2 iiberall zumindest lokal mithilfe einer Funktion g : R® — R durch g(z,y,2) =0
angegeben werden kann. Nach (Patrikalakis u.a. 2002, Abschnitt 3.1, S. 49 ff.) stimmt
dann der Normalenvektor mit dem Gradienten grad g iiberein. Dieser Gradient existiert
fast tiberall in €2, da Lipschitz-stetige Funktionen nach dem Satz von Rademacher (vgl.
(Schweizer 2013, Theorem 3.2, S. 41)) fast iiberall differenzierbar sind. Die Aussage folgt
schliefflich mit Lemma 2.1. O]

Damit kénnen die Maxwell-Gleichungen (2.5) mit dem &dufseren Normalenvektor n von
2 durch die Randbedingung

nxE=0 in (0,7) x 052 (2.8)

12
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und die Anfangsbedingungen

H(O) == Ho, E(O) = EO in Q,
div (uHy) = 0, div (e Ep) = p(0) in €,
n-(uHo) =0 in Q2

ergénzt werden. Dann sind, wie in Lemma 2.2 beschrieben, die Divergenz-Gleichungen
(2.5¢) und (2.5d) automatisch erfiillt.

Unter der Bedingung, dass die Anfangswerte Hy und Ej sowie die rechte Seite Ju
die richtigen Regularitdtsbedingungen erfiillen, wird fiir dieses System in Abschnitt 2.3.3
die eindeutige Losbarkeit nachgewiesen.

2.3 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Im Folgenden wird nun die Wohlgestelltheit der Maxwellgleichungen gezeigt. Dazu wer-
den zunéchst die benotigten Funktionenrdume definiert. Anschliefsend werden die noti-
gen Resultate aus dem Gebiet der Evolutionsgleichungen und der Halbgruppentheorie
prasentiert. Schliefslich kann damit die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gezeigt
werden.

Dabei werden lediglich die Beweise der letzten beiden Lemmata ausgearbeitet. Diese
sind durch (Hochbruck u.a. 2017) und (Hochbruck u.a. 2015) motiviert. Die anderen
Resultate werden aus (Hochbruck u.a. 2017) zitiert.

2.3.1 Funktionenraume

Bei der Untersuchung der Losbarkeit des Maxwell-Systems (2.5) tritt zunéchst die Frage
auf, in welchen Raumen diese Funktionen zu suchen sind. Um spéater mit der Finite-
Elemente-Methode ein konformes Verfahren zu erhalten, miissen hier die Regularitats-
anforderungen an die Losungsraume eingeschrankt werden. Dabei stellt sich die Frage,
wie dann fiir Losungen H, E € L*(Q2)? die Differentialoperatoren curl und div zu ver-
stehen sind. Dies wird in den folgenden Definitionen erklért.

Definition 2.4 (Schwache Rotation). Falls zu f € L?(Q2)? eine Funktion g € L?(Q2)3
existiert, sodass

/ f(x) - curlp(x) der = / g(x) - p(x)dx fiir alle ¢ € C5°(Q2)?
Q Q

gilt, dann heiflt g schwache Rotation von f und es ist curl f = g.

Ausgestattet mit dieser Definition wird anschliefsend ein entsprechender Raum defi-
niert, der alle Funktionen aus L?(€2)? mit schwacher Rotation enthilt.

13
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Definition 2.5 (H/(curl,2)). Entsprechend der Definition der schwachen Rotation sei
H(curl, Q) = {f € L*(Q)’ | curl f € L*(Q)*}

der Raum aller Funktionen, deren schwache Rotation existiert. Dieser sei versehen mit
dem Skalarprodukt

(f, 9 r(ea ) = (f, g)Lz(Q)a + (curl f, Curlg)L2(Q)3 fir f,g € H(curl, Q)

und der davon induzierten Norm

||f||H curl ,Q) (f f) H(curl ,Q) fur f € H(Cuﬂ,Q).

Der folgende Satz (vgl. (Hochbruck u.a. 2017, Theorem 1.21, S. 18)) sammelt einige
Eigenschaften des Raumes H (curl, Q).

Satz 2.6. FEs sei Q) ein beschrinktes, einfach zusammenhdngendes Lipschitz-Gebiet.
Dann gelten folgende Aussagen:

(i) H(curl,Q) ist ein Hilbertraum.
(i) Hlcurl, Q) = Co(Q)p et
(iii) Fir f € Wh2(Q)3 C H(curl,Q) gilt
(curl f, @) 2 = (f, curl@) 2y + (0 X f, @) r200)3 fiir o € CP(Q)2. (2.9)

Da der Standard-Sobolevraum W'%(Q) ein echter Teilraum von H(curl, ) ist, kann
der Spursatz des ersten Raumes nicht ohne weiteres direkt auf den zweiten, groferen
Raum iibertragen werden. Analog zum Standard-Sobolevraum koénnen jedoch auch im
Raum H(curl, Q) Randbedingungen wie die Bedingung (2.8) verarbeitet werden. Dazu
dient die folgende Definition.

Definition 2.7 (Hp(curl,Q)). Es sei Hy(curl,Q) der Abschluss des Raumes C§°(9)3
beziiglich der H (curl, 2)-Norm. Damit gilt also Hy(curl, Q) = C§°(2)3 oD v,

Nach (Hochbruck u.a. 2017, S. 18 f.) gilt ndmlich, dass fiir alle Funktionen f €
Hy(curl, Q) die Gleichung

(nx f) oo =0

gilt. Dies entspricht genau der im vorigen Abschnitt definierten Randbedingung (2.8).
In gleicher Weise konnen auch Rdume mit hoheren Ableitungen definiert werden.

Definition 2.8 (H(curl®,), Hy(curl*,Q)). Es seien

H(curl®,Q) == {f € H(curl,Q) | curl f € H(curl,Q)},
Hy(curl®, Q) == {f € Hy(curl, Q) | curl f € Hy(curl,Q)}.
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2 Maxwell-Gleichungen

Analog zu den Definitionen der Rdume H(curl, Q) und Hy(curl, Q) folgen fiir die Di-
vergenz die folgenden Definitionen der schwachen Divergenz und des Raumes H(div, §2),
mit denen dieser Unterabschnitt abgeschlossen wird.

Definition 2.9 (Schwache Divergenz). Falls zu f € L*(Q)? eine Funktion g € L*(Q)

existiert, sodass

/Qf(x) -grad p(z) dr = — /Qg(x)gp(x) dx fir alle p € C5°(Q2)

gilt, dann heift g schwache Divergenz von f und es ist div f == g.

Definition 2.10 (H(div,?)). Entsprechend der Definition der schwachen Divergenz sei
H(div,Q) = {f € L*(Q)* | div f € L*(Q)}

der Raum aller Funktionen, deren schwache Divergenz existiert. Dieser sei versehen mit
dem Skalarprodukt

(f, 9)r@v.0 = (f 9) 2@ + (div f,div g) 120 fir f,g € H(div,Q)

und der davon induzierten Norm
||f||?{(div,(2) = (f, f)u(av ) fir f € H(div,Q).

2.3.2 Evolutionsgleichungen und Halbgruppen

Dieser Unterabschnitt ist der Frage gewidmet, unter welchen Voraussetzungen das inho-
mogene abstrakte Cauchy-Problem

Owu(t) = Ault) + f(1), u(0) = uyg (2.10)

eine eindeutige Losung besitzt. Um diese Frage zu beantworten, werden zunéchst ent-
sprechend der Vorgehensweise in (Hochbruck u.a. 2017, Abschnitt 1.4.1, S. 12 ff.) die
Definitionen einer Cy-Halbgruppe und eines infinitesimalen Erzeugers prasentiert. Da-
zu sel (X, (+,-)x) ein Hilbertraum mit der vom Skalarprodukt induzierten Norm || - || x.
Weiter bezeichnet £(X) den Raum aller beschrinkten linearen Operatoren von X nach
X, also

E(X)::{T:X—>X

T
wp 1Tl <OO}.

zeXx\{0} ||$||X

Definition 2.11 (Cy-Halbgruppe). Eine Familie (7'(¢)):>0 C £(X) beschrénkter linearer
Operatoren heifst Cy-Halbgruppe, falls

(i) 7(0) = 1,

(i) T(t+s) =T(t)T(s) fiir alle t, s > 0,

15



2 Maxwell-Gleichungen

(i) limyo4 |T(t)x — 2|y =0 fir alle z € X
gelten.

Definition 2.12 (Infinitesimaler Erzeuger). Es sei (T'(t)):>o eine Cp-Halbgruppe. Der
infinitesimale Erzeuger A dieser Gruppe ist gegeben durch den linearen Operator

T(t)x —
A:D(A) — X, x +— lim M,
t—0+ t

wobei der Definitionsbereich D(A) gerade aus den « € X besteht, fiir die der Grenzwert

im0 % existiert.
Das folgende Lemma entspricht (Hochbruck u.a. 2017, Lemma 1.6, S. 14).

Lemma 2.13. Es sei (T(t))i>0 eine Co-Halbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger A.
Dann gelten:

(1) T(t)x € D(A) fir alle x € D(A), t >0,
(it) L(T(t)x) = AT(t)z = T(t) Az fir alle x € D(A), t >0,
(11i) D(A) liegt dicht in X und A ist abgeschlossen.

Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Voraussetzungen ein beschrankter linearer
Operator iiberhaupt infinitesimaler Erzeuger einer Cy-Halbgruppe ist. Ein Kriterium
dafiir préasentiert der folgende Satz von Stone (vgl. (Hochbruck u. a. 2017, Theorem 1.17,
S. 16)).

Satz 2.14 (Satz von Stone). Fir einen linearen Operator A : D(A) — X mit D(A) = X
sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) A ist infinitesimaler Erzeuger einer Cy-Halbgruppe (T'(t))i>0, wobei zusdtzlich fiir
alle Elemente T € (T(t))t>0

|T(t)x| x = [z fir allex € X;t >0 (2.11)
qgilt,
(ii) A ist schiefadjungiert, also A* = —A.

Schliefklich liefert der folgende Satz eine Aussage, unter welchen Voraussetzungen an
den Operator A, den Anfangswert uy und die rechte Seite f die eindeutige Losbarkeit
des abstrakten Cauchy-Problems (2.10) garantiert werden kann. Grundlage hierfiir ist
(Hochbruck u. a. 2017, Theorem 1.9, S. 14).

Satz 2.15. Es sei A der infinitesimale Erzeuger einer Cy-Halbgruppe (T'(t));>0 und
ug € D(A). Falls zusitzlich f € CY(0,T; X) oder f € C(0,T; D(A)) gilt, so ist

u:(0,7) — X, u(t) = T(t)ug + /Ot T(t—s)f(s)ds

die eindeutige Léosung der Differentialgleichung (2.10). Weiter gilt v € C*(0,T;X) N
C(0,T; D(A)).
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2.3.3 Wohlgestelltheit

Nun wird schliefslich die im vorigen Unterabschnitt présentierte Theorie der Evolutions-
gleichungen und Halbgruppen unter Verwendung der zuvor definierten Funktionenrdume
auf die Maxwell-Gleichung (2.5) angewendet. Ziel ist hierbei, wie zuvor angekiindigt, die
Anwendung von Satz 2.15. Dazu wird zunéchst das betrachtete Maxwell-System in die
Form der Gleichung (2.10) gebracht.

Im Folgenden seien die magnetische Permeabilitat ;o und die elektrische Permittivitat
¢ zusétzlich zu den bisher getroffenen Annahmen uniform positiv definit und beschréankt.
Es existieren also A, A > 0, sodass

p,e € L2(Q), mit A > p(x),e(z) > A fiir fast alle z € Q.

Damit kénnen in der nachfolgenden Definition zwei Abbildungen definiert werden, um
die gewiinschte Form zu erhalten.

Definition 2.16. Es werden fiir 1, p € L*(Q)3 mit £ = (¢, )’ folgende Abbildungen
definiert:

C: H(curl, Q) x Hy(curl,Q) — L*(Q)°, C¢ = (_(g;):;i?lrif) ’
JRY < (0.7) 5 L) 0= (L 00)

Mit obiger Definition und v = (H, E') € H(curl, Q) x Hy(curl, Q) kénnen die Maxwell-
Gleichungen (2.5a) und (2.5b) dquivalent in die Form

Oyu(x,t) = Cu(x,t) + j(x,t) (2.12)

umgeschrieben werden. Passend zur Notation des vorigen Unterabschnitts werden die
Ridume X = L*(Q)% und D(C) = H(curl,Q) x Hy(curl, ) definiert. Diese seien
weiter versehen mit dem p x e-Skalarprodukt

(e

Damit passt das hier betrachtete System in den fiir das abstrakte Cauchy-Problem (2.10)
untersuchten Rahmen und Satz 2.15 kann angewendet werden. Dazu wird zunéchst be-
notigt, dass der Operator C infinitesimaler Erzeuger einer Cy-Halbgruppe ist. Hierfiir
wird die Schiefadjungiertheit des Operators nachgewiesen. Die Behauptung folgt dann
schliefslich unter Anwendung des Satzes von Stone.

Folgendes Lemma bestétigt die Schiefadjungiertheit des Operators C. Es handelt sich
dabei um ein Teilresultat des Beweises von (Hochbruck u. a. 2017, Theorem 1.24, S. 19 ).

(€, Quxe = (1, 1) r2()s + (602, Vo) 2y fiir £ = (i;) ¢ = (M) € X. (2.13)

Lemma 2.17. Der Operator C ist beziiglich des p x e-Skalarprodukts schiefadjungiert,
es gilt also C* = —C, D(C*) = D(C) und insbesondere

(€& E)uxe =0 fiir alle € € D(C).
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2 Maxwell-Gleichungen

Bemerkung. Fir den Beweis von (Hochbruck u.a. 2017, Theorem 1.24, S. 19 f.) muss
keine Isotropie der Materialparameter 4 und e vorausgesetzt werden. Deshalb kann die
Giiltigkeit des obigen Lemmas 2.17 ebenfalls auf uniform positiv definite und beschrankte
tensorwertige Materialparameter p und € erweitert werden.

Nun kann Satz 2.15 angewendet werden. Fiir das System (2.12), also zunéchst noch
ohne Rand- und erweiterte Anfangsbedingungen, folgt damit:

Korollar 2.18 (Existenz und Eindeutigkeit der Losungen). Das Mazwell-System (2.12)
besitzt fiir Anfangswerte ug = (Hy, Eg) € D(C) und rechte Seite Joy € C1(0,T;X) die
eindeutige Losung u= (H,E) € C'(0,T; X) N C(0,T; D(C)) mit

u(t) = T(t)ug + /Ot T(t—s)j(s)ds. (2.14)

Dieses Resultat kann schlieklich, wie beispielsweise in (Hochbruck u. a. 2015, Proposi-
tion 3.5, S. 546) gezeigt, auf die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des gesamten
Maxwell-Systems mit Rand- und erweiterten Anfangsbedingungen (2.5) erweitert wer-
den.

Durch zusétzliche Anforderungen an die rechte Seite und die Anfangswerte kann ho-
here Regularitat der Losung erlangt werden. Diese wird in Kapitel 4 bendtigt, um die
Beschranktheit der Losungen zeigen zu konnen.

Lemma 2.19 (Zusitzliche Regularitit (1)). Mit Jo, € C'(0,T; Hy(curl®,Q)) sowie
Hy € H(curl*, Q) und Ey € Hy(curl*, Q) folgt u € C*(0,T;X) N C(0,T; D(C)).

Beweis. Unter Verwendung von Lemma 2.13 kann Gleichung (2.14) differenziert werden
und es folgt

%u(t) =T(t)Cup + /0 T(t—s)Cj(s)ds + Z;(BZj(t) =: f(t).

=I

Die Aussage u € C?(0,T; X) ist damit gleichbedeutend mit f € C'(0,T; X). Leitet man
die rechte Seite erneut nach der Zeit ab, erhélt man

GHO=TOC 0+ [ T =)Ci(s) ds-+(0) + ()

Konnen die Wohldefiniertheit und Stetigkeit von % f gezeigt werden, so folgt die Be-
hauptung.

Zunéchst ist der erste Term dieser Gleichung wohldefiniert, da nach Voraussetzung
ug € H(curl®, Q) x Hy(curl®, Q) gilt. Weiterhin ist dieser stetig, da T als beschrinkter
linearer Operator stetig ist. Aus der Voraussetzung Je € C*(0,T; Ho(curl®, Q)) folgt
analog die Wohldefiniertheit des zweiten Terms. Die Stetigkeit desselben folgt wiederum
aus der Stetigkeit von T und der Integration. Schliefslich sind auch die letzten beiden
Terme wegen Jo, € C1(0,T; Hy(curl®,Q)) stetig.

18



2 Maxwell-Gleichungen

Damit folgt also, dass f stetig differenzierbar ist und

%u(t) = %f(t) = T(t)C?uqg + /0 T(t —s)C%j(s)ds + j(t) + %j(t)

gilt. Somit ist u € C*(0,T; X). O

Alternativ erhélt man die verbesserte Regularitdt auch mit schwécheren Vorausset-
zungen an Je, muss dafiir jedoch stiarkere Einschrankungen fiir die Materialparameter
annehmen.

Durch zusétzliche Anforderungen an Materialkoeffizienten, die rechte Seite und die
Anfangswerte kann eine hohere Regularitit der Losung erlangt werden. Fiir die Materi-
alkoeffizienten bedeutet dies:

Lemma 2.20 (Zusétzliche Regularitat (2)). Mit Konstanten A, > 0 gelte fir die
Materialkoeffizienten

ou 0
[, € WhH2(Q), mit A > 8—5, a—;,u,g > A firie {1,2,3} (2.15)

fast diberall in Q. Dann folgt mit Jo, € C(0,T; Ho(curl,Q)) sowie Hy € H(curl®, )
und Ey € Hy(curl®, Q) die Behauptung v € C*(0,T; X) N C(0,T; D(C)).

Beweis. Unter Verwendung von Lemma 2.13 kann Gleichung (2.14) differenziert werden
und es folgt, wie im vorherigen Beweis,

d

Zrult) = T()Cuo + /0 T(t —s)Cj(s)ds+ j(t) = f(t).

Die Aussage u € C?(0,T; X) ist damit erneut gleichbedeutend zu f € C'(0,T; X). Dies
kann durch erneute Anwendung von Korollar 2.18 gezeigt werden. Dazu gilt zunéchst
unter den getroffenen Voraussetzungen

curl Hy € H(curl,Q),  curl By € Ho(curl,Q),  curl Jo € CH(0,T; L*()).
Mit den Voraussetzungen (2.15) an g und € folgt dann Cug € D(C) und Cj € C*(0,T; X).
Es kann also Korollar 2.18 mit verdnderten Anfangswerten vy := Cug und verdnderter

rechter Seite g = Cj angewendet werden. Damit folgt die Existenz einer eindeutigen
Losung v € C1(0,T; X) N C(0,T; D(C)) mit

v(t) = T(t)vg —I—/O T(t—s)g(s)ds
=T(t)Cup + /t T(t —s)Cj(s)ds.

Da nach Voraussetzung auch j € C1(0,T; X) gilt, folgt hieraus die Behauptung. O
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2 Maxwell-Gleichungen

Da das Hauptaugenmerk der spéiteren Untersuchung auf den Materialkoeffizienten
liegt, wird im Folgenden die stérkere Einschrankung an J.; hingenommen. Somit werden
die Voraussetzungen von Lemma 2.19 gewahlt, um die bessere Regularitdt der Losung
zu erhalten.

Zusammenfassend wurden in diesem Kapitel zunéchst die Maxwell-Gleichungen in all-
gemeiner Form eingefiihrt und anschliefend die Annahmen fiir den linearen Fall einge-
setzt. Schliefslich konnte mithilfe der Halbgruppentheorie die Existenz einer eindeutigen
Losung gezeigt werden.
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3 Grundlagen

Dieses Kapitel dient der Einfiihrung der Konvergenz in zwei Skalen. Dazu werden zu-
nachst einige Vorbemerkungen angefiihrt, bevor im ersten Unterkapitel der Konvergenz-
begriff eingefiihrt wird. Auferdem wird dort eine Auswahl an Resultaten aus dem Umfeld
der Konvergenz in zwei Skalen vorgestellt und bewiesen. Schliefslich werden im zweiten
Unterkapitel verschiedene Eigenschaften der Grenzwerte in zwei Skalen erlautert. Da-
bei wird insbesondere ein Kompaktheitsresultat prasentiert, nach dem jede beschrankte
Folge in L*(2) eine in zwei Skalen konvergente Teilfolge besitzt. Weiterhin wird be-
trachtet, inwiefern schwache Differenzierbarkeit und Grenzwertbildung in zwei Skalen
vertauschbar sind.

Die Konvergenz in zwei Skalen basiert auf der Annahme, dass die Koeffizienten der be-
trachteten Differentialgleichungen eine gewisse Periodizitéit aufweisen, welche sich auch
auf die Losungen tibertragt. Deshalb folgen zunédchst zwei Definitionen, welche sich mit

periodischen Funktionen befassen. Dazu sei Y = (—%, %)3 die Einheitszelle.

Definition 3.1 (Y-Periodizitit). Eine Funktion f : R* — R heift Y-periodisch, falls
fiir alle k € Z3

flz) = flx—k) fiir alle z € R3

gilt. Die Einschrankung f|q dieser Funktion auf das Gebiet Q wird dann ebenfalls als
Y -periodisch bezeichnet. Funktionenraume, die nur Y-periodische Funktionen enthalten,
werden durch den Subskript # gekennzeichnet.

Eine Funktion g : Q x R?* — R heift lokal Y-periodisch, falls fiir fast alle z € € die
Funktion g(z,-) Y-periodisch ist.

Mithilfe der Y-periodischen und lokal Y-periodischen Funktionen kénnen nun weitere
Funktionen mit abweichender Periode definiert werden.

Definition 3.2 ((Y,-)Periodizitdt). Es sei n > 0. Eine Funktion f7 : @ — R heifst
(Y,-)periodisch, falls eine Y-periodische Funktion f:R? — R existiert und
x

F(z) = f(E) fiir alle z € Q

gilt. Analog heifst eine Funktion g7 : €2 — R lokal periodisch, falls eine lokal Y-periodische
Funktion ¢ :  x RY — R existiert und

g"(z) = g(:v, %) fiir alle z €

gilt.

Im Falle von vektor- oder matrixwertigen Funktionen werden obige Definitionen der
Periodizitat komponentenweise angewendet. Eine solche Funktion heifit also beispiels-
weise lokal periodisch, falls jede Komponente lokal periodisch ist.
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3 Grundlagen

In einigen Féllen ist in den Beweisen der folgenden Resultate eine Einschrinkung
auf die Betrachtung einer Teilfolge und deren Konvergenz notwendig. Kann jedoch eine
Darstellung des Grenzwertes unabhéngig von der gewahlten Teilfolge gefunden werden,
so hilft das folgende Lemma, um die Konvergenz der gesamten Folge zeigen zu konnen.
Die Aussage und der anschliefende Beweis basieren auf (Schweizer 2013, Lemma 4.16,

S. 81 f.).

Lemma 3.3 (Lemma ohne Namen). Es sei (u,)nen eine Folge. Besitzt jede Teilfolge von
(un)nen €ine konvergente Teilfolge mit Grenzwert u°, so konvergiert auch die gesamte
Folge gegen u°.

Beweis. Angenommen, es konvergiert nicht die gesamte Folge gegen u°. Dann existiert
ein € > 0 und eine Teilfolge (u,, ), sodass ||u® — u,, || > ¢ fiir alle Folgenglieder der Teil-
folge gilt. Dies ist jedoch schon ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass jede Teilfolge,
also insbesondere auch (u,, ), eine gegen u" konvergente Teilfolge besitzt. O

Auf analoge Weise kann man zeigen, dass Lemma 3.3 auch fiir die schwache Konvergenz
gilt.

Im folgenden Lemma, aber auch im gesamten weiteren Verlauf dieser Arbeit wird
an mehreren Stellen zu einer Folge (1), mit 7, > 0, n; — 0 fiir £ — oo die Folge

(u(-, %)> betrachtet. Um die Notation moglichst iibersichtlich zu gestalten, wird
teN

diese Folge kurz mit (u”) bezeichnet. Der Index 7 bezeichnet dabei stets eine Nullfolge
positiver reeller Zahlen und ist insbesondere nicht mit der sonst iiblichen Notation durch
natiirliche Zahlen zu verwechseln.

Es folgt nun eine Aussage iiber die schwache Konvergenz oszillierender Testfunktionen.
Diese wird bendtigt, um die Konvergenz in zwei Skalen mit der starken und schwachen
Konvergenz in Relation zu setzen. Das Lemma samt Beweis hierzu stammt aus (Schweizer
2015, Lemma 29.1, S. 19 f.), wobei der Beweis hier deutlich detaillierter ausgefiihrt wird.

Lemma 3.4. Es sei ¢ € C(Q;Cx(Y)) und " : Q — R definiert durch ¢"(z) = ¢(, %)
Dann gilt

" = s0<5> - /st)(»y) dy. (3.1)

Beweis. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass das beschrinkte Gebiet €2 vollstan-
dig in disjunkte, skalierte Einheitszellen der Form
v nn\" L . n
o= + 55 fiir v, =nk mit ke K CZ

fir alle n € (n;)een zerlegt werden kann. Die Verallgemeinerung wird in der auf diesen
Beweis folgenden Bemerkung erlautert.

Da €2 ein beschrianktes Gebiet ist, folgt aus der Stetigkeit der Funktion ¢ deren Be-
schranktheit. Wegen

X .
¢ =02 2) < Iellomeym i alle & € 0
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3 Grundlagen

ist auch die Folge (¢") gleichmiRig beschrinkt. Damit existiert eine Funktion ¢° € L?(2)
und eine Teilfolge von (¢"), die schwach gegen ¢° konvergiert und wiederum mit ()
bezeichnet wird. Mit Funktionen ¢ € C§°(Q) gilt also

/Q A)(z) do = Tim [ o"(2)b(x) dz = lim ng(x, %)w(x) dr. (3.2)

n—=0 Jq n—0

Gilt nun ¢° = fY ©(+,y) dy fast iiberall in Q, so folgt die Behauptung zumindest fiir eine
Teilfolge. Um dies zu zelgen, werden zunéchst fiir z, € Y}, y € Y die beiden Funktionen

P(o,y) =plrry)  und (@) = ()

definiert und auf ihren Zusammenhang zu ¢ bzw. ¢ untersucht:
@ und @: Da () ein beschrinktes Gebiet ist, ist ¢ gleichméfig stetig in der ersten
Variablen. Dies ist gleichbedeutend zur Existenz von §(n) > 0 fiir alle n mit

(@, y) — ez, y)| < d(n) fiir alle 7,2 € Q mit [T — 2 <.

Betrachtet man nun wiederum die zu Beginn angenommene Zerlegung in 7-skalierte
Einheitszellen, so folgt aus |z — x| < 7 fir alle z € Y}" die Konvergenz von ¢ gegen @
in L*(Q2 xY) fir n — 0, ndmlich

17 = @l Lo axyy = Sup 18 — ll oo vy = sup sup sup [B(z, y) — o(z,y)|
keK zeY,! yeY

(3.3)

—0
= sup sup sup |(zx,y) — p(z,y)| < 6(n) = 0.
keK zeY,! yeY

v und v: Da ¢ € C$°(Q) gilt, ist 1 insbesondere lokal Lipschitzstetig. Dies ist
gleichbedeutend zur Existenz einer Umgebung U von = € () und einer Konstanten C' > 0
mit

[Y(z) —y(T)| < Cle -7 fir alle z € U.

Mit |z — x| < fiir alle z € Y] folgt also die Konvergenz von ¢ gegen 1 in L>() fiir
1n — 0, namlich
19 = ¥l ooy = 592 [0 = ] ) = 50 P sup |¥(z) — ¥(z)|
(3.4)
= sup sup [t (z) — ¥(z)] < Cn "3 0.
keK :pGYk"

Somit erhalt man fiir die Untersuchung des Grenzwerts aus (3.2) die Abschétzung

/Q</Y<P(a:,y) dy—90<x,%>>¢($) de
(3.3) /Q</Y¢(x,y) dy—@(x, %)) b(x) de
/Q </Y¢(93,y) dy —@(z, %)) o) de
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Nun werden die Definitionen von @ und v eingesetzt. Weiterhin wird das Integral iiber
) entsprechend der Zerlegung in skalierte Einheitszellen durch eine Summe iiber alle
solche Zellen ersetzt. Damit erhalt man

/Q</Y@(l’7y)dy s0<x f))@(x)dx
:Z/ (/ o(xg,y) dy — w(xkvn)>¢(%)dw

keK

:k€K<<]Y”]/ (x1,y) dy — /SO(QJk,n)dx)w(xk))'

Durch Substitution von y durch ¥ und mit Y,!| = n? zeigt man fiir k € K

|Ykn|/90($k,y)dy:/ 90($k, )dx
Y Y n

Folglich gilt mit (3.1) fir n — 0

/Q</Y o(,y) dy — w(x, %))wx) I

Damit folgt also ¢ = [,, (-, y) dy fast tiberall in Q und somit (3.1) fiir die betrachtete
Teilfolge. Da jedoch jede Tellfolge der Folge (") eine gegen diesen Grenzwert schwach
konvergente Teilfolge besitzt, konvergiert die ganze Folge schwach gegen diesen Grenz-
wert. [

Bemerkung. Im Beweis zu Lemma 3.4 wird angenommen, dass das Gebiet §2 vollstéandig
in skalierte Einheitszellen V" zerlegt werden kann. Im allgemeinen Fall ist diese Zerlegung
nicht moglich, da der Rand von €2 diesen speziellen Anforderungen nicht geniigt. Ersetzt
man jedoch am Rand von § die skalierten Einheitszellen Y;! jeweils durch den Schnitt
Y,”N und die Punkte x;, durch beliebige Punkte jeweils aus dem Innern dieser Schnitte,
so kann der Beweis analog durchgefiihrt werden.

Im néchsten Abschnitt wird nun die Konvergenz in zwei Skalen eingefiihrt. Weiter
werden einige grundlegende Eigenschaften derselben vorgestellt.

3.1 Konvergenz in zwei Skalen

Zusatzlich zur Definition des Konvergenzbegriffs wird dieser in Relation zur starken und
schwachen Konvergenz gesetzt. Weiterhin wird die Klasse der Testfunktionen deutlich
erweitert, um die Zweiskalenkonvergenz auch praktikabel fiir das spétere Homogenisie-
rungsresultat zu bekommen.

Dabei basiert dieser Abschnitt grofsteils auf (Wellander 2001), (Allaire 1992) und
(Schweizer 2015). In den Beweisen dazu werden Zwischenschritte ergdnzt und Argumente
der Beweisfithrung verdeutlicht.
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3 Grundlagen

Definition 3.5 (Konvergenz in zwei Skalen). Es sei (u") eine Folge in L*((2). Diese Folge
konvergiert in zwei Skalen gegen die Funktion v° € L*(Q2 x V), falls

lim Qu"(x)go(x, %) dz = /Q /Y W0z, y)p(x, y) dy dv (3.5)

n—0

fiir alle Testfunktionen ¢ € Cg°($2; C°(Y)) erfiillt ist. Dies bezeichnen wir im Folgenden

. 2
mit " = 0.

Eine wichtige Eigenschaft der Konvergenz in zwei Skalen ist, dass auch hierfiir Lemma
3.3 gilt. Damit ist es also fiir die Konvergenz einer Folge ausreichend zu zeigen, dass jede
Teilfolge eine konvergente Teilfolge besitzt, wobei der Grenzwert eindeutig bestimmt ist.

Im Folgenden wird nun der Zusammenhang des eben eingefiihrten Konvergenzbegriffs
in zwei Skalen mit der starken und schwachen Konvergenz dargestellt. Grundlage hierfiir
ist (Schweizer 2015, Bemerkung 2.3, S. 20).

Lemma 3.6. Es sei (u") eine Folge in L*(2). Dann gelten folgende Aussagen:
(i) u? = u in L*(Q) impliziert u" = u® mit u°(z,y) = u(z).
(i) u" 2 u® impliziert u" — [, u®(-,y) dy schwach in L*(<2).
Beweis. (i) Fiir eine beliebige Testfunktion ¢ € C§°(Q2; C¥(Y)) bekommt man zu-

nachst mit Lemma 3.4
" = w(-é) - / o(-y) dy.
n Y

Zusammen mit u”7 — u in L*(Q) und der Beschrinktheit von ¢" folgt daher

/Qu”(:p)go(x, %) dr = /Q(u”(:v) - u(:t))gp(x, %) dv + /Qu(:t)go(x, %) dz

0 /Q u(z) /Y o, y) dy da.

(i) Sei ¢o € C§°(£2). Dann gilt wegen der Zweiskalenkonvergenz von (u"):

lim [ u"(x)po(x) dx://uo(x,y)goo(x) dydx:/goo(x)/uo(x,y) dy dx.
=0 Jo QJy Q Y
Dies ist gleichbedeutend mit u? — [, u°(-, y) dy.

O

Bei Definition 3.5 wird Cg°(€2; O (Y')) als Raum der Testfunktionen verwendet. Somit
wird gefordert, dass die Testfunktionen insbesondere unendlich oft stetig differenzierbar
mit kompaktem Tréger sind. Es kann jedoch gezeigt werden, dass Gleichung (3.5) auch
mit deutlich schwicheren Anforderungen an die Testfunktionen gilt. Beispielsweise wer-
den im Beweis des Homogenisierungsresultats aus Satz 4.5 Testfunktionen verwendet,
die stiickweise konstant und damit noch nicht einmal stetig im ersten Argument sind.
Die folgende Definition liefert dazu eine Bedingung, wie weit die Anforderungen abge-
schwécht werden koénnen.
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3 Grundlagen

Definition 3.7 (Zuléssige Testfunktion). Eine Funktion ¢ € L*(Q; L3, (Y')) heit zulis-
sige Testfunktion, falls diese messbar ist und

)

Um nachzuweisen, dass es sich bei den in Definition 3.5 verwendeten Testfunktionen
¢ € C5°(; CP(Y)) um zuldssige Testfunktionen handelt, wendet man Lemma 3.4 auf

(¢")? an und erhilt ;
(¢")* = <p<', 4) - / ()" dy.
n Y

Da 2 beschréankt ist, folgt

2 2
/go(m,g) d:c—/hp(x, E) dx 77:>0//<p(-,y)2dyala/:,
Q n 0 n QJy

womit die Testfunktionen aus C§°(€2; CZ°(Y')) zulissig sind.

In (Allaire 1992) wird untersucht, inwiefern die Regularitdtsanforderungen an den
Raum der zuldssigen Testfunktionen abgeschwéicht werden kénnen. Dabei wird gezeigt,
dass beispielsweise die Réume L?(€; C(Y)) und L2, (Y; C(Q)) immer noch aus zuléissi-
gen Testfunktionen bestehen. Wie der folgende Satz zeigt, gilt dann fiir diese Funktionen
ebenfalls Gleichung (3.5) aus der Definition der Konvergenz in zwei Skalen. Grundlage

dafiir ist (Allaire 1992, Theorem 1.8, S. 1488 f.) und der dort ausgefiihrte Beweis.

lim
n—0

= HSO“L2(QxY) (3.6)
L2(9)

gilt.

Satz 3.8. Es sei ¢ € L*(Q; L3(Y)) eine zulissige Testfunktion. Fir jede Folge (u"),
welche in zwei Skalen gegen einen Grenzwert u® € L?(Q x Y) konvergiert, gilt dann

/Q u"(a:)go(x, %) dz — /Q /Y W(z,y)p(z, y) dy da.

Fiir den Beweis dieses Satzes werden zuvor zwei Hilfsresultate bendtigt. Zunéchst
besagt folgendes Lemma, dass jede Funktion in L?(2 x Y') als Grenzwert in zwei Skalen
erhalten werden kann. Dieses Lemma basiert auf (Allaire 1992, Lemma 1.13, S. 1490 {.).

Lemma 3.9. Zu jeder Funktion u € L*(Q2 x Y) existiert eine in der L?(Q)-Norm be-
schrinkte Folge (u") € L*(Q), sodass diese gegen u in zwei Skalen konvergiert und

|u[|L2) = llullz2xy) (3.7)
firn — 0 gult.

Beweis. Zuniichst ist C§°(2;CF(Y)) ein separabler Banachraum, weshalb eine darin

dicht liegende Teilmenge (&k)ng existiert. Damit sei die normierte Folge (¢ )ren defi-
niert durch ¢y = Hwkszl(Qxy)z/Jk.
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3 Grundlagen

Auferdem liegt der Raum Cg°(Q; C(Y)) wiederum dicht in L*(Q x Y). Es exis-
tiert also eine Folge (on)nen C C§°(Q;CF(Y)), die in der L*(2 x Y)-Norm gegen
u konvergiert. Unter Anwendung von Lemma 3.4 folgt fiir n € N beliebig, aber fest,
Y € G (0% (Y)) und  — 0

90n<5)7v/}<5> A/Yson(-,y)@b(-,y) dy.

Mit der Beschrénktheit von € folgt daraus

/Qson(af, %)d}(:f: %) d:v—/ﬂ/yson(ﬂs,y)w(x,y) dy dx

und damit die Konvergenz von ¢, (z, %) in zwei Skalen gegen ¢, (x,y). Im nédchsten

—0
=0

Schritt sei 6, = ||¢n — u||L2(xy). Weiter sei die Folge (1(n))nen mit n — 0 fiir n — oo

so gewahlt, dass fir 1 <k <n
/Qson (x %)de - /Q /Y n(,y)°
/Qson (zv %)Mg (:v %) dz — /Q /Y on (@, y) bz, y) dy dx

gelten. Damit wird schlieklich die Folge (u""™),ey durch v"™(z) = ¢, (x, ﬁ) defi-

niert. Aus (3.8) folgt dann die Beschriinktheit der Folge in L*(Q x Y) und aus (3.9) die
Konvergenz der Folge gegen u in zwei Skalen. O]

< 5, (3.8)

<5, (3.9)

Als weiteres Hilfsresultat wird bendtigt, dass aus jeder zulédssigen Testfunktion eine in
zwei Skalen konvergente Teilfolge erzeugt werden kann. Als Grundlage fiir dieses Resultat
und den Beweis dient (Holmbom 1997, Proposition 2.7, S. 326).

Lemma 3.10. Fiir jede zulissige Testfunktion ¢ € L*(2 x Y) konvergiert die Folge
(go(-, ;)) in zwei Skalen gegen .

Beweis. Nach Lemma 3.9 existiert zu ¢ eine beschriankte Folge ("), die gegen ¢ in
zwei Skalen konvergiert. Damit gilt fiir jede Testfunktion ¢ € C§°(%;CF(Y)) unter
Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
¢ ('7 _)
Ui

[ )te D<ot

(3.10)

L2(Q) L2(Q)
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3 Grundlagen

Da es sich bei ¢ nach Voraussetzung um eine zuléssige Testfunktion handelt, folgt mit
der Konvergenz in zwei Skalen von ¢" gegen ¢

‘30"—90(-,;)

2

o~ b))

= HSDT]Hi%Q) _2\/99077(35)@(1.’%) d3i+H90<',;> 2

L2(Q)
liglz, (35 - ~
LE@xy) = Ja Jy el@y)e(z,y) dyde (?S’S)H‘F’”i?(nxm
n=0 2 2 2 _
- ||90HL2(QxY) - 2”90||L2(Qxy) + ||90HL2(QxY) = 0.

Somit folgt also aus (3.10)

lim
n—0 Q

und insbesondere

lim go(a:, E)lp(ac, E) dr = lim w"(x)zb(x, z) dz % / o(x,y) <J;, f) dx
=0 /o n n =0 Jq n Q n
fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(Q; C3(Y)), womit (-, 5) 2 gezeigt ist. O
Die geleistete Vorarbeit reicht nun aus, um im néchsten Schritt schlieflich Satz 3.8
zu beweisen und damit zu zeigen, dass Konvergenz in zwei Skalen nicht nur, wie in

der urspriinglichen Definition gefordert, fiir Testfunktionen aus Cg°(€2; C3°(Y')), sondern
auch fiir alle weiteren zuléssigen Testfunktionen gilt.

Beweis von Satz 3.8. Da C3°(Q; C(Y)) dicht in L*(Q x Y) liegt, existiert eine Folge
(Vn)nen C C2(€; CL(Y)) mit ¢, — ¢ fiir n — co. Weiter gilt

i [ (o) -l )
) “\ |2 x x “\ |2
B %%(H(’D<’ 5) 2@ 2/9(’0<x’ ;)w"@’ ;) de =+ ‘ ¢n<', ﬁ) L?(Q))
. . 2
=il () gy~ 20m [ (o5 ) ) ot i ()

2 2
= HWHL?(WY) . Q/Q/YSO(%Z/)?%(%Z/) dy dx + HwnHLQ(QXY) :

2

L*(Q)

Hierbei wird im letzten Schritt fiir den ersten Summanden die Definition 3.7 der zuléssi-
gen Testfunktionen eingesetzt. Fiir den zweiten Summanden wird ausgenutzt, dass nach
Lemma 3.10 die zuldssige Testfunktion in zwei Skalen konvergiert und damit Gleichung
(3.5) aus der Definition der Konvergenz in zwei Skalen gilt. Fiir den dritten Summanden
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3 Grundlagen

wird schlieRlich Lemma 3.4 auf die Funktion ¢ angewendet. Da € beschriinkt ist, folgt
damit

2 2
lim/wn<x, f) dz = lim wn(a:, f) Lem. 34//% )2 dy da.
n—0 Q n n—0 Q n

Es folgt nun weiter

i [ (o) - 3))
~elrmer, —2 [ [ e onte ) dyds + [l
- / /Y 0(5,9)? — 202, Y)n ) + (2, 9)? dy d

z/Q/Y(w(x,y)—wn(w,y))2dydw-

Da nach Definition der Folge (¥, )nen diese stark in L?(Q x V') gegen 1 konvergiert, folgt
fiir n — oo

. . x
T}E&}% Q(w(&:;)—%(m,— ) dw—nlgrolo// (z,y) ¢nxy)) dy dz = 0.

Um dieses Resultat anzuwenden, wird zunéchst folgende Gleichung betrachtet:

/Qcp (m, %)u“(:r;) dx—/an (x, %)u“(m) dx /Q(@ (x, %) — 1y, (a;, %))u“(m) dx

Durch Grenziibergang 7 — 0 und Anwendung der Konvergenz in zwei Skalen erhélt man
fiir die linke Seite dieser Gleichung

/Qso(x, %)u"(w) dx—/g%(x,%)un(x) do
= }7{%/990(337 %)u”(w)dx—/nywn(a:,y)u(’(x,y)dydx .

Auf die linke Seite der Gleichung wendet man zunéchst die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
an. Da (u") in zwei Skalen konvergiert und €2 beschriankt ist, folgt insbesondere die
Beschranktheit der ganzen Folge. Damit gilt mit einer Konstanten C' unabhéngig von n

[ (o) ~onlny) Jorearae o(-0) —nl3)

(3.11)

lim
n—0

1 n
< }g%”“ I22(@)

N—— L2(Q
<C
< C'lim gp( ;> —7/%(‘7;) "=°0.
n—0 n n L2(Q
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3 Grundlagen

Zusammengefasst erhédlt man somit aus Gleichung (3.11) fiir den Grenziibergang n — oo

x
1. y T " d_ n ) 0 ) dd :O
17%/9@(“1‘77)“@)1; /g}/yiﬁ(fvy)U(fvy)yfv

-~ n—r oo
unabh. von n = elzy)

lim
n—oo

und damit insbesondere

lim Qgp(ﬁ,%)@ﬂ(x) dx:/ﬂ/ygo(x,y)uo(x,y)dydx.

n—0

Dies entspricht Gleichung (3.5) aus der Definition der Konvergenz in zwei Skalen mit ¢
als Testfunktion. |

Somit wurde in diesem Abschnitt gezeigt, dass die Konvergenz in zwei Skalen mit allen
zulédssigen Testfunktionen gilt. Ebenso wurde gezeigt, dass der neue Konvergenzbegrift
starker als schwache Konvergenz, jedoch schwécher als die Normkonvergenz ist. Es wur-
den bisher jedoch noch keine Beispiele geliefert, die zwar in zwei Skalen konvergieren,
jedoch nicht im Sinne der Norm. Dies geschieht im néchsten Abschnitt, indem gezeigt
wird, dass sogar jede beschrankte Folge eine in zwei Skalen konvergente Teilfolge besitzt.

3.2 Eigenschaften von Grenzwerten in zwei Skalen

In diesem Abschnitt wird zunéchst eine Kompaktheitsaussage beziiglich der Konvergenz
in zwei Skalen getroffen. Weiterhin werden anschlieffend verschiedene schwache Differen-
tialoperatoren hinsichtlich ihrer Eigenschaften bei der Zweiskalenkonvergenz untersucht.

Als Grundlage fiir die présentierten Aussagen dient (Wellander 1998), (Wellander
2001), (Allaire 1992) und (Schweizer 2015). Auch die Beweise entstammen diesen Wer-
ken, werden jedoch an dieser Stelle deutlich ausfiihrlicher présentiert.

Das folgende Lemma ist in gewisser Weise eine Aussage iiber die Folgenkompaktheit
des Raums L?*(Q) beziiglich der Konvergenz in zwei Skalen. So hat jede beschrinkte
Folge in L?(2) zumindest eine in zwei Skalen konvergente Teilfolge. Grundlage fiir dieses
Lemma und den anschliefenden Beweis ist (Schweizer 2015, Satz 2.4, S. 21).

Lemma 3.11 (Kompaktheit). Es sei (u?) C L*(Q) eine in der L*(Q2)-Norm beschrinkte
Folge. Dann existiert eine Teilfolge und eine Funktion u® € L*(Q x Y'), sodass

2
ul 20

qgilt. Weiterhin gilt
u? — = / u’ (-, y)dy
Y

und es existiert eine eindeutig bestimmte Funktion u°€ L*(Q xY'), sodass u° fiir v € Q,
y €Y in der Form

Wz, y) = u(x) + @ (z,y), mit / @(z,y)dy =0
Y

zerlegt werden kann.
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3 Grundlagen

Beweis. Dieser Beweis setzt sich aus zwei Abschnitten zusammen. Zunéchst wird basie-
rend auf dem Beweis zu (Schweizer 2015, Satz 2.4, S. 21) die Existenz einer in zwei Skalen
konvergenten Teilfolge nachgewiesen. Anschlieffend wird die Zerlegung des Grenzwerts
in die behauptete Darstellung gezeigt. Grundlage fiir den zweiten Teil des Beweises ist
der Beweis zu (Wellander 2001, Proposition 2.6, S. 44).

Existenz: Zum Beweis der Existenz einer in zwei Skalen konvergenten Teilfolge wird
C(Q;Cx(Y)) als Testfunktionenraum verwendet. Die Folge (u") liegt dann in dessen
Dualraum und ist beschrankt, sodass eine schwach-* konvergente Teilfolge existiert.
Schlieflich wird gezeigt, dass der Grenzwert dieser Teilfolge in L?*(Q2 x V) liegt.

Wegen der Beschrinktheit von Q ist B := C(Q; C4(Y)) ein separabler Banachraum.
Die Funktionen u"” werden nun als Elemente des Dualraums B’ angesehen, wobei die
Anwendung von " auf eine Funktion ¢ € B entsprechend dem L?()-Skalarprodukt
von u" mit <p(', 5) definiert ist, also

ul(p) = /Qu”(x)cp<x, %) dzx.

Da die Folge (u”) in L*(Q) beschriinkt ist, folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

/Qu"(:p)g0<m, %> o 7 ( 5) L2(9) (3.12)

1
< Q]2 [[u"ll2@llells = C supsup [o(z, )]
zeQ yeY

< lu"| 22

mit der Konstanten C' = |Q|z [|u”]| r2(o)- Hierbei wird fiir die Abschétzung von ¢ die
Beschréanktheit von € verwendet. Damit ist (u”) in B’ beschrankt und es existiert nach
dem Satz von Alaoglu (vgl. (Werner 2011, Korollar VIII.3.12, S. 416)) zumindest eine
Teilfolge, die schwach-* gegen einen Grenzwert u konvergiert. Im Allgemeinen ist u
jedoch kein Element aus L*(2 x V') sondern muss erst dazu fortgesetzt werden. Zunéchst
ist  in B’ beschrénkt, denn es gilt mit der ersten Abschitzung aus Gleichung (3.12)

el 5| = o)

fiir alle Testfunktionen ¢ € B. Wie im Beweis von Satz 3.8 wird hier Lemma 3.4 ver-
wendet, wobei Gleichung (3.1) auf die Funktion ¢? angewendet wird. Um schlieklich
zu zeigen, dass U zu einem stetigen Funktional in L?(Q2 x Y') fortgesetzt werden kann,
zeigt man, dass Gleichung (3.13) fiir alle Testfunktionen aus einer dichten Teilmenge
von L*(Q x Y) gilt. Dies ist jedoch schon geschehen, da unter Verwendung der Inklusion
C(Q;C(Y)) € B C L*(2 x Y) und der Tatsache, dass C(Q; C(Y)) dicht in L?(Q x Y)
liegt, folglich auch B dicht in L*(€2 x ) liegt. Damit kann % nach dem Fortsetzungssatz
aus (Atkinson u.a. 2009, Theorem 2.4.1, S. 72) zum gesuchten Grenzwert u® in zwei
Skalen fortgesetzt werden.

(3.1)

< C'lim

()| = lim lim

n—0

L)
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3 Grundlagen

Darstellung des Grenzwerts: Im vorigen Teil des Beweises wird zumindest fiir eine
Teilfolge die Aussage
ul B’ e 2O xY)

gezeigt. Nach der zweiten Aussage von Lemma 3.6 folgt daraus direkt die schwache
Konvergenz von u” gegen uf = fY u®(x,y) dy. Die zur Zerlegung noch fehlende Funktion
@° kann dann direkt angegeben werden als

@ (2, y) = u’(z,y) —u(2).

Wegen |Y| =1 folgt durch Integration iiber Y schlieflich

/ @’(-y) dy = / w(-yy) —u() dy = / u’ (- y) dy — IY|/ u’(-y) dy =0,
Y Y Y Y
womit der Beweis des Lemmas abgeschlossen ist. O

Mit Hilfe dieser Kompaktheitsaussage wird im néchsten Schritt gezeigt, dass auch das
Produkt einer beschréinkten Folge mit bestimmten zulédssigen Testfunktionen in zwei

Skalen konvergiert. Diese Aussage sowie der Beweis basieren auf (Wellander 2001, Lem-
ma 2.8, S. 34 f.).

Lemma 3.12. Es sei (u") eine in L*(Q2) beschrankte Folge. Weiter seiv € C(Q; LE(Y)).
Dann existiert eine Teilfolge von (u"(z)v(z, %)), die in zwei Skalen gegen u°(x,y)v(z,y)

konvergiert. Dabei bezeichnet u® den Grenzwert fiir diese Teilfolge von (u) in zwei Ska-
len.

Beweis. Da die Folge (u”) in L*(€) beschrinkt ist, existiert nach Lemma 3.11 eine in
zwei Skalen konvergente Teilfolge mit Grenzwert u° € L*(Q x Y) und da v eine zuléssige
Testfunktion ist, folgt

lim u"(x)v(a:, E) dx (:2)//u0(a:,y)v(x,y)dydx. (3.14)
Q n QJy

n—0

Weil Q beschriankt ist, ist die Funktion v insbesondere auch in L>*(2 x Y) und damit
die Folge (U(-, 7—))) beschrénkt. Somit ist auch die Folge <u”v <-, ﬁ)) gleichméfig be-

schrinkt in L?(Q) und hat nach Lemma 3.11 eine in zwei Skalen konvergente Teilfolge.
Es folgt mit der speziellen Wahl der konstanten Funktion mit dem Wert 1 als zulassiger
Testfunktion

. x . T (3.14) 0
lim Qu (x)v(x, 77) @ = lim Qu (x)v (m, 77) x /Q/Yu (z,y)v(x,y) dy dzx

Da Grenzwerte in zwei Skalen eindeutig bestimmt sind, gilt also, eventuell fiir eine weitere

Teilfolge
u'v (~, ;> 2 w%.
n
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Bisher enthilt dieses Kapitel lediglich Resultate fiir Folgen aus L?(£2). Damit wird ins-
besondere keine Existenz schwacher oder starker Ableitungen vorausgesetzt. Auf Grund
der Inklusion W12(Q) C L?(Q) gelten die bisher gezeigten Aussagen ebenfalls fiir Folgen
in Wh2(Q). So existiert nach der Kompaktheitsaussage aus Lemma 3.11 auch zu jeder
beschrinkten Folge aus diesem Raum eine Funktion in L*(Q2 X V'), sodass zumindest eine
Teilfolge in zwei Skalen gegen diese konvergiert. Diese Aussage ist jedoch in dieser Form
nicht wirklich zufriedenstellend, da alle Folgenglieder bessere Figenschaften aufweisen
als fiir das verwendete Lemma vorausgesetzt wird. Dies bringt jedoch zumindest nach
Lemma 3.11 keine besseren Eigenschaften des Grenzwerts mit sich.

In der Tat kénnen fiir verschiedene Teilrdume mit starkeren Differenzierbarkeitseigen-
schaften genauere Aussagen iiber die Grenzwerte getroffen werden. Damit beschéftigt
sich der folgende, abschliefsende Teil dieses Kapitels.

Zunéchst wird fiir die Homogenisierungsresultate im nachsten Kapitel eine Aussage
iiber den Gradienten in zwei Skalen bendétigt. Das hier vorgestellte Resultat und der
anschliefende Beweis basieren auf (Allaire 1992, Proposition 1.14, S, 1491 f.).

Lemma 3.13 (Gradient in zwei Skalen). Es sei (u") eine in L?(Q2) beschrinkte Folge.
Zusditzlich sei auch (ngradu) in L*(Q) beschrinkt. Dann existiert eine Teilfolge und
eine Funktion u° € L*(Q; W#2(Y)), sodass fiir diese Teilfolge

0

2
u"iu,

ngrad u” 2 grad, u®
qgilt.

Bemerkung. Die Formulierung der Konvergenz in zwei Skalen aus Definition 3.5 gilt
nur fiir den skalaren Fall, also Funktionen aus L?(Q2). Man kann diese Definition jedoch
sinnvoll auf vektorwertige Funktionen aus L?(Q)? erweitern, indem man diese komponen-
tenweise betrachtet. So konvergiert eine Folge (u") C L*()? in zwei Skalen gegen eine
Funktion u” € L*(Q2)*, falls fiir alle Testfunktionen ¢ € Cg°(Q; C(Y)) und j = 1,2,3

i, [ wie)es (02 ) o = [ [ btenpioson)dyds
n QJy

n—0 Q
gilt. Damit ist obige Aussage
ngrad ul = grad, u®

wohldefiniert. Zusatzlich konnen mit dieser komponentenweisen Betrachtung auch alle
weiteren bisherigen Aussagen, insbesondere auch die Kompaktheitsaussage aus Lemma
3.11, in dieser Weise auf den vektorwertigen Fall iibertragen werden.
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Beweis von Lemma 3.13. Da die Folgen (u") und (n grad u") beziiglich der L?(2)?>-Norm
beschrénkt sind, folgt die Existenz von in zwei Skalen konvergenten Teilfolgen (u") und
(ngradu”). Somit gilt fiir skalarwertige Testfunktionen ¢ € C§°(%; CF(Y)) bzw. vek-
torwertige Testfunktionen ¢ € Cg°(€; C°(Y))? mit obiger Bemerkung

i u(x xf T = w0 (x T . .
5 N ( W( ’n>d /Q/Y (@, y)v(2,y) dy dz, (3.15)

lim [ npegradu’(z) - go(x, £> dr = / / w(z,y) - p(z,y) dy dx. (3.16)
Q Y QJy

n—0

Es bleibt also lediglich zu zeigen, dass w = grad, u? gilt. Dazu erhilt man mit Hilfe der
partiellen Integration

/gradu”(x)-cp(m,g)dxg()—/ "z )le(p(ZE —) dx
Q n Q n
. . . (3.17)
= — / u(x) (divl, <p($, —) + —div, gp(m, —)) dzx.
Q n n n
Zusammen folgt damit schliefllich wie behauptet
// w(z,y)-p(x,y)dydx :)hm/ngradu" (x —) dx
GL) _ im (77/ ul(x) div, (x, f) dx +/ u'(z) divy ¢ (x, z) dx)
0N Ja n, Ja n

nach (3.15) beschrankt

// (x,y)divy, ¢(z,y) dy d.

Ebenfalls kann in diesem Zusammenhang eine genauere Aussage fiir Funktionenfol-
gen in H(curl, Q) getroffen werden. Diese basiert auf (Wellander 2001, Proposition 4.3,
S. 39).

O

Lemma 3.14 (Rotation in zwei Skalen). Es sei (u”) eine in H(curl,Q) beschrinkte
Folge. Dann existieren eine Teilfolge und eine Funktion u® € L*(Q; H(curl,Y)) mit

u’(x,y) = u(z) + D,®,(z,y), wobei / grad, ®,(z,y) dy = 0,
Y

sodass
ul 2y

gilt. Weiter folgt
curlw” — curl v, wobei vt = / u’(-,y) dy
Y

in L?(2)3.
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3 Grundlagen

Beweis. Da (u") in H(curl, Q) beschrénkt ist, sind insbesondere auch (u”) und (curl u")
in L%(Q)? beschrinkt. Nach Lemma 3.11 existieren also Funktionen u®, v € L*(2 x V)3,
sodass (u") beziehungsweise (curl u”) komponentenweise in zwei Skalen gegen diese kon-
vergieren. Fiir eine Testfunktion ¢ € C3°(Q; C(Y))? gilt dann zunéchst komponenten-
weise, aber auch in vektorieller Notation

lim QU”(QE)-@(:E,%) dx:/ﬂ/yuo(x,y)-go(x,y)dydx, (3.18)
lim Q((jurlu"(x)) w@,%) dm:/g/yv(x,y)-gp(x,y)dydx. (3.19)

Weiterhin gilt unter Anwendung von Gleichung (2.9) und da ¢ einen kompakten Tréger
hat, womit sdmtliche Randterme verschwinden, die Gleichung

/ curl u"(z) - go(a:, f) de 20+ / ul(z) - curlgp(x, E) dx. (3.20)
Q n Q U

Durch Multiplikation mit n und Anwendung der Kettenregel erhélt man weiter

77/ curlu"(z) - gp(x, E) dz 2 17/ ul(x) - curlgp(az, f) dx
Jo Ui B Q Ui

= o [ w52 ot [ o) e o2 ) de
8 n;, o Ja n

nach (3.19) beschrankt
~

nach (3.18) beschrinkt

Wegen ¢ € Cg°(€;C2(Y))? sind auch curl, ¢ und curl, ¢ zuldssige Testfunktionen,
sodass mit (3.18) fiir den Grenziibergang n — 0

/ / u’(x,y) - curly p(z,y) dy dx = 0
aly
folgt. Damit folgt nach Definition der schwachen Ableitungen
curl, u’(z,y) = 0, fiir fast alle (z,y) € Q x Y. (3.21)

Mit dem Lemma von Poincaré (vgl. (Amrouche u.a. 2007, Theorem 3, Bemerkung 4,
S. 605 f.)) folgt aus Gleichung (3.21) die Existenz einer Funktion ® € L?(Q; H'(Y)),
fiir die

u’(z,y) = grad, ®(x,y), fiir fast alle (v,y) € A XY

gilt. Nach Lemma 3.11 gilt zugleich

WOz, y) = ' (z) + @z, y), mit / @ (2, y)dy = 0,
Y
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3 Grundlagen

weshalb fiir ®,(x,y) = ®(z,y) — ut(z) -y, ((z,y) € 2 x Y) somit
u’(x,y) = u(z) + grad, ®,(z,y), fiir fast alle (z,y) € Q@ x Y

und
/ grad, ®,(z,y)dy = 0, fiir fast alle z €
1%

gilt. Es bleibt die schwache Konvergenz von (curlu”) zu zeigen. Dazu sei ¢ € C5°()3.
Fiir diese zuléassige Testfunktion folgt

/ / v(x,y)dy - p(z)dx 1 Yim [ curl ul(x) - p(z) dx 429 i ul(x) - curl p(x) dx
aJy

n—0 Q n—0 Q

(19 / / u’(z,y) dy - curl ¢(x) do = / ut(z) - curl (o) do.  (3.22)
oy Q
Es folgt nach der Definition der schwachen Ableitung u® € H(curl, ) mit
curl u(z) = / v(x,y)dy, fur fast alle z € €.
Y

Da ¢ € C5°(Q2)? beliebig ist und C5°(Q)? dicht in L*(Q)? liegt, folgt weiter die schwache
Konvergenz
curl u” — curl u®®

in L2(Q)3. O

Ein &hnliches Resultat wie fiir die Rotation bekommt man auch fiir die Divergenz
eines Vektorfelds beim Grenziibergang in zwei Skalen. Das im Folgenden ausgefiihrte
Lemma basiert auf (Wellander 1998, Satz 5.2, S. 45).

Lemma 3.15 (Divergenz in zwei Skalen). FEs sei (u") eine in H(div,Q) beschrinkte
Folge. Dann existieren eine Teilfolge und eine Funktion u® € L*(Q; H(div,Y)), sodass

2
ul 20,
. 2;
ndivu” =0

gelten. Weiter folgt
div " — div e, wobei ut = / u’(-,y) dy
Y

in L*(2).
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3 Grundlagen

Beweis. Der Beweis dieses Lemmas besteht grofiteils aus Schritten, die bereits im Beweis
von Lemma 3.14 angewendet werden. Zunéchst bekommt man wie in den Gleichungen
(3.18) und (3.19) aus der Beschrénktheit der Folge (u”) in H(div,€2) in zwei Skalen kon-
vergente Teilfolgen (u”) und (divu”). Also gilt fiir Testfunktionen ¢ € C3°(Q; CF(Y))?
bzw. ¢ € Cg°(Q; CF(Y))

71712(1) Qu"(:t) : gp(w, %) dx = /gl/yuo(x,y) ~p(x,y) dy dz, (3.23)
. .o T .
71713(1) levu (m)w(x, 77) dx = ALw(x,y)w(x,y) dy dz (3.24)

fiir Funktionen u® € L*(2 x Y')3 sowie w € L*(2 x Y'). Daraus folgt zunéchst

lim [ ndivu’(x)y (a:, z) dr = limn / div u"(z) <x, E) dxr =0,
Q n =0 Jo n;

n—0

~
nach (3.24) beschrénkt

was gleichbedeutend zu 7 div u” 200 ist. Weiter erhélt man analog zu Gleichung (3.20)
fiir eine Funktion ¢ € C§°(§2) durch partielle Integration

/Qdiv u(z)ip(x) da Ho- /Qu"(x) - grad ¢ (z) dz. (3.25)

Zusammen bekommt man aus (3.23), (3.24) und (3.25) «° € H(div,Q; H(div,Y")) mit
divu® = v. Schlieflich zeigt man analog zu Gleichung (3.22) die schwache Konvergenz
von (divu”), denn mit einer Testfunktion ¢ € C3°(Q) gilt

(3.25)

// w(z,y) dyd(z) de hm dlvu”(m)l/;(x)dx = —lim [ u"(z) - grad () dx

n—0 Q
(3.28) // (z,y)dy - gradw( ) dx / H(;E)-grad&(x) dx

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis zu Lemma 3.14 folgt also

div " — div et

in L*(Q). O

Bemerkung. In Lemma 3.13 wird im Gegensatz zu Lemma 3.14 zur Rotation und Lem-
ma 3.15 zur Divergenz in zwei Skalen keine Beschriinktheit der Folge (u”) in W2(02)
gefordert. Gilt diese stiarkere Voraussetzung, so folgt entsprechend

ngrad u” 2 0.

Durch die schwichere Voraussetzung ist es jedoch moglich, dieses Lemma im folgen-
den Kapitel (vgl. Gleichung (4.17)) auf Folgen von Testfunktionen in C§°(€2; W;ﬁ(Y))
anzuwenden, die nicht unbedingt beschrankt sind.
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3 Grundlagen

Abschliefsend wird eine Aussage iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung in
zwei Skalen und der Ableitung nach der Zeit zitiert. Diese entspricht (Wellander 2001,
Lemma 4.6, S. 40).

Lemma 3.16 (Zeitableitung in zwei Skalen). Es seien (u”) C WhH(0,T; L*(Q2)3) ei-
ne gleichmdfig beschrinkte Folge. Dann existieren eine Teilfolge sowie eine eindeutige
Funktion u® € Who°(0,T; L*(Q x Y)?3), sodass

0

Y

2
(9tu" =2 8tu0

2
ul 2w

gelten.

Damit sind hinsichtlich der Zweiskalenkonvergenz alle notigen Werkzeuge gesammelt,
um die Homogenisierung der Maxwell-Gleichungen durchzufiihren. Aus dem Maxwell-
System 2.5 ist jedoch noch keine Notwendigkeit einer Homogenisierung ersichtlich. Diese
ergibt sich erst aus der speziellen Form der in dieser Arbeit betrachteten Materialpara-
meter. Diese werden im néchsten Kapitel genauer spezifiziert. Weiterhin wird die Be-
schrianktheit der Losungen des damit aufgestellten Modellproblems nachgewiesen.
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4 Analytische Homogenisierung

Ausgestattet mit den Vorarbeiten zu den Maxwell-Gleichungen in Kapitel 2 und denen
zur Konvergenz in zwei Skalen in Kapitel 3 werden diese nun zusammengefiihrt, um das in
dieser Arbeit betrachtete Modellproblem zu formulieren. Ein wichtiger Schritt, auf dem
die im néchsten Kapitel durchgefiihrte Homogenisierung basiert, ist der anschliefsend
préasentierte Beweis der Beschranktheit der Losungen.

Ziel dieser Arbeit ist die Betrachtung von zweiskaligen Medien. Zweiskalig bedeutet,
dass die Makroskala, welcher beispielsweise der Durchmesser von () zuzuordnen ist, um
ein Vielfaches grofer als die Mikroskala 0 < n < 1 ist, auf welcher sich lokal periodische
Verdnderungen der Materialparameter abspielen. Um diese lokale Periodizitat der Mate-
rialparameter zu verdeutlichen, werden die Materialparameter von nun an mit 7 bzw.
e bezeichnet. Die entsprechenden lokal Y-periodischen Koeffizienten werden weiterhin
mit p bzw. € bezeichnet. Es gilt also

pl(x) = ,u(x, E), el(x) = 5(:15, f) fir z € Q.
n n
Damit sind die magnetische Permeabilitdt p” und die elektrische Permittivitat €7 wei-
terhin uniform positiv definit und beschrinkt. Mit den Konstanten A, A > 0 unabhéngig
von 7 gelte also

p' e e L*(Q), mit A > p", " > A (4.1)

fast iiberall in €2. Die kleinskaligen Verdnderungen in den Materialkoeffizienten wirken
sich auch auf die Losungen des Maxwell-Systems aus. Dazu wird im néchsten Abschnitt
die von nun an verwendete Notation vorgestellt.

4.1 Zeitabhangie Maxwell-Gleichungen in lokal periodischen,
linearen, stationdren und isotropen Medien

An dieser Stelle werden nun die zeitabhéngien Maxwell-Gleichungen in periodischen,
linearen, stationdren und isotropen Medien in der in dieser Arbeit betrachteten Form
prisentiert. Zur besseren Ubersicht fiir spitere Verweise werden zusitzlich die nach Lem-
ma 2.2 durch die Kontinuitétsgleichung (2.3) und erweiterte Randbedingungen ersetzten
Divergenz-Gleichungen angegeben. Damit erhélt man das Maxwell-System

p(x)o H" (z,t) = —curl E"(z,t) fur (z,t) € (0,7) x Q, (4.2a)
eNx)OE"(x,t) = curl H"(z,t) — Joxt (z,t)  fiir (z,t) € (0,T) x Q, (4.2b)
div (u"(z)H"(z,t)) = 0 fir (z,t) € (0,7) x Q, (4.2c)
div (¢"(z)E"(z,t)) = p(z,t) fir (z,t) € (0,7) x Q (4.2d)

mit der Kontinuitatsgleichung

8,5,0 + div Jext =0 in (O, T) x
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4 Analytische Homogenisierung

fiir eine gegebene Funktion Jo € CY(0,T; Ho(curl*,Q)) N C(0,T; H(div,)). Weiter
gelten mit dem dufteren Normalenvektor n von €2 die Randbedingung

nxE"=0 in (0,7) x 0% (4.2¢)

und die Anfangsbedingungen

H"(0) = H{, E"0) = E] in Q,
div (u"Hg) =0, div ("E{) = p(0) in Q, (4.2f)
n-(WHJ) =0 in Q

mit Anfangswerten H{ € H(curl*,Q) und E] € Hy(curl*,Q), welche jeweils in der

H(curl, Q)-Norm unabhéingig von n beschrankt sind. Zusétzlich gelte mit Funktionen
HY, E) e [*(QxY)

2 2s .
H] = HY, E] = Ej in Q,

wobel zusatzlich mit
HE (2) = / Hw,y)dy,  ES(x) = / Ed(e.y)dy  fiir o € Q (4.28)
Y Y

H$™ € H(curl, Q) und EST € Hy(curl, Q) gelte.

Vorbereitend fiir den néchsten Abschnitt werden die beiden Gleichungen (4.2a) und
(4.2b) zu einem Gleichungssystem zusammengefasst. Dazu werden wie in Definition 2.16
Operatoren definiert, wobei nun durch den Superskript n die Abhéngigkeit dieser Ab-
bildungen von den hochoszillatorischen Schwankungen verdeutlicht wird.

Definition 4.1. Es werden fiir v, p € L?(Q)® mit £ = (¢, ¢)T folgende Abbildungen
definiert:

-1
C": H(curl,Q) x Ho(curl, ) — L*(Q)°, cre = ( (g;;zlcfl?f"lef) ’

37 R x (0,T) — L*(Q)°, J(w,t) = (—(En)lojext (%U) '

Mit obiger Definition und u" = (H", E") € H(curl,) x Hy(curl,2) koénnen die
Maxwell-Gleichungen (4.2a) und (4.2b) analog zu (2.12) dquivalent in die Form

ou(z,t) = Cul(z,t) + j"(x, t) (4.3)

umgeschrieben werden.
Diese Formulierung wird im néchsten Abschnitt verwendet, um die Resultate aus
Kapitel 2 auf das Modellproblem zu iibertragen.
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4 Analytische Homogenisierung

4.2 Beschranktheit von Losungen

Zuséatzlich zur Existenz und Eindeutigkeit ist fiir die Herleitung der Homogenisierungsre-
sultate in Abschnitt 4.3 insbesondere die Beschranktheit der Losungen unabhéngig von
der Mikroskala 7 eine wichtige Voraussetzung. Wahrend die Existenz einer eindeutigen
Losung bereits in Korollar 2.18 bewiesen wird, steht der Beweis der Beschrénktheit noch
aus. Dabei ist es insbesondere wichtig, dass die Losungen unabhangig von der Mikroskala
1 beschrankt sind. Dies ist Inhalt des nachfolgenden Satzes.

Satz 4.2 (Beschrianktheit der Losungen). Zu n > 0 sei (H", E") € D(C") die Lisung
des Mazwell-Systems (4.2). Dann sind H", E", 0,H", 0,E", curl H" und curl E" jeweils
unabhdingig von n in L°°(0,T; L*(Q)?) beschrinkt.

Bemerkung. Da nach Satz 2.18 eine eindeutige Losung
u" = (H",E") € C'(0,T; X)NC(0,T; D(C"))

existiert, folgt die gleichméfige Beschranktheit der Losung und der Zeitableitung in
L>=(0,T; L*(2)*) direkt. Jedoch ist es fiir die weitere Untersuchung in Abschnitt 4.3 es-
sentiell, dass von der Mikroskala 7 unabhéngige Schranken fiir die verschiedenen Funk-
tionen existieren. Dies wird im Folgenden bewiesen.

Beweis von Satz 4.2. Zundchst werden H" und E" betrachtet. Deren Beschréanktheit
folgt direkt aus der Gestalt der eindeutigen Losung aus Korollar 2.18 und wird analog
zum Vorgehen in (Hochbruck u.a. 2017, Korollar 1.29, S. 21) bewiesen. Die Anwendung
der Zeitableitung bzw. der Rotationen auf die Losungen H” und E" in der Form (2.14)
ist jedoch nicht zielfiihrend. Dann treten nédmlich Terme der Form &”curl (¢7)~! auf,
die nicht ohne weiteres unabhéngig von n beschriankt werden konnen. Deshalb werden
O;H" und 0,E" analog zum Vorgehen im Beweis zu (Wellander 2001, Proposition 5.3,
S. 41 ff.) mithilfe des Lemmas von Gronwall beschréankt. Die Beschrénktheit von curl H”
und curl £ folgt schliefslich aus den Maxwell-Gleichungen.

H" und E™: Die Beschrinktheit der Funktionen H7 und E" folgt direkt mit Korol-
lar 2.18. Das grundsatzliche Vorgehen entspricht hierbei dem im Beweis zu (Hochbruck
u.a. 2015, Korrolar 1.29, S. 21). Dazu betrachtet man zunéchst die p" x €?-Norm der
eindeutigen Losung (2.14). Es folgt mit der Dreiecksungleichung

t
1w Ol en < NT @)1l en +/ 1T = )7 ()l ynen ds-
0
Weiter gilt mit Gleichung (2.11) zunéchst
t
||un(t)||u"7><g"7 S ||u8||u"7><g”l +/ ||j(s)||'u,"7><gﬁ ds (44)
0

Im Folgenden werden die einzelnen Terme von (4.4) getrennt betrachtet. Zunéchst folgt
fiir den Integralterm aus der Definition des p' x e”-Skalarprodukts (2.13)

. _ _ L.
H]n(s)Hfmxs’? = (577<€77> 1Jext (3)7 (577) 1Jext (8))L2(Q)3 S X H]n(S)HiQ(Qp
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und damit

t
/0 1) ds<7 / o (5) Lo .

Fiir die Anfangswerte gilt zundchst nach Voraussetzung in (4.2), dass diese in der
H(curl, 2)-Norm unabhéngig von 1 beschrénkt sind. Dann sind diese insbesondere auch
in der L?(Q)3-Norm unabhingig von 7 beschréinkt. Auch x” und €7 sind nach (4.1) un-
abhéngig von n durch A nach oben beschrinkt. Zusammen ergibt dies die Existenz einer
Konstante C' > 0 unabhéngig von n mit

(4.5)

Schliefslich folgt fiir den linken Term mit der Definition des u"xe"-Skalarprodukts (2.13)
und der Ungleichung

b
a+b2\/§+\/; fiir a,b > 0
die Abschétzung

||Un(t)||,mxgn = \/(M"H”(t), H"(t))L2(Q)3 + (enEN(t), E”(t))L2(Q)3
> %\/W HO(t), HO(8)) ooy + %\/(gnm(t), Ev() e (46)

(4.1

2 P O s+ 1O ).

Zusammen ergibt dies

||u ||lﬂ7><a’7 —

A
A (O s + 1B O )€+ T [ s (e

Da Jeyt stetig in der Zeit und damit beschréankt auf dem Intervall (0,7) ist, sind die bei-
den Funktionen H" und E" folglich wie behauptet unabhingig von n in L>(0,T; L*()?)
beschréankt.

9:H" und 9, E": Grundlage fiir diesen Teil des Beweises ist der Beweis zu (Wellander
2001, Proposition 5.3, S. 41 ff.). Zunéchst wird das Zeitintervall (0,7 fiir N € N mit
0=ty <t <..<ty1 <ty =T in Teilintervalle (t,_1,t,), mit n < N unterteilt.
Dazu seien u]! = u"(t,) und (u!) = Owu"(t,) die Funktionswerte und Ableitungen der
Losung an den Stellen ¢,, n < N. Da diese das Maxwell-System (2.12) jeweils zur Zeit
t, erfiillen, gilt

(ul)(x) = C"ull(z) + j(x,t,) fir z € Q.

Subtraktion der Gleichung zur Zeit ¢,,_; von der zur Zeit t,, und anschlieffende Division
durch At,, :==t, —t,_1 ergibt

() () = (un1)'(®) _ opun(e) = (@) 5@ t) = 52, tr)

Al AL Al fir z € Q.
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n_,n
Up—U, 4
Atn,

() i) (i i)
At, Aty ) At, Aty ) pien

 (f ) i)
At, Aty ) e

Nun wird das p" x e"-Skalarprodukt dieser Gleichung mit

gebildet. Dies ergibt

Mit der Schiefadjungiertheit von C” (vgl. Lemma 2.17) folgt daraus

((uﬁ)’ — (up1)" —uZ_l) _ (j(tn) — J(tna) un —uZ_1>
uXen pnnxen

At, AL, At, A,

Wegen v € C?(0,T;X) und Jo, € CY(0,T; H(div,)) kann nun der Grenzwert fiir
At, — 0 gebildet werden. Es gilt damit fir At,, — 0

(8ttun(t)’ atun(t)),m xen (at] (t)a atun(t)),wxgn :
Das Einsetzen von u" = (H", E") liefert dann
1 1
58,5 (W0 H"(t), 0 H"(t)) 22y —|—§8t (E"OE" (L), OB (1)) 12y (4.7)
= (atjext (t)7 atEn(t))Iﬁ(QP :

Zusétzlich kann auch die Zeitableitung der Anfangswerte beschrinkt werden, es gilt
nédmlich mit (2.12) zur Zeit ¢ = 0 mit einer dhnlichen Argumentation wie vor Gleichung
(4.5) mit einer Konstanten Cp > 0 unabhéngig von 7

10 O]y en = [C77(0) + 57(0) [0 < Cor

Damit kann (4.7) iiber das Zeitintervall (0,¢,) C (0,7) integriert werden, was

1 1
— (u”@tH"(t*), atHn(t*))L2(Q)3 + 5 (gnatEn<t*>7 atEn(t*))LQ(Q)S

2
tx
< Co + / (Orexs (1), OE™()) 123 dt (4.8)
0 . )
ts ) 2 2 9 2
<ot ([ 10 O @) ([ 10BN )
0 0
1 ty 9 1 tx . 9
< Cot i [ N0 O dt g [ 100 B
0 0

=Cy

ergibt. Hierbei wird im vorletzten Schritt die Holderungleichung angewendet. Die Kon-
stante C'; > 0 existiert wegen Jo, € C1(0,T; H(div,)). Im letzten Schritt wird mit der
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zweiten binomischen Formel abgeschétzt. Unter Anwendung von Gleichung (4.6) folgt
fiir die linke Seite

1 1
3 (WOH (t2), O H" (E0)) 20 + 5 (E"OE" (L), O E"(ts)) 1203

(4.6) )\ A
> 7 (10" )32y + 10" 032y ) = TIOE" )3y

Wieder eingesetzt in (4.8) folgt schlieflich

4Cy  4AC t 2
10:E" (1)1 72 (s < TO + TJ (/0 ||6tEn(t)||i2(Q)3 dt) ;

woraus mit dem Lemma von Gronwall (vgl. (Emmrich 1999, Proposition 2.1, S. 5 f.))
die Abschétzung

fiir fast alle t € (0,7)

4C 4CyT
||atEn(t)||%2(Q)3 < TJexp ( )? )

resultiert. Da 0; " stetig ist, folgt hieraus die Beschriinktheit in L>°(0, T; L*(2)?) unab-
héngig von 1. Durch Einsetzen dieses Ergebnisses in (4.8) folgt dasselbe fiir 0, H".

curl H" und curl E": Umstellung des Maxwell-Systems (2.12) nach den Rotations-
termen ergibt curl H" = "0, E" — Joy und curl E" = —p""9; H". Da alle Terme auf den
rechten Seiten unabhéngig von 7 beschréankt sind, gilt dies auch fiir die linken Seiten,
womit der Beweis abgeschlossen ist. O

Aus dieser Beschranktheit folgt nun nach Kapitel 3 die Existenz von in zwei Ska-
len konvergenten Teilfolgen. Zusammen mit den weiteren Eigenschaften der Konvergenz
in zwei Skalen werden im folgenden Abschnitt zwei homogenisierte Maxwell-Systeme
vorgestellt.

4.3 Analytische Homogenisierungsresultate

Zwischen den Groéfsenordnungen der Makro- und Mikroskala kann ein sehr grofer Faktor
liegen. In diesem Fall ist eine numerische Behandlung des vorgestellten Modellproblems
(4.2), die beide Skalen auflosen soll, sehr aufwendig. Der Ansatz der Homogenisierungs-
theorie besteht nun darin, aus dem Modellproblem ein neues Differentialgleichunssystem
fiir das makroskopische Verhalten der Losungen abzuleiten. Die grundsétzliche Idee dabei
besteht darin, den Grenziibergang n — 0 der Gréfenordnung der Mikroskala zu betrach-
ten. Damit wird das Verhalten auf Mikroebene, welches das makroskopische Verhalten
in den urspriinglichen Gleichungen {iberlagert, eliminiert.

In diesem Abschnitt werden nun zwei Homogenisierungsresultate prasentiert und be-
wiesen. Dabei wird zunéchst der Grenzwert in zwei Skalen und anschliefend der schwache
Grenzwert von Losungen des Maxwell-Systems (4.2) betrachtet. Diese Grenzwerte 16sen
wiederum ahnliche Differentialgleichungssysteme, die ebenfalls bestimmt werden.
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Dabei basieren die Aussagen und Beweise in diesem Kapitel auf den Theoremen 3.1
und 3.2 in (Wellander 2001). Da dort Maxwell-Systeme in allgemeinerer Form behandelt
werden, konnen die Beweise an einigen Stellen fiir den hier betrachteten Spezialfall ab-
gekiirzt werden. Zur verbesserten Lesbarkeit werden die Beweise durch Zwischenschritte
und zusatzliche Erlauterungen erweitert.

Im folgenden Satz werden also die Zwei-Skalen-Grenzwerte der Losungen H" und E"
des Maxwellsystems (4.2) betrachtet. Durch Verwendung einiger Resultate aus Kapitel 3
kann dazu ein System von Differentialgleichungen bestimmt werden, dessen Form mit
der des urspriinglichen Systems iibereinstimmt und dessen Losungen diese Grenzwerte
in zwei Skalen sind. Dabei werden die beiden Losungen in einen Term der Makroskala
und einen der Mikroskala getrennt.

Satz 4.3 (Zwei-Skalen-Maxwell-Gleichungen). Fir Folgen (H") und (E") von Lésungen
der Mazwell-Gleichungen (4.2) gilt

H"(z,t) 2 H (2, ) + grad, Oy (v, y,t), E"(z,t) A Ef () + grad, Op(z,y,t)
in L>°(0,T; L*(Q x Y)3). Dabei gilt

HT BT ¢ [°°(0,T; H(curl, Q))?), O, 0p € L0, T, W (Q x Y)),
O H 9,E™ € L>°(0,T; L*(QA x Y)?), 010,005 € L0, T; WH(Q x Y)).

Diese Grenzwerte losen zugleich die Zwei-Skalen-Maxwell-Gleichungen
/ w(z,y)0p(H" (z,t) + grad, Oy (z,y,t)) dy = —curl E*(, ), (4.9a)
Y

/ e(z,y)0, (B (x,t) + grad, Op(z,y,t)) dy = curl HM(2,t) — Jox (2,1), (4.9b)
Y

div / p(z,y) (H (2, ) + grad, 0 (z,y,1)) dy = 0, (4.9¢)
Y
div / e(z,y) (B (z,t) + grad, Op(z,y,t)) dy = p°(z, t) (4.9d)
Y
fir fast alle x € Q und fast alle t € (0,T). Zusdtzlich gelten die Anfangsbedingungen
H(3,0) = HE(z), E*(z,0) = E§"(x) (4.10)
fiir fast alle x € Q) mit den Anfangswerten aus (4.2g). Weiterhin gilt die Randbedingung
nx EN(z,t) =0 (4.11)
fast dberall in Q und (0,T) und folgende Zellprobleme in schwacher Form
/ pu(z,y) (H (2, t) + grad, Oy (x,y,t)) - grad, va(y) dy = 0, (4.12a)
Y
/ ez, y)@t(Eeﬁ(a:, t) + grad, Op(z,y, t)) -grad, vo(y) dy =0 (4.12b)
Y

fiir alle vy € W#Q(Y)/R.
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Fiir die Zellprobleme (4.12) wird der Raum W;’z(Y) /R verwendet. Dieser ist definiert
als

v Y-periodisch, /

WA(Y)/R = {v e WH(Y) .

0(s)ds = 0.

Da explizit gefordert wird, dass der Mittelwert dieser Funktionen auf dem Rand ver-
schwindet, gilt folgendes Lemma, welches spéter in diesem Kapitel bendtigt wird:

Lemma 4.4. Fiirve W,*(Y)/R und i =1,2,3 gilt

0
v(y) dy = 0.
/yc?yz- (y) dy

Beweis. Mit partieller Integration gilt fiir i = 1,2,3

0 / / 0
v(y)dy = v(y)lds— [ v 1dy=0,
/Y o, (y) dy . (y) y (y) R
—_———

—~——
womit die Behauptung gezeigt ist. O]

=0 =0

Nun wird das erste Homogenisierungsresultat bewiesen.

Beweis von Satz 4.3. Zundchst wird im Folgenden die Herleitung der beiden Zellpro-
bleme (4.12) préasentiert. Anschliefend folgt die Bestimmung der Maxwell-Gleichungen
in zwei Skalen (4.9a), (4.9b) und (4.9c). Bei (4.9d) handelt es sich um die Definition
der Ladungsdichte in zwei Skalen. Im néchsten Schritt werden die Anfangsbedingungen
(4.10) und die Randbedingung (4.11) bestimmt. Schieflich folgt eine Betrachtung der
Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen des gesamten Systems in zwei Skalen.

Im Laufe des Beweises ist es an einigen Stellen notwendig, statt der gesamten Folge
nur Teilfolgen derselben zu betrachten, um von der gleichméfigen Beschréanktheit der
Folge zur Konvergenz der Teilfolge in zwei Skalen zu gelangen. Da man jedoch zeigen
kann, dass der Grenzwert der Teilfolge nach dem Grenziibergang n — 0 in zwei Skalen
eindeutig bestimmt ist, gilt mit Lemma 3.3 die Konvergenz der gesamten Folgen in zwei
Skalen. Deshalb wird im Folgenden bei der Bezeichnung nicht zwischen der gesamten
Folge und Teilfolgen unterschieden.

1. Zellproblem: Wendet man den Divergenz-Operator auf (4.2b) an, so erhilt man

div (e"(2)0,E" (2,t)) = —div Jex; (2, 1),

wobei div curl H"(x,t) b 21 direkt eingesetzt wird. Nun wird diese Gleichung mit 7,

vy € C§°(Q2) sowie vy € W;’Q(Y) multipliziert und anschliefend iiber €2 integriert, was

/Q 7 div (sn(x)atE”(x,t))vl(x)vg(%) dr = — /Q N div (o (2, £))v1 ()02 (%) dr
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ergibt. Partielle Integration angewendet auf den linken Teil liefert

/Qndiv (s”(x)atEn(m,t))Ul(x)Uz(%) "
— /8Q ne" ()0, E" (1) - nww(%) s

X

_/Qg"(x)atE”(x,t)-ngrad (Ul(x)UZ(E))dx

_ /Q (), E" (z, ) - 1 grad (vl(xm(f))dx.

Ui

Da der Randterm wegen v; € C§°(Q2) verschwindet, erhdlt man

/Q ()0 E" (x,1) - grad (vl(:c)w(%))dx: /Q Ndiv (Joxe (x,t))vl@)vg(%) dz.

(4.13)
Im néchsten Schritt wendet man die Eigenschaften der Konvergenz in zwei Skalen auf
diese Gleichung an. Wegen Jo, € W12(0,T; H(div,()) und da es sich bei v;v, um eine
zuldssige Testfunktion handelt, folgt fiir den rechten Teil dieser Gleichung mit Lemma
3.15

/ﬂndiv (Jext (2, 1)) v1 (x)vo (%) dr — /Q/ Elivy (Jext (2, 1)) v1(z)v2(y) dy dz = 0.

J/

’ (4.14)
Fiir den linken Teil von Gleichung (4.13) zeigt man zunéchst, dass "(x)0;E"(x,t) in
zwei Skalen konvergiert. Da nach Satz 4.2 (E") und (0, E") gleichméfig beschrénkt sind,
existiert nach Lemma 3.11 eine in zwei Skalen gegen

E%x,y,t) = BT (x,t) + grad, Op(z,y,t) € L>(0,T; L*(QxY)) (4.15)

konvergente Teilfolge. Mit Lemma 3.16 folgt weiter aus der gleichméfigen Beschrankt-
heit von (9;E"), dass eine Teilfolge von (9;E") in zwei Skalen gegen 0, E° konvergiert.
Schliefslich folgt mit Lemma 3.12

()0 B (x,t) 2 e(y)0E(x,y, t). (4.16)

Es bleibt zu zeigen, dass es sich bei ngrad (v1 (x)vz(%)) um eine zuléssige Testfunktion
handelt. Mithilfe der Produktregel folgt zundchst

X i

ngrad (v, (z)v, (-)) = vy (%)n grad vy (z) + v1 (2)n grad v, (5)

n
Anwendung von Lemma 3.12 zusammen mit Lemma 3.13 jeweils auf die beiden Terme

ergibt

ngrad (v (z)vs (%) ) 2 va(y) grad, vy (z) +vy(v) grad, va(y). (4.17)
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Da v; € C3°(Q) und grad, v, € L3 (Y) gilt, ist das Produkt dieser beiden Funktionen
eine zuléssige Testfunktion.

Nimmt man nun die beiden Resultate (4.16) und (4.17) zusammen, so erhélt man
unter Anwendung von Satz 3.8

/Qen(x)c?tE"(I, t) - ngrad (U1 (x)vg <%)) dx w15)
— /Qvl(x)/ya(x,y)ﬁtEo(x,y,t) - grad, va(y) dy dz.

Zusamenfassend erhélt man also mit (4.14) und (4.18) fir n — 0
/Qvl(x) /Ys(x, YO E° (z,y,1) -grad, va(y) dydx =0, Vv, € C°(Q2) Vo, € W#Q(Y).
Da vy € C§°(Q2) beliebig war, folgt schlieflich mit (4.15) das Zellproblem (4.12b)
/Ya(:c, y) 0, (B (2, 1) + grad, Op(z,y,t)) - grad, va(y) dy =0, Vo, € W;%’Q(Y).

2. Zellproblem: Hierzu multipliziert man zunéchst (4.2c) mit 7, v; € C§°(€2) sowie
vy € W;Q(Y) und integriert anschliefend iiber (2, was

/Q ndiv (1 ()0 H (2, 1)) v1 ()2 (f) dr =0

Ui

ergibt. Wie bei der Herleitung des ersten Zellproblems wird nun partiell integriert. Man
erhilt ebenso, dass

HO(z,y,t) = H(z,t) + grad, Oy (v, y,t) € L>(0,T; L*(QxY)) (4.19)
gilt. Damit folgt wiederum
(@) H' (2, t) = p(a, y)0HO (2, y, 1),
sodass man schliefslich
/Qvl(x)/y,u(:v,y)@tHO(x, y,t) - grad, va(y) dy dr =0, Vv, € C5°(Q) Yoy € W;Q(Y)

erhilt. Da v; € C§°(§2) beliebig war, folgt wie zuvor mit (4.19) das Zellproblem (4.12a)

/Y/L(y)at (Heﬂ(x, t) + grad, 0y (z,y, t)) -grad, va(y)dy =0, Vv, € W#Z(Y).
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Maxwell-System in zwei Skalen: Als néchstes wird das Maxwell-System (4.9a)-
(4.9d) bestimmt. Dazu werden die Gleichungen (4.2a), (4.2b) und (4.2c) mit v; € C§°(2)
sowie b € C§°(0,7T) multipliziert und anschliefsend tiber € und (0,7") integriert. Dies
ergibt

// )0 H" (2, t)vi (2)b(t) do dt = //CurlE’7 x, t)vy (2)b(t) d dt,
/0/52€n<$)atE"(x>t)Ul( )bt )dxdt—/o/ﬂ(curlH"(x,t) Jext (2, ) ) v1 ()b(t) da dt,
/0 T/QdiV (u"(x) H"(z, t) ) vy (2)b(t) da dt = 0.

Nun werden die Funktionen so sortiert, dass man Produkte von zuléssigen Testfunktio-
nen mit in zwei Skalen oder zumindest schwach konvergenten Funktionen erhélt.

/T/ 8tH’7(x,t) p(z)vr (2)b(t dxdt //curlE’7 x,t) 2}1( )b(t) da dt,

—\8tH0 (z,y,t) ZUZQSSZQ —curl E°ff (z,t) zulasszg
T
//@E“ (x)vy(x)b(t )dxdt //(curl H"(x,t)—Joxt (2, 1)) v1 (2)b(t)dadt,
0JOQN——— N——
(z,y,t) zulasszg —curl Heff (z,t) zulassig

//div (1"(x)H"(z,1)) vi(2)b(t) dzdt = 0.
0JON ~ N——

— [yu(z,y)diveHO (z,y,t)dy zuldssig
Dabei werden fiir

OH(z,t) 2 0,H (x,y,t) = 0, (Heﬂ(x,t) + grad, O (v, y, t))
atEn<:C7t) 2 atE()(x?y’t) = 8t(Eeﬁ(x7t) + grady GE'(:C?yvt))

die Lemmata 3.16 und 3.14 verwendet. Aus Lemma 3.14 folgt weiterhin
curl H"(z,t) — curl H® (2, ) in L*(Q)*, curl E"(z,t) — curl E*%(z,1).
Schliefslich folgt aus den Lemmata 3.12 und 3.15
div (0" (z)H"(z,t)) — / pu(z,y)div, (H (2, t) + grad, Oy (2,y,t)) dy in L*(Q)%.
Y
Damit folgen die Gleichungen (4.9a)-(4.9¢) fiir den Grenziibergang n — 0, indem man
einsetzt, dass v; € C§°(Q2) sowie b € C§°(0,T') beliebig sind.

Analog zur Betrachtung von Gleichung (4.9¢) kann auch die linke Seite von Gleichung
(4.9d) betrachtet werden. Damit definiert man nun die Ladungsdichte in zwei Skalen

Pz, t) = div / e(z,y) (B (z, 1) + grad, Op(z, y,t)) dy.
Y
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Anfangsbedingungen: Die Anfangsbedingungen (4.10) erhilt man aus (4.2f), da H;]
und E{ nach Voraussetzung in zwei Skalen gegen H{ bzw. E{ konvergieren. Anschliefend
folgen die Anfangsbedingungen aus Lemma 3.11 durch Integration iiber Y.

Randbedingung: Die Randbedingung (4.11) erhélt man aus (4.2¢), indem man die
Konvergenz von E" in zwei Skalen einsetzt und wie bei den Anfangsbedingungen iiber
Y integriert.

Eindeutigkeit der Grenzwerte: Es seien

(i) = (oo 20
(Ho(x,y,t)) B (Heff(x7t) -+ O

Eo(xay?t) a Eeﬁ(x7t)'y+9E

—

vy, t))
z,y,t) )’
) (4.20)

:C7 y?
, Y1)
zwei Paare von Zwei-Skalen-Grenzwerten verschiedener Teilfolgen. Dann sind sowohl

D,H° D,E° als auch D,H°, D,E° Losungen des Maxwell-Systems (4.9), weshalb mit
den Zellproblemen (4.12) fast iiberall in  x (0,7)

A~~~ o~

/ ILL(JT, y)grady (Ho(xv Y, t) - go(xa Y, t)) ’ grady UQ(y) dy =0, (421)

Y

/ e(x,y)dgrad, (E°(z,y,t) — E°(z,, t)) - grad, va(y) dy = 0 (4.22)
Y

fiir alle vy € W#z(Y) /R gilt. Durch Differentiation von Gleichung (4.21) und Integration
von Gleichung (4.22) nach der Zeit erhélt man auferdem fast iiberall in © x (0,7)

/ ,u(m? y>atgrady (Ho(xv Y, t) - f{O(xa Y, t)) ’ grady U2(y) dy =0,
Y
/ e(x,y)grad, (E°(z,y,t) — E(z,y, t)) - grad, va(y) dy = 0 (4.23)
Y

fir alle vy € W;f(Y) /R. Dabei gilt Gleichung (4.23), da die Anfangswerte fiir £ und
E° identisch sind. Weiterhin sind die Differentiationen nach y und ¢ vertauschbar. Mit
dem Lemma von Lax-Milgram (vgl. (Schweizer 2013, Theorem 6.8, S. 122 £.)) erhélt man
jeweils die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen dieser vier Differentialgleichungen,
sodass
HO — ﬁo EO — EO
8,5H0 - 8,5[:10, 8,5E0 - atEO

fast tiberall in 2 x Y x (0,7T) folgt. Die Eindeutigkeit der Zerlegungen in (4.20) gilt nach
Lemma 3.14.

Schlieflich bekommt man durch Einsetzen dieses Ergebnisses in (4.9a) und (4.9b) die
Gleichungen

curl H = curl A, curl E = curl E°F

fast tiberall in Q x (0,7"). Damit stimmen die Grenzwerte iiberein und die gesamten
Folgen (E") und (H") konvergieren gegen diese. O
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Im néchsten Satz wird das eben bewiesene Resultat verwendet, um ein Maxwell-
System fiir die effektiven Grofen He®, E°f zu bestimmen, in welchem die Funktionen
Oy und 0 nicht mehr explizit auftauchen. Dadurch ist dieses System ausreichend, um
das makroskopische Verhalten der homogenisierten Grofen zu bestimmen.

Satz 4.5 (Effektive Maxwell-Gleichungen). Fir Folgen (H") und (E") von Lésungen
des Mazwell-Systems (4.2) gilt

H"(x,t) = H(2,t), E"z,t) — E(x,1)

in L2(0,T; H(curl,Q)) mit Grenzwerten HT € C(0,T; L*(Q)%) N C(0,T; H(curl, Q))
und E°T € CY(0,T; L*(Q)%) N C(0,T; Hy(curl ,2)). Diese sind zugleich Lisungen der
effektiven Maxwell-Gleichungen

()0, H (1, 1) = —curl B (x, 1), (4.24a)
e ()0, B (2, 1) = curl H" (2, 1) — Joy (2, 1), (4.24b)
div (p®(2)H" (2, 1)) = 0,
div (e° (z) B (2,t)) = p™ (2, t) (4.24c¢)

fir fast alle x € Q und fast allet € (0,T). Dabei gelten die folgenden Anfangsbedingungen

B (2,0) = H'(x), F*(x,0) = F§¥(x) (4.25)
fir fast alle x € Q mit den Anfangswerten aus (4.2g). Weiterhin gilt die Randbedingung

nx B (z,t) =0 (4.25b)

fast diberall in Q und (0, T). Schlieflich sind die effektiven Materialtensoren €°® und pu°f
durch

pet () = /Y p(@,y) (I — Dyxu(z,y)) dy, (4.26a)

() = [ elen)(I = Dyxlan) dy (4.26b)

gegeben, wobei x,(x,-), x:(z,-) € (W#%Y)/]R)S als Lisungen der Zellprobleme
T
/ (u(x, y)(I - Dyxu(x,y)D grad, v(y) dy = 0 WORS W;f(Y), (4.27a)
Y

/Y(a(aj, y)(I— Dyxa(x,y))fgradyv(y) dy =0 Yv € W;’Q(Y) (4.27D)

fiir fast alle x € Q) bestimmt werden kénnen.

Bemerkung. Wie bereits durch die Notation von pu®¥ und e gekennzeichnet, handelt
es sich bei den effektiven Materialparametern um Tensoren. So ist es trotz der Isotro-
pie von " und &7 moglich, dass die effektive Permeabilitit und Permittivitiat aniso-
trop sind. Dies bedeutet, dass das Materialverhalten von der Raumrichtung abhéngen
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kann. Die Symmetrie bleibt jedoch wie die uniforme positive Definitheit und die Be-
schrianktheit erhalten. Ein Beispiel fiir einen solchen Fall findet sich in (Yue u.a. 2007,
Abschnitt 3.3, S. 9 fI.). Dort werden zwar keine Maxwell-Systeme, sondern elliptische
Differentialgleichungen betrachtet, die Zellprobleme und damit die effektiven Parameter
stimmen jedoch fiir beide Félle {iberein.

Beweis von Satz 4.5. Die Grundidee dieses Beweises besteht darin, fiir die Funktionen
Oy und O aus Satz 4.3 die Existenz einer Zerlegung der Form

GH(JJay?t) = Xﬂ($>y> ’ Heﬂ(xat)v 9E(£7y7t> = _XE(x7y> ’ Eeﬁ(‘rvt>

anzunehmen. Diese Zerlegung wird anschliefsend in das Maxwell-System in zwei Skalen
(4.9) und in die Zellprobleme (4.12) eingesetzt, wodurch das neue Differentialgleichungs-
system (4.24) und (4.26) fiir die Funktionen H, E°T y, sowie x. erhalten wird. Da
am Schluss die eindeutige Losbarkeit dieses neuen Differentialgleichungssystems gezeigt
werden kann und auch das Maxwell-System in zwei Skalen eindeutig 16sbar ist, miis-
sen die Losungen in gewisser Weise iibereinstimmen. Somit existiert die angenommene
Zerlegung und der Satz ist bewiesen.

Zellprobleme: Zunéchst wird also die Existenz von eindeutig definierten Funktionen

Xu Xe € (WA(Y)/R)” mit
9H(£7y7t) = _Xu<x7y) ’ Heﬁ(x7t)7 9E(£7y7t) = _Xs(xvy) ’ Eeﬁ(xvt) (428)

angenommen. Einsetzen in die Zellprobleme (4.12) ergibt

/Y,u(x,y) (Heﬁ(:p,t) — Dyxu(z, y)Heﬁ(x, t)) . gradyv(y) dy = 0,
/Ya(:v,y)at(Eeﬁ(x,t) — Dyx.(z,y)EM(z,1)) - grad, v(y) dy =0

fir alle v € W;Q(Y) /R. Es folgt also, dass Losungen y, und x. der Zellprobleme des
effektiven Maxwell-Systems (4.27) diese Gleichungen erfiillen. Die Existenz und Ein-
deutigkeit dieser Losungen folgt mit dem Satz von Lax-Milgram (vgl. (Schweizer 2013,
Theorem 6.8, S. 122 f.)) und den Voraussetzungen an p und e (vgl. (Abdulle 2009,
Abschnitt 3.1, S. 149 ff.)). Damit sind die effektiven Materialparameter in (4.26) wohl-
definiert.

Effektives Maxwell-System: Das Einsetzen der Zerlegungen (4.28) in (4.9) ergibt
nach Ausklammern von 9,H%, 9,F°®, H® bzw. Eef

/ u(x,y)([ — Dyxu(x,y))atHEH(x,t) dy = —curl BT (1),
1%

[ @) (1 = Dl )9 . 8) dy = curl H o 0) = o (2.1),
div / wu(zx y I Dyx,(z, y))Heﬂ(x t)dy =0,

Y

div / e(z,y) (I — Dyxe(z,y)) E" (z,t) dy = p°(z, 1).
Y
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Setzt man nun die Definitionen (4.26a) von p®® und (4.26b) von € ein, so erhilt man
das effektive Maxwell-System (4.24). Dabei wird die effektive Ladungsdichte pT durch
Gleichung (4.24¢) definiert.

Existenz und Eindeutigkeit der Losung: Um die Existenz einer eindeutigen Lo-
sung des effektiven Maxwell-Systems (4.24) zu zeigen, wird wie in Kapitel 2 Satz 2.15
angewendet. Dabei ist lediglich zu zeigen, dass die effektiven Materialparametern s
und e° ebenfalls uniform positiv definite Funktionen in L>(f2) sind, da die Bedingung
an die Anfangswerte schon durch die Voraussetzung (4.2g) erfiillt ist. Die rechte Seite
Jext hat sich im Vergleich zu (4.2) nicht verdndert, sodass hier nichts weiter zu zeigen
ist.

Wie im Anschluss an diesen Beweis in Lemma 4.6 gezeigt wird, stimmen die Eigen-
schaften der effektiven Permeabilitdt und Permittivitat bis auf die Isotropie mit denen
von " und " iiberein. Damit kann analog zu C” in Definition 2.16 ein Operator C¢ff
definiert werden, sodass die Existenz einer eindeutigen Losung

(HT, BTy € C'(0,T; L*(Q)%) N C(0, T; D(C°M))

mit D(CT) = H(curl,Q) x Hy(curl, ) folgt. Die mogliche Anisotropie der Material-
parameter #ndert daran nichts, da die Schiefadjungiertheit des Operators C* auch fiir
tensorwertige Parameter gilt. Dies wird bereits in der Bemerkung nach Lemma 2.17
angedeutet. O

Im folgenden Lemma werden die Eigenschaften der effektiven Materialparameter zu-
sammengefasst. In den anschliefenden Beweis sind hauptséchlich zwei Ideen aus zwei
Quellen eingeflossen. Der Beweis der uniformen positiven Definitheit ist motiviert durch
eine Abschétzung in (Papanicolau u.a. 1978, S. 18), wohingegen die Beweisidee zur
uniformen Beschréanktheit von einer Abschitzung in (Jikov u.a. 1994, S. 40) stammt.

Lemma 4.6. Die effektive magnetische Permeabilitit u°® und die effektive elektrische
Permittivitit e®® sind symmetrisch, uniform positiv definit und beschrinkt mit denselben
Schranken A, X > 0 wie u" und " aus Gleichung (4.1).

Beweis. Dieser Beweis ist in drei Abschnitte unterteilt. Zundchst wird die Symmetrie
der Grofen gezeigt und gleichzeitig eine dquivalente Darstellung der homogenisierten
Grofen hergeleitet. In den anschliefsenden beiden Abschnitten wird diese verwendet, um
die uniforme positive Definitheit und die Beschranktheit nachzuweisen.

Da die magnetische Permeabilitit p°® und die elektrische Permittivitit e°f exakt
gleich zu behandeln sind, werden die folgenden Schritte fiir einen homogenisierten Tensor
a® = pef e gezeigt. Dieser ist von der Form

@*"(@) = [ ale.) (I = Dyl do, (4.29)

wobei xq(z,-) € (W;Q(Y) JR)3 fiir fast alle z € Q die folgenden Zellprobleme 16st:

/}/(a(a:, y) (1 - Dyxa(y)))Tgrady v(y)dy =0 Vv e W;#’Q(Y). (4.30)
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Symmetrie: Um die Symmetrie von a®® zu zeigen, wird zunichst die Gleichung

(4.29) umgeformt. Die Verwendung der Komponenten der Losung des Zellproblems x, €
(W,(Y)/R)? als Testfunktionen in (4.30) liefert zunéichst

/Y(a(x, y)(I = Dyxalz, y)))TDyXa(x, y) dy = 0. (4.31)
Damit folgt
a® (z) 2 /Ya(a:, ) (I = Dyxal, y)) dy — 0
[ (aten) (1 = Dpvala) (= Dl dy

und somit die Symmetrie.
Uniforme positive Definitheit: Da x, = (Xa.1, Xa.2; Xa.3) € (I/Vsélf(Y)/R)3 gilt, ist
Lemma 4.4 komponentenweise anwendbar und es folgt fiir 7,7 = 1,2,3

0
—Xa.j = 0. 4.32
| Grxastv) dy =0 (432

Ausgehend davon kann die positive Definitheit unabhéngig vom Punkt z € 2 gezeigt
werden. Es gilt namlich fiir ¢ € R3

@@ € = [ ()1 = Dyxale0))€) - (1= Dyala ) dy
200 [ (- Dpate)e) - (= Dy ey

= MUl + 2 [ Doty + 1Dyl €l

-~

>0

3
0
= M€l +2D /_x d
(Hf“L ) ff]\yﬁin,J( ) Zi

ij=1

(432
2
= M€y -

Hierbei erhalt man die gleiche Elliptizitdatskonstante wie beim Multiskalentensor a.
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4 Analytische Homogenisierung

Uniforme Beschrianktheit: Auch die Beschranktheit des homogenisierten Tensors
a®® kann mit der Schranke A des Multiskalentensors a nachgewiesen werden. Dazu wird
fiir ¢ € R? folgende Ungleichung betrachtet:

(4.1)

0 /Y a(2,y) (Dyxa(@, 1)) - (DyXa(, y)E) dy

= /Ya(x7y) (5 - DyXa<x7y)€ - 6) ’ (5 - DyXa(xvy)§ - 5) dy

= a*f(2)¢ € - Q/Ya(:v,y)(g — DyXa(z,y)E) 'fdy—i—/ya(m,y) dyé - & (4.33)

(4.29)

aefe¢ LAl g,
< —a®M()€- 4+ A H5H2L2(Y) :

Hierbei wird in der vorletzten Umformung die im ersten Beweisschritt nachgewiesene
Symmetrie von a eingesetzt, mit der

a(m, y) (£ - Dthz(xa y)g) ’ 6 = a(x, y)€ ’ (g - DyXa(xvy)g)

folgt. Schlieklich entspricht Gleichung (4.33) der uniformen Beschréanktheit

a®T(x)¢- € <A ||5||i2(y)
mit der gleichen Konstante A wie der Multiskalentensor a. O]

Fiir die spéatere Verwendung sind im Folgenden die symmetrischen Darstellungen der
effektiven magnetischen Permeabilitdat und der effektiven elektrischen Permittivitéit ge-
geben:

p(z) = /Y (I = Dyxu(z,y)" ulz,y) (I — Dyx,(z,y)) dy, (4.34a)
e (r) = /Y(I — Dyxe(x,y))Tg(x,y)([ — Dyxg(a:,y)) dy. (4.34b)

Riickblickend wurde in diesem Kapitel zunédchst mithilfe der Zweiskalenkonvergenz das
Zwei-Skalen-Maxwell-System (4.9) hergeleitet. Damit war es anschliefend moglich, das
effektive Maxwell-System (4.24) zu bestimmen, dessen Losungen keine explizite Abhén-
gigkeit von der Mikroskala aufweisen. Im néchsten Schritt soll dieses homogenisierte
System numerisch gelost werden. Dazu wird zunéchst in Kapitel 5 eine zur Gestalt
der Maxwell-Gleichungen passende Ortsdiskretisierung der Makroskala eingefiihrt. Da-
mit allein ist es jedoch noch nicht méglich, dieses Differentialgleichungssystem zu losen.
Die Zellprobleme, welche die Informationen der Mikroskala enthalten, miissten namlich
zur Bestimmung der effektiven Materialparameter in jedem Punkt des Gebiets gelost
werden. Abhilfe hierfiir schafft die Heterogene Mehrskalenmethode, die anschlieffend in
Kapitel 6 eingefiihrt wird.
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Ziel dieses Kapitels ist die Einfiihrung einer zu den Maxwell-Gleichungen passende Orts-
diskretisierung. Dabei werden zunéchst einige Grundlagen vorgestellt und diskrete An-
satzraume der Finiten-Elemente-Methode in allgemeiner Form erlautert. Ausgehend da-
von wird zundchst der Standard-Ansatzraum der Lagrange-Elemente eingefiithrt. An-
schlieflend werden der speziell fiir den Raum H(curl, Q) entwickelte diskrete Ansatz-
raum der Nédélec-Elemente und dessen Eigenschaften préasentiert. Dabei basieren die
im Folgenden angefiihrten Vorbemerkungen auf (Hochbruck 2016).

Als erster Schritt hin zur Ortsdiskretisierung wird eine Zerlegung des Gebiets 2 C R3
definiert.

Definition 5.1 (Zerlegung). Eine Menge 7 heifst Zerlegung eines Gebiets 2, falls
(T1) VK € T : K offen,
(T2) U K=9,

KeT
<T3> VKi,Kj ET,Ki#KjI szKJ:Q)
gelten.

Diese Eigenschaften erlauben die Berechnung eines Integrals {iber das Gebiet §2 durch
Summation der Integrale iiber die Zellen K € T . Es gilt also fiir eine Funktion ¢ € L*(£2)

/ng(x) dr = Z o(x) dx. (5.1)

KeT /K

Zusétzlich wird in dieser Arbeit zur Vereinfachung der weiteren Schritte gefordert, dass
die Zerlegungen keine hingenden Knoten aufweisen. Uberschneiden sich also die Kanten
oder Flachen zweier Nachbarelemente, so stimmen auch deren Randpunkte tiberein. Dies
bezeichnet man als eine zuléssige Zerlegung.

Um verschiedene Zerlegungen miteinander vergleichen zu kénnen, wird betrachtet, wie
sehr diese zur Interpolation von Funktionen geeignet sind. Wichtige Grofsen sind dabei

Hy, der Durchmesser der kleinsten Kugel, die das Element K vollstdndig umhiillt und
pr, der Durchmesser der groften Kugel, die vollstdndig in das Element K hineinpasst.

Bei der Vorstellung verschiedener Elemente am Ende dieses Kapitels werden Fehler-
schranken fiir die Interpolation prasentiert. Das Verhéltnis 1;_[;: taucht dabei jeweils in
der Konstanten auf.

Ein Ziel dieser Arbeit ist die Implementierung der Heterogenen Mehrskalenmethode
in deal.Il (siche Kapitel 7). Diese Bibliothek unterstiitzt in 3D lediglich Hexaeder als
Elemente. Deshalb wird im Folgenden stets angenommen, dass das Gebiet €2 zuléssig in
Hexaeder zerlegt werden kann. Weiterhin seien fiir jede betrachtete Zerlegung Ty alle
Elemente K € T Hexaeder.

Dafiir werden die folgenden Polynomraume definiert:
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5 Ortsdiskretisierung

Definition 5.2 (Polynomraume). Zu n € Ny sei P"(K) der Raum der reellen Polynome
auf K € R? mit maximalem Grad n. Dies ist gleichbedeutend zu

Pn(K) = {p € OOO(K)7 mit p($1,$2,$3) = Z Cny,na, n3$?1$321’3
nit+nz+n3<n
fiir ny, no,n3 € Ny und ¢, pymg € R}.
Zu l,m,n € Ny sei der Raum Q%™"(K) definiert als der Raum der Polynome mit

maximalem Grad ¢ in der ersten, m in der zweiten und n in der dritten Variablen. Es
gilt also

- ax;nJrl = 8:(3g+1 =

Analog sei fiir K C R? zu ¢,m € Ny der Raum Q“™(K) definiert als der Raum der
Polynome mit maximalem Grad ¢ in der ersten und m in der zweiten Variablen. Es gilt
also

o - ) aﬁ-ﬁ-lp am—l—lp 8n+1p
Qb (K = {pGC’ (K), mit 31’4{“: = ZO}

£+1 m+1
Q"(K) == {p € C*(K), mit o p_0 }

axiﬂ = axmﬂ =0

Auf jedem Element K € T wird nun eine beliebige Quadraturformel gewéhlt, die
aus Mg € N Quadraturpunkten zg,, € K,m = 1,2,..., Mg mit Quadraturgewich-
ten wrg,, € R,m = 1,2,..., Mg besteht. Dabei erfiille diese im Folgenden stets fiir
beliebiges, aber fest gewihltes k € N die folgenden Voraussetzungen:

(Ql) Vm = 1,...,MK:(JJK,m > 0.
(Q2) Die Quadraturformel sei fiir Polynome p € Q?2*2k () exakt, es gilt also

My

/Kp(x) de =Y wiemp(Trm). (5.2)

m=1

Ein Beispiel fiir eine Quadraturformel, die (Q1) und (Q2) fir £ = 1 erfiillt, ist die
zweistufige Gaufs-Quadratur. Diese wird in Abschnitt 7.1.2 vorgestellt.

Um die weitere Notation zu vereinfachen, wird lediglich eine Quadraturformel gewahlt.
Diese wird durch affine Transformationen von einem Referenzelement auf die jeweiligen
Elemente K € T der Zerlegung iibertragen. Dadurch stimmt die Anzahl der Quadra-
turpunkte fiir alle Elemente tiberein. Diese wird im Folgenden mit M = My (VK € Ty)
bezeichnet.

Zusammenfassend erhélt man also aus (5.1) und (5.2) fiir eine Funktion ¢ € L'(Q)
mit | € Q%2 (K) fiir alle K € T die Gleichung

/Q x)dr = Z Zmego TKm)- (5.3)

KeT m=1

Im néchsten Schritt werden zunéchst diskrete Ansatzraume in allgemeiner Form vor-
gestellt. Damit wird die spatere Prasentation zweier spezieller Raume vorbereitet.
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5 Ortsdiskretisierung

5.1 Allgemeine diskrete Ansatzraume

Die Vorstellung der Lagrange-Elemente und der Nédélec-Elemente in den folgenden bei-
den Kapiteln verlauft nach derselben Vorgehensweise. Um diese vorzubereiten und die
benétigten Grundlagen zu schaffen, wird zunéchst ein Uberblick iiber diskrete Ansatz-
réaume in allgemeiner Form présentiert. Dieser basiert auf (Hochbruck 2016) und (Schnee-
beli 2003).

Finites Element: Unter einem Finiten Element versteht man die Menge { K, P, A}
bestehend aus einem Element einer Zerlegung K € T, einem Polynomraum P(K) und
einer Menge an Freiheitsgraden A. Das Finite Element heifst unisolvent, falls fiir p € P
die Implikation

a(p)=0firalleac A = p=0

gilt.
Interpolation: Fiir unisolvente Finite Elemente ist der lokale Interpolationsoperator
Tk : C°(K)?> = P(K) mit f — Zx f durch

alf —Ixf)=0, fir alle « € A

wohldefiniert. Zu einer Zerlegung 7 wird dann der globale Interpolationsoperator Zg
stiickweise durch Zy |k = Zx (K € T) bestimmt.

Basis: Zu einem unisolventen Finiten Element mit Ng = dim P(K) mit den Frei-
heitsgraden A = {aq, ag, ... an, } existiert eine lokale Basis {¢1, o, ... pn,} C P(K).
Diese wird fiir 7,7 = 1,2, ..., Ng durch die Forderung

L=y
;) = {0, sonst
definiert. Um von diesen lokalen Basen zu einer globalen Basis des diskreten Ansatzraums
zu gelangen, werden die lokalen Freiheitsgrade A aller Elemente der Zerlegung zusam-
men betrachtet. Dabei konnen Freiheitsgrade benachbarter Elemente zusammenfallen,
falls die Freiheitsgrade auf einer gemeinsamen Kante oder Flache wirken. Es existieren
schlieklich die globalen Freiheitsgrade i, 5, ..., By : 2 — R, deren Einschréinkung auf
ein Element K € T jeweils mit einem der lokalen Freiheitsgrade aus A auf K {iber-
einstimmt. Die globale Basis {®1, ®o,..., Py} wird dann fir i, 7 = 1,2,..., N definiert
durch
_ L=y ;
Bi(®;) = {07 sonst Q| € P(K) fir alle K € T.

Diskreter Ansatzraum: Abschliefsend wird der diskrete Ansatzraum Vy als lineare
Hiille dieser globalen Basis definiert. Damit kann dann jede Funktion uy € Vg in der
Form

N
Ug = Z 7P
i=1

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten v, s, ..., yn dargestellt werden.
Ausgestattet mit diesen Voriiberlegungen wird in den néchsten beiden Abschnitten
jeweils ein Finites Element vorgestellt.
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5.2 Lagrange-Elemente

In vielen Féllen werden die Lagrange-Elemente zur Bildung des diskreten Ansatzraumes
gewahlt. Ein Grund hierfiir ist, dass die hierbei ausschlieflich verwendeten Punktaus-
wertungen als Freiheitsgrade vergleichsweise einfach zu implementieren sind. Weiter-
hin wird untersucht, inwiefern dieser Ansatzraum fiir die Diskretisierung der Maxwell-
Gleichungen geeignet ist.

Die Definition dieses Elements wird zunéchst auf dem Einheitswiirfel & := (0,1)? als
Referenzelement formuliert. Durch affine Transformationen kann dieses auf allgemeine
Parallelepipede iibertragen werden.

Definition 5.3. Die skalarwertigen Lagrange-Elemente auf K mit Ordnung k € N sind
gegeben als Polynomraum QF**(K) zusammen mit den Freiheitsgraden

A(f) = { ()

T
m n o 3
xj—(—k,E,E) ,mltm,n,o—O,l,...,k}.

Diese Elemente werden im Folgenden mit ﬁk(f( ) bezeichnet.

Die Menge A besteht aus (k+1)? Punktauswertungen. Da die Dimension des Polynom-
raums Q%**(K) mit der Anzahl der Freiheitsgrade iibereinstimmt, sind die Lagrange-
Elemente wohldefiniert.

Definition 5.4 (Diskrete Ansatzraume S*(T), SL(T)/R, S*(T)?). Es sei T eine Zer-
legung des Gebiets 2 C R und k& € N. Der diskrete Ansatzraum der eindimensionalen
Lagrange-Elemente mit Ordnung k ist gegeben durch

SH(T) = {f € C(Q), mit f|x € LF fiir alle K € T}.

Weiter sei der Raum der periodischen Lagrange-Elemente mit verschwindendem Mittel-
wert auf dem Rand der Ordnung k gegeben als

SE(T)/R = S*T) N W,2(Q)/R.
Schliefslich ist
SH(T)? = S5(T) x S5(T) x S5(T)
der Lagrange-Ansatzraum mit Ordnung k fiir dreidimensionale Probleme.

Diese Elemente sind jedoch unpassend, um das Maxwell-System (4.2) zu diskretisie-
ren. Grund dafiir ist, dass die Randbedingung n x E = 0 lediglich eine Bedingung an
die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes darstellt. Diese ist jedoch nicht ohne
weitere Einschrankung durch die Freiheitsgrade der Lagrange-Elemente abbildbar. Da
diese namlich jeweils eine Punktauswertung sind, muss zugleich auch die Normalkompo-
nente am Rand verschwinden. Dies hatte also fiir das diskrete elektrische Feld Eyg € Vg
die Randbedingung Ey = 0 zur Folge.
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Auch fiir Elemente K € 7T im Innern des Gebiets (2 miissten zu starke Bedin-
gungen an Ubergingen zu benachbarten Elementen gestellt werden, um tatséichlich
Vi € H(curl,§2) zu erhalten. So reicht es dafiir nach (Hochbruck u.a. 2017, Lem-
ma 2.26, S. 31) aus, wenn die Funktionen in Vz an den Ubergéingen stetig beziiglich
ihrer Tangentialkomponente sind. Dies fiithrt jedoch bei Lagrange-Elementen wie zuvor
zur gleichzeitigen Stetigkeit der Normalkomponente.

Im néchsten Abschnitt wird deshalb ein weiteres Finites Element eingefiihrt, fiir das
eine Bedingung an die Tangentialkomponente auf Randflichen direkt in den Freiheits-
graden enthalten ist.

5.3 Nédélec-Elemente

Ziel dieses Abschnittes ist die Einfiihrung der Nédélec-Elemente erster Familie, die erst-
mals in (Nédélec 1980) vorgestellt wurden. Diese Elemente haben den Vorteil, dass sie
konforme Elemente in H(curl, 2) sind. Das heift, dass der durch die Nédélec-Elemente
gebildete diskrete Ansatzraum ein Teilraum von H (curl, ) ist. Damit ist dieser Raum
geeignet, um bei der Formulierung der Heterogenen Mehrskalenmethode in Kapitel 6
verwendet zu werden. Als Grundlage fiir diesen Abschnitt dient hauptséchlich (Nédélec
1980), wo sich auch die Beweise der zitierten Resulate finden. Weiterhin werden die
Ausfiithrungen ergénzt durch Resultate aus (Monk 1993) und (Schneebeli 2003).

Mit den Polynomraumen aus Definition 5.2 kann entsprechend zu (Nédélec 1980, Defi-
nition 6, S. 330 f.) das Nédélec-Element mit dem Einheitswiirfel & := (0,1)? als Referen-
zelement eingefiihrt werden. Durch affine Transformationen kann dieses auf allgemeine
Parallelepipede iibertragen werden.

Definition 5.5 (Nédélec-Elemente). Die Nédélec-Elemente erster Familie auf K mit
Ordnung k € N sind gegeben als Polynomraum QF 1*k(K) x QFFLE([) x QhkE-1(K)
zusammen mit den Freiheitsgraden

Ap(f) = {/ f-tpds |pe P (K),E c K Kante mit Tangentialvektor t},
E

Ap(f) = {/ fxnqgdslge QF 2 1K) x Q" Y XK) Fc K Seitenﬂéche},
F

Ak (f) = {/ frade |ge QT MFTERE(K) x QF ALK Q’“‘Q”“‘Q’k‘l(K)}.
K

Diese Elemente werden im Folgenden mit AN*(K) bezeichnet.

Insgesamt enthélt die Menge A = A U Ar U Ak fiir Elemente mit Ordnung &k € N
insgesamt 3k(k + 1)? unabhingige Freiheitsgrade. Da dies nach (Nédélec 1980, S. 331)
mit der Dimension des Polynomraums iibereinstimmt, sind die Nédélec-Elemente wohl-
definiert.
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Beispiel. Als Beispiel wird vm Folgenden das Nédélec-Element Nl(K) betrachtet. Zu-
nachst ist

1 Y z Yz 0 0 0 0 0 0 0 0
of,{1ot,{ot, 1o 1,1}, {z}|,1=z),txz],10}),{0}),]0],] O
0 0 0 0 0 0 0 0 1 T Y Ty

eine Basis des Polynomraums Q% (K) x QY01 (K) x QULO(K). Weiterhin besitzt dieses
Element lediglich die Freiheitsgrade

ae={ [ 1

auf den Kanten. Da fir den Einheitswiirfel K die Tangentialvektoren auf den Kanten
mit den Einheitsvektoren des R3 dibereinstimmen, erhdlt man damit die lokale Basis

yz y(1—2) (1-y)z (1-y)(1-2)

ECK Kante}

0, 0 , 0 , 0 :
0 0 0 0
0 0 0 0

Tz |, 512'(1—2) ) (1_37)2 ) (1—%)(1—2) )
0 0 0 0

0 0 0 0

0 ) O 9 0 9 O

Ty (1 —y) (1-m)y (1-2)1-y)

Weiterhin sind die Nédélec-Elemente nach (Nédélec 1980, Theorem 5, S. 331) unisol-
vent, sodass die lokale Interpolation wohldefiniert ist. Damit kann, wie beispielsweise
in (Nédélec 1980, Theorem 6, S. 332), der lokale Approximationsfehler fir Nédélec-
Elemente abgeschétzt werden. Das dort prasentierte Resultat lautet:

Satz 5.6 (Lokaler Interpolationsfehler in N*(K)). Mit einem Parallelepiped K C R3,
einer Punktion u € W*L2(K) und der lokalen Interpolation T : WF12(K) — N*(K)
qilt fiir den lokalen Interpolationsfehler

Hu - Iﬁ[uHH(curl,K) S OH@ |U|Wk+1‘2(K)3 :

Dabei hingt die Konstante C vom Verhdltnis f—}f ab.

Nach (Nédélec 1980, Theorem 5, S. 331 f.) handelt es sich bei den Nédélec-Elementen
um in H(curl, Q) konforme Elemente. Dies bedeutet, dass die elementweise Anwendung
des lokalen Interpolationsoperators Zx auf Funktionen aus C*°(£2) stets Funktionen aus
H(curl, Q) ergibt.

Bisher wurden die Nédélec-Elemente nur auf einem Element eingefiihrt. Die anschlie-
flende Definition liefert damit diskrete Ansatzrdume fiir die Rdume H(curl,(2) und

Hy(curl, ).
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Definition 5.7 (Diskrete Ansatzraume VE, (Ta), Vi, o(Ti)). Zu einer Zerlegung T
des Gebiets Q C R? sei

VE (Ta) = {f € H(curl,Q), mit f|x € N*(K) fiir alle K € T}.
Weiter sei
‘/c]zrl 70(77H) = ‘/Kllflrl (TH> M Ho(Cul'l ) Q)

Nach Definition gilt also tatsichlich V¥ | (Ty) € H(curl, Q). Weiterhin erfiillen Funk-
tionen f € Vi, o(7) mit dem Normalenvektor n zusiitzlich die Randbedingung f x n =
0 auf 052.

Fiir das folgende Korollar bezeichne W*™?(T) den Raum der Funktionen, deren
Einschriinkung auf ein Element K € T in W*"12(K) liegt. Dann folgt mit Satz 5.6 und
mit Gleichung (5.3) fiir den globalen Interpolationsfehler:

Korollar 5.8 (Globaler Interpolationsfehler in VX  (Tx)). Mit einer zulissigen Zer-
legung T won Q, der globalen Interpolation I = W*N2(T) — VE (Ty) und einer
Funktion uw € W*TL2(T) gilt fiir den globalen Interpolationsfehler

HU - I]/L\[[ ) < CHk ‘U|Wk+1,2(9)3 .

uHH(curl Q2

Zusammenfassend wurde in diesem Abschnitt zunéchst das Nédélec-Element einge-
fiihrt, bevor damit die diskreten Ansatzraume V¥, (7)) und V5, o(75) definiert wurden.
Diese sind die Grundlage fiir die im néchsten Schritt durchgefiihrte Semidiskretisierung
der Maxwell-Gleichungen und die darauf aufbauende Heterogene Mehrskalenmethode.
Schliefslich wurde eine Abschétzung des globalen Interpolationsfehlers dieser Elemente

préasentiert, die ein fundamentaler Bestandteil der Fehlerabschétzung in Kapitel 6.4 ist.
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Durch die vorigen Kapitel sind alle Voraussetzungen geschaffen, um nun die Hetero-
gene Mehrskalenmethode (HMM) mit Finiten Elementen fiir die effektiven Maxwell-
Gleichungen (4.24) einzufiihren. Ein Standard-Finite-Elemente-Ansatz fiithrt hier nicht
zum Ziel, da die effektiven Materialparameter zwar durch die Losungen der Zellprobleme
eindeutig definiert sind, aber im Allgemeinen nicht explizit bestimmt werden kénnen. Die
Heterogene Mehrskalenmethode bietet hingegen die Moglichkeit, die effektiven Losungen
zu approximieren, ohne die effektiven Parameter explizit zu verwenden.

Die generelle Vorgehensweise bei der Herleitung der Heterogenen Mehrskalenmethode
orientiert sich am Vorgehen in (Ciarlet u. a. 2017), (Hochbruck u. a. 2016) und (Henning
u. a. 2016).

Um bei der Herleitung den Gesamtiiberblick nicht zu verlieren, wird zunéchst das
Vorgehen grob erlautert: Zu Beginn wird die schwache, semidiskrete Form der effektiven
Gleichungen betrachtet. Anschliefend setzt man die Bestimmungsgleichungen der effek-
tiven Parameter in die dabei erhaltene Bilinearform ein. Die dabei auftretenden Terme,
welche sowohl Basisfunktionen der Makroelemente als auch Losungen der Zellproble-
me enthalten, werden durch sogenannte Mikroprobleme approximiert. Diese erhalt man
schlieblich als ortsdiskretisierten Variante der Zellprobleme (4.27).

6.1 Herleitung

In Definition 4.1 werden die Abbildungen C” und ;" definiert, um das Maxwellsystem
(4.2) in der Form

ou(z,t) = CMul(z,t) + j"(x,t)

(vgl. Gleichung (4.3)) zu betrachten. Diese Form war fiir den Nachweis der Losbarkeit von
Vorteil. Da die Materialparameter uniform positiv definit sind, konnten die Gleichungen
hierfiir mit den inversen Grofen (p7)~! und (¢7)~! multipliziert werden.

Auch fiir die Herleitung der Heterogenen Mehrskalenmethode wird ein vektorwertiges
Gleichungssystem betrachtet. Ausgangspunkt sind die effektiven Maxwell-Gleichungen
(4.24). Im Gegensatz zum zuvor beschriebenen Vorgehen ist es hierfiir jedoch nicht vor-
teilhaft, die inversen Materialparameter in die Gleichung miteinzubeziehen. Damit wiirde
man namlich Mikroprobleme mit den inversen Materialparametern erhalten, dhnlich zu
denen in (Hochbruck u.a. 2016, Definition 3, S. 4). Durch den hier vorgestellten Ansatz
erhélt man hingegen die von der Heterogenen Mehrskalenmethode fiir elliptische Pro-
bleme bekannten elliptischen Mikroprobleme. Dazu werden die folgenden Abbildungen
definiert:
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Definition 6.1. Es werden fiir v, p € L?(Q)® mit £ = (¢, ¢)T folgende Abbildungen
definiert:

et . 1/} Meﬂ'd}
— () (55).
C: H(cwl, Q) x Holeurl Q) — LAQ)°, &= (:ﬁ) = (13?1%20) ,

Bemerkung. Mit obiger Definition und u*? = (H*T ET)T € H(curl,Q) x Hy(curl, Q)
kénnen die Maxwell-Gleichungen (4.24a) und (4.24b) dquivalent in die Form

M (2, 1) = Cu(x,t) + 5(t) (6.1)

umgeschrieben werden.

Zusatzlich werden nun zwei Bilinearformen definiert, um obiges Gleichungssystem in
schwacher Form zu beschreiben.

Definition 6.2. Fiir ¢, 0,1, % € L*(Q)% mit £ = (¢, )", € = (1, )" werden folgende
Bilinearformen definiert:

m: L2(Q)% x L2(Q)° = R,
s: (H(curl,Q) x Hy(curl,Q)) x (H(curl,Q) x Hy(curl,Q)) — R,

wobei die Abbildungsvorschriften durch

m(E,€) = (MTEE) o g0 = / pef () - + e (2)p - P,

Q
s(£,€) = (Cfag)Lg(Q)ﬁ = /QE -curly) — 1 - curl p da
gegeben sind.

Damit lautet die schwache Formulierung von Gleichung (6.1), welche man als das
L*(Q)%-Skalarprodukt hiervon mit einer L*()%-Funktion erhilt, wie folgt:

Effektives Maxwell-System. Finde vt € H(curl, Q) x Hy(curl, Q) mit
m (D (t),€) = s(u(),€) = (Jext (1) ©) 2o (6.2)

fir alle £ = (¢, ) € H(curl, Q) x Hy(curl, Q) und den Anfangs- und Randbedingungen
(4.25).
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Es ist wichtig zu beachten, dass lediglich zur besseren Lesbarkeit auf die explizite
Angabe der Ortsabhingigkeit der Funktionen &,1, ¢, &, und % verzichtet wird. Diese
sind im Allgemeinen vom Ort x € () abhéngig.

Im néchsten Schritt soll das Gleichungssystem mit der in Kapitel 5 beschriebenen
Vorgehensweise diskretisiert werden. Dazu wird eine zuldssige Zerlegung Ty des Gebiets
Q) eingefithrt. Weiter wird eine Quadraturformel gewahlt, die (5.2) erfiillt. Schlieflich

erhdlt man mit (5.3) fiir £y = (wH) g = (wH ) die diskreten Bilinearformen

PH

mig + (Ve (Tir) > Vi o(Ti)) % (Ve (Tir) X Vi o(Tir)) = R,
st (Ve (Tir) X Vawr o(Ti)) % (Ve (Tar) % Ve o(Ti)) — R,

mit

(&) = ZZme( ()it (@hcm) - (@)

KeTy m=1

+ eeﬂ‘(xK,m)QpH(l‘K,m) : @H(xK,m)) )

sulén &) = ) Zwkm(%{ (Trm) - (CurlBpr) (5m)

— Vg (Trm) - (Curl <pH) (me))

Bis zu diesem Punkt entspricht das Vorgehen der allgemeinen Vorgehensweise bei der

Finite-Elemente-Methode. Mit u$f, &y = :/;H) VE (Tw) x VE, o(Tw) erhilt man
H

curl,0

somit als Ergebnis die semi-diskrete Maxwell-Gleichung

M
mi (Opusy (8), &) = su(usy (£),6n) = > Y wicmdextrt (Tmst) - o1 (@cm),  (6.3)

KeTy m=1

wobel Jext,m € chrl (Tx) eine Approximation an Je beschreibt. Da die effektiven Mate-
rialparameter p®® und e°% jedoch nicht explizit gegeben sind, sondern an jedem Punkt
erst durch Losen der Zellprobleme (4.27) und anschliefsendes Einsetzen in (4.34) be-
stimmt werden miissen, ist es nicht ohne weiteres moglich, Gleichung (6.3) numerisch
zu l6sen. Dies ist der Ansatzpunkt der Heterogenen Mehrskalenmethode. Anstatt die
diskrete Bilinearform m$! exakt zu bestimmen, wird diese unter Verwendung der Be-
stimmungsgleichungen fiir die effektiven Materialparameter (4.34) durch eine noch zu
definierende Bilinearform m™MM approximiert.

Bisher wurden die Zellprobleme stets auf dem Einheitswiirfel Y betrachtet. Durch eine
Variablentransformatlon kénnen diese jedoch ebenso auf dem skalierten Einheitswiirfel
Y, = (—g, 5) betrachtet werden. Diese Variante wird im Folgenden verwendet, da
hiermit die spéter eingefithrten Mikroprobleme anschaulicher dargestellt werden kénnen.
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Zunachst werden also die Definitionen der effektiven Materialparameter in die Biline-
arform mS eingesetzt und es folgt

M
mif €)= D 3w (BT @) n (Trm) - P(rcm)

KeTy m=1

+ Mz m) o (Trm) - @H(me)>

M
(4.34) Y —
— Z Z WK,m (/ H (xK,ma E) 7pH,X(J‘jK,mu y) ' 2/}H,x(‘rK,m? y) dy
Yy

Y _
v - (xm 5) ot ) - P (@rms ) dy).
Yy

Die Definitionen der Funktionen ¥n y, ¥y ,, P1,x; P, Sowie die weiteren Schritte werden

exemplarisch fiir die Funktion v, vorgestellt. Das Vorgehen fiir @H% verlauft analog,
fiir die Funktionen ¢g, und ¥y, muss lediglich p durch ¢ ersetzt werden.
Die Funktion g, ist also zu einem Quadraturpunkt xx ,, gegeben als

¢H,X<xK,m7y) = (I - DyX,u <IK,m7 %)) 1/)H($K7m> fiir y € }/77 (64)

Durch das tiefgestellte xy wird hierbei die Abhéngigkeit von den Lsungen der Zellpro-
bleme (4.27) verdeutlicht.

Im néchsten Schritt wird aus den Zellproblemen (4.27) ein elliptisches Problem herge-
leitet, mit denen vy, eindeutig bestimmt werden konnen. Dazu wird die Funktion Uy
als Potential von ¢y, definiert, sodass also

grad, Vg = ¢p

gilt. Dabei ist ¥y fiir y € Y, gegeben als

\IJH(xK,ma 3/) = (Z/ - iEKm) ¢H($Km) —NXu ($K,m7 %) '¢H(xK,m) .

J/

-~
N

= 1in (TK,m>Y) v ‘(r )
=Vy 4 (TKmY

Die Funktion Uy, € S'(Y,) ist durch ¢y explizit gegeben. Lediglich die Funktion
Uyu € W;z(i/,,)/ R muss zu jedem Quadraturpunkt z g ,,, bestimmt werden. Dabei folgt
durch Vergleich mit den effektiven Zellproblemen (4.27) (nach Skalierung von Y zu Y,),
dass Uy € S1(Y,) + W;Q(Yn) /R mit der schwachen Losung von

/ 1 (xK’m, %) grad, Yy (2xm,y) - grad, v(y) dy = 0
Y"]
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fir alle v € WLQ(YW) iibereinstimmt. Diese ist wegen der eindeutigen Losbarkeit der
Zellprobleme ebenfalls eindeutig l6sbar. Einsetzen von D,VWy = DyVWpyin + DyVp 4
ergibt schliefslich die elliptischen Bestimmungsgleichungen fiir Wy 4 € Wiﬁ(Yn)/ R

/ H (xK,mv %) grady \IJH,#(xK,ma y) : grady U(y) dy =

Yo (6.5)

- / 1 (xK,m, %) grad, Vi iin(Trm, y) - grad, v(y) dy
Yy

fiir alle v € W,2(Y;).

Bis zu diesem Punkt wurde die Bilinearform mS¥ lediglich umgeformt. Jedoch miissen
hierbei die exakten Losungen von (6.5) in W;f(Yn) /R bestimmt werden. Bei der Hete-
rogenen Mehrskalenmethode wird hierfiir eine Zerlegung 7;, des Gebiets Y, eingefiihrt.
Dann wird die Losung der Gleichung (6.5) im Raum S}#(’ﬁl) approximiert. Dies ergibt
die folgenden elliptischen Mikroprobleme:

HMM-Mikroprobleme. Finde Wy 4 € S,(T,)/R mit

/ s (xK,m, g) grad, Vg ns(TkmY) - grad, v(y) dy =

- / 2 (xK,mv %) grady Vi 1in(T i ms ) - grady v(y) dy
Y,

n

fir alle v € S(Ty).
Damit kann nun die Bilinearform m MM definiert werden.

Definition 6.3 (HMM-Bilinearform). Die HMM-Bilinearform lautet somit
m%MM ( curl (TH) X ‘/curl O(TH)) ( curl (TH) x V curl O(TH))

mit
y J—
HMM(ﬁH, {n) = Z Z me(/ (xK,m, —) Y@k m,Y) - Vun(@rm, y) dy
KeTy m=1 77
—l-/ € (iUK,m, %) Crn(Trm,Y) ‘@H,h(l"K,m,y) dy).
Y7I
Dabei gilt

Yrn = grad, Vi, + grad, Vi, 4,
EH,h = grad, U gy tin + grad, U gy s
o n = grad, Ppin + grad, Ppp 4,
Pup = grad, Py + grad, Py p 4,

mit den Loésungen grad, ¥y p 4, grad, TH,h#,grady Dy oy, grad, Dpypy € S#(’ﬁl) der
Mikroprobleme (6.6).
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Schlieflich kann die Heterogene Mehrskalenmethode fiir das Maxwell-System (4.2)
formuliert werden. Diese lautet:

HMM-Maxwell-System. Finde upy™ : [0, T] — Vi, (Ta) X Vi o(Ta) mit

M
mgMM(atugMM(t)a ) = sH(u%MM(t), Eu) — Z Z wiemJext, it (Trmst) - @r(Trm)
KeTy m=1

(6.7)

fiir alle &y = (Y, on) € Vi (Tr) x Vi o(Ta). Mit wit™ = (HMM, ERM™) gelten
zusdtzlich die Anfangsbedingungen

H"™ (2,0) = Hygp ' (z), Ep™(,0) = Epg™(x) (6.8)

fiir fast alle x € Q mit Approzimationen HII}%[M e VE (Tw) und EII}I\(/)IM e Vk, o(Tu) an
die Anfangswerte aus (4.2g).

In Abbildung 1 ist ein Uberblick zur Vorgehensweise der Heterogenen Mehrskalenme-
thode in 2D skizziert. Dabei sind in blau die Quadraturpunkte der Makrozerlegung Ty
dargestellt. Um jeden solchen Punkt wird dann eine skalierte Einheitszelle Y; gebildet,
auf der die Mikroprobleme gelést werden. Dazu wird diese wiederum entsprechend der
Mikrozerlegung 7T, zerlegt.

[ ] Yn [ ]
H Tu

Abbildung 1: Schematische Darstellung der Heterogenen Mehrskalenmethode in 2D,
angelehnt an (Ciarlet u.a. 2017, Abb. 1, S. 16)

Zur numerischen Losung wird auch zur Zerlegung 7, der Mikroelemente eine Quadra-
turformel gewahlt, mit der die Integrale approximiert werden kénnen. Im Folgenden wird
hierzu angenommen, dass die verwendete Quadratur so gewahlt wird, dass der dadurch
entstehende Approximationsfehler vernachléassigt werden kann.
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Die Herleitung der Heterogenen Mehrskalenmethode ist hiermit abgeschlossen. Im
nichsten Abschnitt wird gezeigt, dass die Bilinearform mi™MM #shnlich wie die m$i for-
muliert werden kann. Dies ist insbesondere bei der Fehlerabschiatzung von Vorteil, da
sich die dort auftretende Differenz zwischen diesen beiden Bilinearformen damit stark

vereinfacht. Grundlage hierfiir ist die Definition der HMM-Materialparameter.

6.2 HMM-Materialparamter

In (Abdulle 2012, Abschnitt 5.1, S. 699 ff.) wird ein Vorgehen erldutert, wie aus den
elliptischen Mikroproblemen (4.27) die HMM-Materialparameter pHMM und ¢HMM he.
stimmt werden kénnen. Mit diesen ldsst sich die im vorigen Abschnitt definierte Bi-
linearform mtMM in dhnlicher Form wie die urspriingliche diskrete Bilinearform mSf
schreiben. Diese Form wird im néchsten Abschnitt zum Nachweis der Wohldefiniertheit
der Heterogenen Mehrskalenmethode und im anschlieffenden Abschnitt zur Fehleranaly-
se verwendet. In der Implementierung werden die HMM-Materialparameter jedoch nie
explizit berechnet.

Ausgangspunkt ist zunéchst die Definition 6.3 der HMM-Bilinearform. Dabei kann
gezeigt werden, dass fiir die Funktionen ¢ p, EH,}N ¢rn und Py, eine dhnliche Form

wie in (6.4) existiert. Es gilt also exemplarisch fiir g, und @gp,

¢H,h(IK,m7 y) = (I - DyX,u,h (IK,ma %)) ¢H($K,m)7
_ Yy
SOH,h(IEK,m, y) = (I - Dst,h (xK,ma 5)) SOH(fL‘K,m)v

mit y € Y, und einem Quadraturpunkt zy,,. Dabei sind x5, Xen € S}#(ﬁl)/R die
Losungen der diskreten effektiven Zellprobleme

T
/ (,U (mK,mv %) ([ - DyX,u,h (xK,ma %))) grady Uh(:u) dy =0 vUh € 51#(771)?
Yy

(6.9)

T
/ (5 (xK,m, %) (I — DyXen (xK,m, %))) grad, vp(y)dy =0 Yoy, € S;#(ﬁ).
Y"]

Setzt man dies in die Bestimmungsgleichung von miMM in Definition 6.3 ein, so folgt

mit den HMM-Materialparametern

T
MHMM(me);:/ 1 (me’ g) ([ = Dyxpn (CﬁK,m, y) ([ = Dyxpn (ﬂfK,m, g)) dy,
v, n K !
y A ;
EHMM(;(;KWL)::/ € (xK,rm —) (I — DyXe,n <$K,W _>) (I ~ Dyxen <xK’m7 _>) W
v " K !
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die Identitat

M
my ™ (En, Egy) = Z Z WK,m (NHMM(xK,m)wH(xK,m) : EH(xK,m) (6.10)
KeTy m=1
+ ™M) (n) - BT )

Diese Bilinearform unterscheidet sich von der diskreten effektiven Bilinearform mSf nur
durch die Materialkoeffizienten pH™MM und ¢HMM,
Wie fiir die effektiven Grofen in Lemma 4.6 iibertragen sich die Eigenschaften von p"

und €”7 dann auch auf die HMM-Materialparameter.

Lemma 6.4. Die HMM-Permeabilitit pH™MM und die HMM-Permittivitit €™M sind
symmetrisch, uniform positiv definit und beschrankt mit denselben Schranken A, A > 0
wie p" und " aus Gleichung (4.1).

Der Beweis dieses Lemmas kann analog zum Beweis von Lemma 4.6 der effektiven
Materialparameter durchgefiihrt werden. Dabei miissen die effektiven Zellprobleme durch
die diskreten effektiven Zellprobleme (6.9) ersetzt werden.

Als letztes Resultat in diesem Kapitel wird schlieflich eine Fehlerabschatzung zwi-
schen den HMM-Materialparametern und den effektiven Koeffizienten présentiert. Diese
zeigt, dass die HMM-Parameter fiir konstantes 1 quadratisch im Zelldurchmesser h der
Mikrozerlegung gegen die effektiven Grofsen konvergieren. Ein solches Resultat ist be-
reits aus der Betrachtung elliptischer Probleme bekannt. Wie beispielsweise in (Abdulle
2012, Lemma 5.2, S. 700) gezeigt wird, gilt namlich:

Lemma 6.5. Unter den Voraussetzungen

Wk € WHR(K), |1 wiee (i) < Cren™", fiir alle K € Ty,

6.11
elx € Wh(K), Wiy < Cxen ™', fiir alle K € Ty (6.11)

an die Materialparameter gelten fiir alle Quadraturpunkte x ,, die Abschdtzungen

e h 2
sup Huff(acK,m)—uHMM(xK,m)uFsc(—) |
miiTHM 1

h 2
sup (€% (5 m) — €™M (2 )1 < C (5)

KeTy
m=1,..,M

(6.12)

mit einer Konstanten C' > 0 unabhdngig von h und 7.

Dieser Fehler wird im Umfeld der Heterogenen Mehrskalenmethode als Mikrofehler
bezeichnet und taucht in dieser Form auch in den dieses Kapitel abschliesenden Fehler-
abschétzungen auf.

Bevor diese jedoch betrachtet werden, wird zunachst die Wohlgestelltheit der Hetero-
genen Mehrskalenmethode nachgewiesen.
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6.3 Wohlgestelltheit

Damit die Heterogene Mehrskalenmethode als numerisches Verfahren iiberhaupt Sinn
ergibt, muss fiir (6.7) stets eine eindeutige Losung existieren. Dies kann auf die Frage
nach der Existenz und Eindeutigkeit der Losung eines inhomogenen linearen Systems
von gewOhnlichen Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden.

Satz 6.6. Zur Heterogenen Mehrskalenmethode fiir das Mazwell-System (6.7) existiert
eine eindeutige Losung uy™ € V2 (Ta) X Vi o(Ta).

Beweis. Mit der zum diskreten Ansatzraum V2, (Tg) x VI, o(Th) gegebenen globalen

Basis {®1, @y, ..., Px} konnen alle Funktionen u dieses Raumes in der Form

=3 k(1) (2)

dargestellt werden. Dabei sind die Koeffizientenfunktionen ki, ko, ..., k, : [0,7] — R
eindeutig definiert. Setzt man diesen Ansatz auch fiir die Losung des HMM-Maxwell-
Systems ein, so ergibt sich

miM( Zat )P, Opy) =5 Zk )@, )
n=1

M
o Z ZMK,mJext,H (xK,m,t) : (,OH<ZEK7m)

KGTH m=1

fiir alle @ = (Y, o) € Vi (Ta) X Vi o(T). Anstatt mit allen Funktionen ®p zu

testen, geniigt es, dies mit allen Basisfunktionen durchzufiihren. Damit, und da m!MM

und sy bilineare Abbildungen sind, folgt fiir / =1,2,..., N

ZmHMM q)ruq)f at Zk SH (I)nyq)f _Z Zme ext,H 'TKT)%t) ' gof(xK,m)'

KeTygm=1

Nun definiert man die Matrizen M, S € RY*Y durch
Mn@ = m%MM<(I)n7 (I)f)a Snf = SH((I)na (I)é)

und die vektorwertige Funktion f : [0,7] — RY durch

M

fn(t) = Z ZWK,mJext,H (xK,mat) : SOZ(:EK,m)'

KeTy m=1

Mit der vektorwertigen Funktion k := (ky, ko, ..., kx) entspricht Gleichung (6.7) dann
dem Differentialgleichungssystem

ME = Sk + f(¢).
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Da die HMM-Materialparameter wie im vorigen Abschnitt gezeigt uniform positiv definit
und beschrankt sind, ist M weiter invertierbar und man erhélt schliefslich

K o= M"'Sk+ M f(t).

Dieses lineare System inhomogener gewohnlicher Differentialgleichungen besitzt unter
Beachtung der Anfangswerte (6.8) eine eindeutige Losung k* (vgl. (Forster 2011, Satz 1,
Kapitel 13, S. 166 ff.)). Damit ist die eindeutige Losung des HMM-Maxwell-Systems
gegeben als

N
u=>Y ki,
n=1

]

Damit ist nachgewiesen, dass die Heterogene Mehrskalenmethode fiir die Maxwell-
Gleichungen stets eine Losung besitzt. Es bleibt aber die Frage, inwiefern es sich dabei
um eine Approximation an die Losung der effektiven Maxwell-Gleichungen handelt. Diese
wird im néchsten Abschnitt beantwortet.

6.4 Fehleranalyse

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Abschétzung fiir den Fehler zu bestimmen, der bei
der Approximation der effektiven Losungen der Maxwell-Gleichungen durch die Hetero-
gene Mehrskalenmethode gemacht wird. Diese liefert dann zugleich Aussagen iiber die
Konvergenzordnung des Verfahrens beziiglich der Makro-Gittergréfte H und der Mikro-
Gittergrofe h. Dabei erhdlt man die Fehlerabschiatzung durch Anwendung von (Hipp
u.a. 2017, Theorem 3.2, S. 13 f.), wobei die Heterogene Mehrskalenmethode als nicht-
konforme Methode betrachtet wird.
Dafiir werden zunéchst einige Rdume und Normen definiert.

Definition 6.7. Es sei X = L*(Q)¢ versehen mit dem Skalarprodukt

(€. x = m"(&,€) fiir §,§ € X
und V = H(curl, Q) x Hy(curl, Q) versehen mit dem Skalarprodukt

(CvZ)V = (61721)H(Cur1,ﬂ) + (CQ,ZQ)H(Curl,Q) fiir C = (g;) ,Z = (g:) c ).

Auferdem sei der Raum Xp = VE, (Ti) x VE, o(Ti) mit dem Skalarprodukt

Er Eu)xn =mg ™ (En, Ex) fiir £g7,&y € X

versehen. Allen Rdumen wird die durch ihr Skalarprodukt induzierte Norm zugeordnet.
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Dass durch die Bilinearformen tatséchlich Skalarprodukte gegeben sind, wird im fol-
genden Lemma gezeigt. Weiterhin werden dort fiir die spatere Fehleranalyse benotigte
Norméquivalenzen gezeigt.

Lemma 6.8. Die durch m® und mIM™M gegebenen Skalarprodukte sind wohldefiniert
und die dadurch induzierten Normen sind jeweils dquivalent zur L*(Q)°-Norm. Es gilt

also fiir € € X, &g € Xy

V€@ < €lx <VALIE]| L2 fiir € € X, (6.13)
V€l 2 <ll€rllxy <VAlErL2@e fiir € € Xp. (6.14)

Beweis. In diesem Beweis wird lediglich die positive Definitheit der Bilinearformen zum
Nachweis der Wohldefiniertheit betrachtet. Die weiteren Eigenschaften folgen direkt aus
den jeweiligen Definitionen der Bilinearformen.

Die positive Definitheit von m® folgt direkt aus der positiven Definitheit der effektiven
Materialparameter p®f und e°®, welche in Lemma 4.6 gezeigt wird. Auch die Schranken
der Norméquivalenz werden dort bewiesen.

Fiir die HMM-Bilinearform mMM basiert der Beweis ebenfalls auf dem Nachweis der
uniformen positiven Definitheit der Materialparameter, welcher in Lemma 6.4 gezeigt
wird. Damit gilt zundchst mit Gleichung (6.10)

M
M E) 2 A D D i (Vn(@rm) - B (@rem) + o(@rcm)  Prlwrcm) ).

Da die gewithlte Quadraturformel nach (5.2) fiir Polynome aus Q?*?*2*(K’) exakt ist
und &g, &y € (QFFF(K))? gilt, kann die Summe iiber die Quadraturpunkte durch das
Integral iiber die Elemente K € Ty ersetzt werden. Da es sich weiter bei Ty um eine
zuléssige Zerlegung handelt, kann die Summe der Integrale iiber die einzelnen Elemente
schlieflich zu einem Integral iiber €2 zusammengefasst werden. Es folgt

myr ™ (Eu E) 2 A/QW(:U) V(@) + on (@) By (@) de = Mém, En) 2oy

Damit ist zugleich die untere Schranke der Norméquivalenz gezeigt. Die obere Schranke
kann auf dieselbe Weise nachgerechnet werden. O]

Das folgende Korollar zeigt, dass die neu eingefiihrten Raume allesamt Hilbertrdume
sind. Dies ist eine wichtige Grundlage fiir die spétere Fehlerabschitzung.

Korollar 6.9. Die in Definition 6.7 eingefiihrten Raume X,V und Xy sind Hilbertriu-
me.

Beweis. (i) Fiir den Raum V wird dies bereits in Satz 2.6 gezeigt.

(ii) Auch fiir den Raum X ist bereits alles gezeigt, da die Behauptung direkt aus der
Norméquivalenz der durch m®" induzierten Norm und der L*(Q)-Norm folgt.
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(iii) Da der Raum Xy ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums L?(€2) ist und
die durch m¥M™ induzierte Norm nach Lemma 6.8 ebenfalls dquivalent zur L*(Q)-
Norm ist, folgt die Behauptung.

[l

Ziel der nun folgenden Untersuchung ist eine Fehlerabschiatzung zwischen der Losung
u™ € H(curl Q) >< Hy(curl Q) des effektiven Maxwell-Systems (6.2) und der HMM-
Losung up™ € VE (Tu) x Vi o(Ta) des HMM-Maxwell-Systems (6.7). Dabei treten
Differenzen der Bilinearformen dieser beiden Systeme auf. Die Notation dazu wird in
der folgenden Definition vorbereitet.

Definition 6.10. Fiir &5, &y € VE, (Ti) x V5, o(Ta) werden folgende Bilinearformen
definiert:

AmXHXXH%R, Am(fH,fH ‘m é-HafH) HMM(fHafHH
As: Xy x Xy —R, As(ﬁH,éH) .:‘ (fH;fH)_SH(§H>§H)|

Eine wichtige Voraussetzung fiir die Abschidtzung am Ende dieses Kapitels ist, dass
diese Differenzen beschréankt sind und insbesondere
Am (g, &) — 0 fiir H,h — 0 und &x, &y € X,
As(ég,€y) = 0 fiir H,h — 0 und &g, &y € Xp
gezeigt werden kann.
Bei As handelt es sich um einen Quadraturfehler, der auf Grund der an die Quadratur

gestellten Forderung (5.2) stets verschwindet. Es kann also gezeigt werden, dass As =0
gilt.

Lemma 6.11. Fiir £y, &y € Xy gilt
AS(SHaEH) =0.

Beweis. Aus den Definitionen von s und sy folgt mit (g = <zH) &y = <ZH> Xy
H H

Bs(en ) = | [ #la) - (curlv(@) ~ Blo) - (curl p(o) o
_ K; leme( a(Trem) - (curl ) (2 m)
~Balein) - (ulon) (o))
< 3 (|70 vt ao - mf o P escn) - (1 ) (1)
+ /K o) - (curl () do — lemewH Tim) - (curlog) (25 m) )
=0.
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6 Heterogene Mehrskalenmethode (HMM)
Dabei verschwinden in der letzten Abschétzung beide Terme, da die Quadratur nach der
Voraussetzung fiir Polynome aus Q%252 (K) exakt ist. O

Im Gegensatz zu As ist Am kein Quadraturfehler. Durch eine weitere Aufspaltung
kann diese Bilinearform jedoch durch einen Quadraturfehler und einen Anteil, der im
Umfeld der Heterogenen Mehrskalenmethode als HMM-Fehler bezeichnet wird, betrags-
méRig nach oben abgeschiitzt werden. Dies ergibt fir £4,& € VA, (Ti) X VE, o(Th)
die Abschétzung

m(En, &) < Amquaa(Em, E) + Amun (Em, g,

wobei die Bilinearformen durch

Amquad : X X X = R, Amquaa (&, ) = Im™ (&, Egy) — mS (€. &gy
Ammaa : Xg X Xg = R, Amman (Em, Ey) = |mS (€, E) — mit™ (Em, )|

gegeben sind. Die beiden neu eingefiihrten Bilinearformen werden nun separat betrach-
tet. Zundchst wird der sogenannte HMM-Fehler abgeschatzt:

Lemma 6.12. Unter der Bedingung (6.11) an die Materialkoeffizienten " und " gilt
fir ug,vy € Xy die Abschdtzung

_ B\ 2 _
Amgm(§r,Ey) < C (;) €Il 26 1€ m Il 20

mait einer Konstanten C > 0.

Beweis. Das Einsetzen der Definitionen von mST und m!MM ergibt die Abschiitzung

Ampvia (Emr, €)=

573 o (B ) — Y ) ) T

KeTy m=1

+ (e (2xm) — €™M (2 ) or (TR m) '@H(IK,m)>‘

<C sup [|p(@xm) — MM (@) e D

KeTy

Z WK m1/1H IKm) ¢H(IKm)

m=1,..M KeTy|m=1
M
+C sup (e (xm) — €™M (@rm)lle DD wkmen(Tim) P (@rm)|
mﬁTHM KTy |m=1
Hierbei bezeichnet || - || die Frobeniusnorm. Zunéchst wird nun wie im Beweis zu Lem-

ma 6.11 eingesetzt, dass die Quadraturformel fiir die hier auftauchenden Produkte von
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6 Heterogene Mehrskalenmethode (HMM)

Funktionen aus einem Teilraum von (QF**(K))3 exakt ist. Zusammen mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung gelten dann die Abschatzungen

M
ST ket () D) = | o Barop| < loull e [Fall ey
KeTy m=1
< [[€rllrz@s 1€ a2 @)s
M
Z wa,mgaﬂ(xmm) Pu(@rm)| = |(90H,@H)L2(Q)3’ < lemllz@p @l 2@y
KETH m=1

< Nnullz2@s € mll 2@

Unter der Voraussetzung (6.11) an die Materialparameter kénnen, wie in Lemma 6.5
gezeigt, die Materialkoeffizienten durch Gleichung (6.12) abgeschétzt werden. Damit
folgt schliefklich

_ B\ 2 _
At (€1, E5) < C (;) T

]

Die Bilinearform Amguaq wird in dieser Arbeit fiir lokal-periodische Materialpara-
meter nicht abgeschéitzt und bleibt deshalb in der ersten Form der Fehlerabschiatzung
bestehen. Anschliefsend an diese erste Abschétzung wird jedoch fiir den Spezialfall peri-
odischer Koeffizienten gezeigt, dass dieser Quadraturfehler dann ebenfalls verschwindet.

Bevor im néachsten Schritt, als Hauptresultat dieses Unterkapitels, die Fehlerabschat-
zung der semidiskreten Heterogenen Mehrskalenmethode formuliert und bewiesen wer-
den kann, wird zuvor noch eine weitere Abbildung bendétigt. Dafiir sei Py : X — Xy
gegeben durch

(Pué, &u)xy = (§:6m)x fir alle g € Xg. (6.15)

Zunéchst ist Py wohldefiniert, da Xy nach Korollar 6.9 ein endlichdimensionaler Hil-
bertraum ist und somit eine Basis {1, .., on} dieses Raumes existiert. Zu & € X ist
dann Pgé = Zfil a;p; eindeutig liber das Gleichungssystem

Aa =10

mit A;; = (¢i, pj)x, und b; = (€, ;) x definiert. Zusétzlich ist Py beschrénkt, wie das
folgende Lemma zeigt.

Lemma 6.13. Fir £ € X gilt

IPuéllz2@)s < CllEl| 2,

A

mit der Konstanten C = 3
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6 Heterogene Mehrskalenmethode (HMM)

Beweis. Es gilt

(6.14)
1Puélliz@e < A'PuéllX, = A" (Pué Pul)x,

=" ANEPud)x S AT PuélIxliElx < X|’73H§||L2(Q)6||§HL2(Q)6»

wobei im vorletzten Schritt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung verwendet wird. m

Damit sind alle Vorarbeiten geleistet, um die angekiindigte Abschétzung zwischen der
Losung des effektiven Maxwell-Systems und der HMM-Approximation zu beweisen.

Satz 6.14. Erfillt die Losung des effektiven Mazwell-Systems (4.24) die zusdtzliche Re-
gularititsbedingung vt € C*(0, T; WHL2(Q)%), dann gilt mit der HMM-Approzimation
up™ € L0, T3 VEL (Ta) X VEg o(Te)) zur Zeit t € (0,T) die Abschitzung

y Veurl

HUI;_IIMM (t) — ueﬂ(t)HLz(Q)ﬁ gC”Ug{\gM — IHUSH”Lz(Q)G + Ot“ngM - ’PHjHLoo(O,t;[;(Q)(s)
h 2
+ CHk|ueﬂ(t)|W’“+1a2(Q)6 +Ct (5) ||atueﬂ||L°°(0,t;L2(Q)6)

+ CtH" <|ueﬂ‘|Loo(0’t;Wk+1,2(Q)6) + |8tueﬁ|Loo(07t;Wk+1,2(Q)6))
+ Ct sup  sup AmQuad(PHﬁtueﬁ(T),vH)

r€(0,4] llvrrllx =1

o CHMM 0
mit Jp = (_(EHMM>—1Jext7H > .

Beweis. Grundlage fiir diesen Beweis ist (Hipp u.a. 2017, Theorem 3.2, S. 13 f.). Dort
wird fiir symmetrische, hyperbolische Systeme eine Fehlerschranke bewiesen. Weiterhin
wird fiir die Anfangswerte und rechte Seite (Hipp u.a. 2017, Theorem 2.9, S. 9) bertick-
sichtigt. Diese Resultate konnen auf Grund der bisher in diesem Abschnitt vorgestellten
Vorbereitungen angewendet werden und es folgt

g™ (8) = u ()]l x < C(IT = Ze)u™ (t) 1 x + [luifn™ — Zaug'[|x,)
+Ct ( sup |75 (7) = Puj(1) | xy + sup (I = Zu) O (7) || x
T€[0,t] T€[0,t]

+ sup  sup Am(PHatUEE(T),UH) + sup ||(]—IH)ueﬁ(7')Hv

T€[0,t] lvallx =1 7€[0,t]
+sup  sup  As(Zyut(),vy) | .
7€(0,1] lvm|lx =1
Zunachst folgt mit Satz 5.8 {iber die Approximationseigenschaften der Nédélec-Elemente
1T = Z)u™ (1) < CHMw(0)lwasoqey

sup (I = Ze) 0™ (7) || x < CH Opu™| oo 0 w120
T7€(0,t

sup I(I = Ze)u™ (1) |y < CH | Lo 0 tawirr2() -
7€(0,t
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6 Heterogene Mehrskalenmethode (HMM)

Auferdem gilt Zyut (1) € Xp, sodass Lemma 6.11 anwendbar ist. Damit folgt
sup  sup  As(Zgu(7),vy) = 0.

r€(0,4] lvrrllx =1

Weiter gilt Pyout(r) € Xy, weshalb mit Lemma 6.12 und der Normiquivalenz der
Xpg-Norm und der L?(2)%-Norm die Abschétzung

sup  sup Am(PgatueH(T),vH)g sup  sup AmQuad(PgatueH(T),vH)

Te0t] lvallxy =1 Te0:t] lvarllx =1

h 2
+C(E> sup [|Pudiu (1)l sup lvall 2o

T€[0,4] lom |l x =1
folgt. Schlieflich gilt unter Anwendung von Lemma 6.13
eff h ’ eff
sup  sup Am(Pyou® (7),v) < C | = | [[0u (T)| e 0L2(0)5)
T€[0,1] [[v]lx =1 Ui
womit die Behauptung gezeigt ist. O

In der eben bewiesenen Fehlerabschatzung taucht der Quadraturfehler Amquaq auf.
Dieser hiingt von der gewihlten Quadraturformel, der effektiven Permeabilitit p®f und
der effektiven Permittivitit e°® ab. In der folgenden Bemerkung wird der Spezialfall
periodischer Koeffizienten betrachtet.

Lemma 6.15. Falls die Materialparameter jn und e Y-periodisch sind, so gilt mit Funk-
tionen g, &y € Xp

Amquad(&m, &) = 0.

Beweis. Fiir den Fall, dass y und e Y-periodisch sind, sind die effektiven GroRen pef
und e konstant. Damit gilt

2 /“e% V(@) +eTou(r) - py() de

ATnQuad gHa §H

KeTy
M
— Z Z WK,m (NGH¢H(IK,m) EH(me) + EGHSOH(ﬁK,m) @H(meD‘
KeTy m=1
<A Z (/ Vi (z) - Yy (x) de — Zme¢H Trom) - U (TRm)

KeTy

+

/K o1 (2) - Pala) d — Z Wk @i (ke m) - P (Tm)

m=1

)

Dabei wird im letzten Schritt wiederum eingesetzt, dass die Quadratur fiir Polynome
aus Q222K (K} exakt ist. O

=0.
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6 Heterogene Mehrskalenmethode (HMM)

Damit folgt die folgende Fehlerabschatzung fiir periodische Materialparameter:

Korollar 6.16. Erfillt die Lisung des effektiven Mazwell-Systems (4.24) mit periodi-
schen Koeffizienten die zusitzliche Regularititsbedingung vt € CY(0,T; Wk+12(Q)0),
dann gilt mit der HMM-Approzimation wi™™ € L>(0,T;VE, (Ta) x VE, o(Ta)) zur
Zeitt € (0,T) die Abschitzung

g™ () — ™ (t) || 20y <Cllupro™ — Zuud | r2pe + CHITHE™ = Prjll o209
h 2

+ C«Hk|ueff(t)|wk+1,2(9)6 + Ct (;) HatueHHLOO(O,t;LQ(Q)G)

+ CtH" (|| Lo (0 i12(00) + 100U | Lo 0 ri12(0))

SHMM __

) 0
mit Jp = (_(eHMM>—1J tH)-

Damit ist gezeigt, dass die Heterogene Mehrskalenmethode (6.7) tatséichlich sinnvolle
Approximationen an die Losungen der effektiven Maxwell-Gleichungen (4.24) liefert.
Im néachsten Kapitel wird schlieklich die eben bewiesene Fehlerschranke fiir periodische
Koeffizienten durch numerische Beispiele bestéatigt.
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7 Numerische Beispiele

Nun werden numerische Beispiele préasentiert, die mit der Heterogenen Mehrskalenme-
thode fiir die Maxwell-Gleichung berechnet wurden. Dabei wird sowohl die Konvergen-
zordnung beziiglich der Gitterweite der Makrodiskretisierung als auch jene beziiglich
der Gitterweite der Mikrodiskretisierung untersucht. Schlieflich wird noch ein Beispiel
préasentiert, bei dem die exakte Mehrskalenlosung mit der Losung der Heterogenen Mehr-
skalenmethode verglichen wird.

7.1 Allgemeines Setting
7.1.1 Implementierung

Zur Implementierung der Heterogenen Mehrskalenmethode wird die auf C++ aufbauende
Software-Bibliothek deal.II verwendet. Nach (Bangerth u.a. 2007) stellt diese dabei
unter anderem Methoden fiir folgende Aufgaben zur Verfiigung:

e Erzeugung des Gitters und des diskreten Ansatzraums,

e Assemblierung des diskreten Differentialgleichungssystems,
e Losung linearer Gleichungssysteme,

e Auswertung der Ergebnisse.

Dabei ist die Funktionalitdt von deal.II auf Vierecks- bzw. Hexaedergitter beschrankt.
Die in dieser Arbeit verwendete Version 8.4 wird in (Bangerth u.a. 2016) vorgestellt.

7.1.2 Ortsdiskretisierung

Bei den in diesem Kapitel vorgestellten numerischen Beispielen wird stets das Gebiet
Q= (0,2)x(0,1) x (0, 1) verwendet, dessen Zerlegung T jeweils aus uniformen Wiirfeln
besteht. Als diskreter Ansatzraum fiir die hier betrachteten numerischen Beispiele wird
Veurt () X Vet o(Trr) gewiihls.

Bei diesen Ansatzraumen ist im Zusammenhang mit der verwendeten Version von
deal.II Vorsicht geboten, da die dort enthaltene Implementierung der Nédélec-Elemente
lediglich fiir Zerlegungen in Parallelepipede verwendet werden kann. Fiir die hier ver-
wendeten Zerlegungen trifft diese jedoch stets zu.

Als Quadraturformel wird die zweistufige Gauf-Quadratur verwendet. Diese Quadra-
turformel im Dreidimensionalen entsteht, indem die eindimensionale Gauf-Quadratur
(vgl. (Schwarz u.a. 2011, Beispiel 7.10, S. 323)) jeweils in jede der drei Raumrichtun-
gen angewendet wird. Die Quadraturpunkte stimmen dann komponentenweise mit denen
der eindimensionalen Quadraturformel iiberein. Die Quadraturgewichte wiederum erhélt
man als Produkt der Gewichte des eindimensionalen Falls. Damit folgen schliefslich auf
dem Einheitswiirfel K = (0,1)® die Quadraturpunkte und -gewichte aus Abbildung 2.
Wie in Kapitel 5 bereits angekiindigt, erfiillt diese Quadraturformel die Bedingungen
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(Q1) und (Q2) fiir k£ = 1, da sie fiir Polynome aus Q%%3(K) exakt ist. Dies ist durch
direktes Einsetzen einer Basis aus Monomen dieses Raumes nachweisbar.

IKJ wf(j
1 1 1 1 1 1 1
(5+m75+mvé+m> § )
1 1 1 1 1 1 1
Gramitomi-oa) | 4 .
1y 11 1 o1y 1 )| 1 *~N—"
2 2v/37 2 2v/37 2 2v/3 8 °
<1+L1_L1_L> 1
2 " 2372 237 2 2V3 8
111,11y 1) °
2 2v/37 2 2v/37 2 23 8 ) |
1 1 1 1 1 1 1
G-amitami-ms) | 5§ .
(l_Ll_LleL) 1
2 237 2 2372 1 23 8
T N T R T N Lo
2 2V372 23 2v/3 8

Abbildung 2: Zweistufige Gauk-Quadratur

7.1.3 Zeitintegration

Beim Leapfrog-Verfahren handelt es sich nach (Hochbruck u. a. 2017, S. 54 f.) um ein ex-
plizites Zeitintegrationsverfahren zweiter Ordnung. Um dieses fiir die Heterogene Mehr-
skalenmethode zu formulieren, muss das Verfahren zunéchst in ein System von zwei Dif-
ferentialgleichungen umgewandelt werden. Dazu seien fiir eine Basis {¢};,v%, ...} von

V2 (Tg) und eine Basis {¢};, %, ...

Auferdem sei

} von Vi o(Tx) die folgenden Matrizen definiert:

(Mg™™);; = mII}MM(<w%> <¢j )),
() ()
)

)i = Z Wi mJext, i (Trmst) - 803'—[<me>

m=1
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Das HMM-Maxwell-System (6.7) kann damit geschrieben werden als

MEMMY NN (1) = —Cp B (1),
MEMMY B () = Oy MY (1) —

mit Vektoren EEMM(¢) und EHMM(t) zu den oben eingefithrten Basen von V! | (7x) und
Vet 0(Ta). Das Leapfrog-Verfahren fiir den Zeitschritt n + 1 mit Zeitschrittweite 7 > 0

C

lautet dafiir schlieflich

r
HMM HMM HMM\ __ HMM
My (Hy, s — Hyp™) = —5CeEy,™,
.
HMM HMM HMM\ __ HMM . .
ME (EV,n+1 - EV,n ) - TCHHV,n+% - 5(.7”-4—1 +J’ﬂ)7

_
HMM
vatd) = ~5CEEVALL

Dabei ist die Zeitschrittweite durch eine CFL-Bedingung beschrénkt. Fiir die im Folgen-
den vorgestellten numerischen Beispiele wird 7 jedoch stets klein genug gewahlt, dass
diese erfiillt und das Verfahren stabil ist.

7.2 Erstes Beispiel: Ohne elektrische Stromdichte
Es sei a” : 2 — R fiir n := 0.00625 definiert als

a"(z) = (x/ﬁ +sin (27%)) <\/§ +sin (%%)) (ﬁ +sin (%%))

Dann werden die magnetische Permeabilitdat und elektrische Permittivitat definiert durch

In diesem Fall sind auch die effektiven Grofsen isotrop. In Jikov u. a. 1994, Abschnitt 1.2,
S. 17 wird fiir diesen Spezialfall gezeigt, dass diese von der Form

l’l‘eﬁ‘ = I37 seff = I3

mit der Einheitsmatrix Is € R? sind.
In diesem Beispiel wird keine rechte Seite verwendet. Es gilt also

Jext = 07 Jext,H =0.

Schliefslich werden fiir das effektive magnetische und elektrische Feld die Anfangswerte

0 — cos(mzy) sin(mxs) sin(mas) T
Hz)=|0], Ef(z)= 0 firz= (2] €2
0 sin(mzy ) sin(mae) cos(mzs) T3
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gesetzt. Damit ist das Maxwell-System genau so definiert, dass die analytische Losung
des effektiven Systems bekannt ist. Diese lautet fiir (z,t) €  x (0,7")

3sin(rz1) cos(mas) cos(mas) sin 3/)

H(2,t) = | 2723 cos(mxy) sin(mzs) cos (7r:c3) (7) ,
3 cos(mxy) cos(mxs) sin(mas) f
— cos(mxy) sin(may) sin(mxs) cos( —t
Ef(x,t) = 0
sin(mxy) sin(mae) cos(mxs) cos( —t

Fiir die HMM-Approximation werden die Anfangswerte auf den diskreten Ansatzraum
projiziert. Diese lauten

Hyy™ =Py Ho, Eiro" = PuEy.

L nd

Bei der Simulation wird hierbei das Leapfrog-Verfahren mit Zeitschrittweite 7 = 155

Endzeit T' = 1 angewendet.

Simulationsergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Simulationsergebnisse fiir diese Rahmenbedingungen
diskutiert. Dabei wird, wie in der Fehleranalyse im Kapitel zuvor, der Fehler zwischen
der Losung der Heterogenen Mehrskalenmethode ©¥™MM und der exakten homogenisierten
Losung u°T betrachtet. Dabei liegt der Schwerpunkt der Betrachtung auf der Konvergenz
in den zwei verschiedenen Skalen im Ort. Dazu wird mit [Juii™™ — u®|| (o 7.12()) der
maximale Fehler im Zeitintervall (0,7") abgebildet.

Abbildung 3a zeigt den maximalen Fehler zwischen der Losung der Heterogenen Mehr-
skalenmethode und der exakten homogenisierten Losung im Zeitintervall (0,7") iiber dem
Durchmesser H der Makrozellen fiir verschiedene Durchmesser h der Mikrozellen. Dabei
ist gut zu erkennen, dass fiir die groben Mikrozerlegungen h = 0.0054 und h = 0.0027
der Mikrofehler der Ordnung h? aus der Fehlerabschitzung aus Korollar 6.16 dominiert
und keine Konvergenz abhéngig von H zu beobachten ist. Fiir die feineren Zerlegun-
gen h = 0.0014 und h = 0.0007 ist die lineare Konvergenz in H zwar anfianglich zu
beobachten, fiir feinere Makrozerlegungen 7y dominiert jedoch auch hier der Mikrofeh-
ler. Erst fiir die feinste Mikrozerlegung h = 0.0003 zeigt sich fiir alle hier betrachteten
Makrozerlegungen lineare Konvergenz in H.

In Abbildung 3b ist die Betrachtung umgedreht. Dort ist der HMM-Fehler fiir eine
Auswahl an Makrozerlegungen tiber dem Mikrodurchmesser h dargestellt. Dabei zeigt
sich, dass bei den beiden groben Makrozerlegungen H = 0.866 und 0.433 die Terme in
Abhéngigkeit von H dominieren und somit keine deutliche Konvergenz in h zu beobach-
ten ist. Fir die feineren Makrozerlegungen H € {0.217,0.108,0.054} liegt das Plateau
des Makrofehlers hingegen tief genug, dass zumindest eine Konvergenz in h sichtbar
wird. Um jedoch die Konvergenzordnung in h genau ablesen zu kdénnen, reichen die
abgebildeten Simulationsergebnisse nicht aus.
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Um diese genauer bestimmen zu konnen, betrachtet man stattdessen den Fehler zwi-
schen der Losung der Heterogenen Mehrskalenmethode uF™MM und der diskreten effekti-
ven Losung uSY. Um diese zu bestimmen, wird das effektive Maxwell-System (4.24) mit
derselben Zerlegung Ty und demselben diskreten Ansatzraum Vi, (Ta) X Vi o(Ta)
wie die Heterogene Mehrskalenmethode diskretisiert und anschlieffend ebenso mit dem
Leapfrog-Verfahren iiber die Zeit integriert. Dabei verbleibt von der Fehlerabschétzung
aus Korollar 6.16 lediglich der Mikrofehler, es gilt ndmlich

h 2
MM () — (1) oy <C (;) 10| e 0 7,220

Abbildung 4a zeigt hierzu den maximalen Fehler im Zeitintervall (0, T") iiber dem Durch-
messer H der Makrozellen. Wie zu erwarten ist, kann keine Konvergenz in H beobachtet
werden. Dass der Fehler in H sogar leicht wéchst, ist vermutlich auf die mit der Verfei-
nerung in H einhergehende deutliche Zunahme an Rechenoperationen zurtickzufiihren.

Deutlich interessanter in diesem Zusammenhang ist Abbildung 4b, welche denselben
Fehler iiber dem Mikrodurchmesser h zeigt. Hierbei ist klar die quadratische Konvergenz
in h zu erkennen.
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100

107"}

10_2 L | | | | | |
10—1.2 10—1 10—0.8 10—0.6 10—0.4 10—0.2
H

(a) tiber dem Durchmesser H der Makrozellen

100 E T T T T <]

—o-11/y = 0.866
—o-1/y = 0.433

hin = 0.217
-o-1/; = 0.108
~o-h/n = 0.054
-o- H = (0.866
-o- [ =0.433

H =0.217
-o- H =0.108
-o- H = 0.054

10—2 - R ‘ N

10744 10732 1070 10728 10726 10724
h

(b) tiber dem Durchmesser h der Mikrozellen

Abbildung 3: HMM-Fehler zu Abschnitt 7.2
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100 F

- -8/ = 0.866
—o-1/y = (0.433
hiy=0.217
-o-"/n = 0.108
1071} | |~ "h/p=0.054

1072 | .

10—1.2 10—1 10—0.8 10—0.6 10—0.4 10—0.2
H
(a) tiber dem Durchmesser H der Makrozellen
0

i o~ H = 0.866
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Abbildung 4: Mikrofehler zu Abschnitt 7.2
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7.3 Zweites Beispiel: Mit elektrischer Stromdichte

In diesem Beispiel werden dieselben Materialparameter x4 und " wie im ersten Beispiel
verwendet. Es wird jedoch die rechte Seite

— cos(mxy ) sin(masy) sin(mwzs) exp(—t)
J(z,t) = | —sin(mxy) cos(mzs) sin(mas) exp(—t)
—sin(7xy) sin(may) cos(mxs) exp(—t)

betrachtet. Um den Projektionsfehler der rechten Seite bei der Fehleranalyse auszuschlie-
Ken, sei

Jext (x,1) = PgJ(x,t), Jext. i (x,1) =Py J(x,t).

In diesem Fall werden fiir das magnetische und elektrische Feld die Anfangswerte

0 cos(mzy) sin(mxs) sin(mxs) T
Hz)= (0|, EMx) = |sin(rz)cos(ray)sin(mas) r=|x2] €0
0 sin(mzy ) sin(mxs) cos(mrs) T3

gesetzt. Damit ist das Maxwell-System genau so definiert, dass die analytische Losung
des effektiven Systems bekannt ist. Diese lautet fiir (z,¢) € Q x (0,7)

0 cos(mxy) sin(mxs) sin(mas) exp(—t)
HM(z,t)=10], E°f(x,t) = | sin(7m,) cos(mas) sin(mas) exp(—t)
0 sin(mxy ) sin(mwxsy) cos(mxs) exp(—t)

Die Heterogene Mehrskalenmethode verwendet wie zuvor die projizierten Anfangswerte.
Ebenfalls wie im Vorigen Beispiel wird bei der Simulation das Leapfrog-Verfahren mit

Zeitschrittweite 7 = ﬁ und Endzeit T'= 1 angewendet.

Simulationsergebnisse

Auch zu diesem Beispiel wird der Fehler zwischen der Losung der Heterogenen Mehrska-
lenmethode u!™MM und der effektiven Losung u°® betrachtet. In Abbildung 5a ist dieser
Fehler {iber dem Makrozelldurchmesser H fiir verschiedene Mikrozelldurchmesser h ab-
gebildet. Dabei sieht man deutlich die lineare Konvergenz in H sowie die Fehlerplateaus
fiir A = 0.0054 und h = 0.0027, bei denen der Mikrofehler dominiert.

Im Gegensatz zum ersten Beispiel fillt hier auf, dass der Fehler nur auf diesen Plateaus
vom Mikrozelldurchmesser h abhéngt. Sonst stimmt der Fehler fiir alle h iiberein. Dies
liegt, vermutlich daran, dass die hierbei betrachtete exakte Losung rotationsfrei ist. Es
gilt also curl H = 0 und curl E = 0. Dadurch vereinfacht sich das zu integrierende
System deutlich, denn abgesehen von Integrationsfehlern sind die Gleichungen fiir das
magnetische und das elektrische Feld damit entkoppelt.

Diese Beobachtung wird auch bei Betrachtung des HMM-Fehlers iiber dem Mikro-
zelldurchmesser h in Abbildung 5b und der Betrachtung des Mikrofehlers iiber dem
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Makrozelldurchmesser H in Abbildung 6a deutlich, da die Fehlerplateaus beinahe exakt
konstant sind.

In Abbildung 6b wird schlieflich wie beim ersten Beispiel der Mikrofehler iber dem
Mikrozelldurchmesser h dargestellt. Wie zuvor zeigt sich quadratische Konvergenz.

— u|| oo 0,7 12(02))

™

— M| Lo 0,120

e

107!

1072

10°

1071

1072

10—1.2 10—1 10—0.8 10—0.6 10—0.4 10—0.2
H

(a) tiber dem Durchmesser H der Makrozellen

10—3.4 10—3.2 10—3 10—2.8 10—2.6 10—2,4
h

(b) tber dem Durchmesser h der Mikrozellen

Abbildung 5: HMM-Fehler zu Abschnitt 7.3
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1071.2 1071 1070.8 1070.6 1070.4 1070.2
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(a) tiber dem Durchmesser H der Makrozellen

—e— 1/ = 0.866
—o—1/y = 0.433

Wy = 0.217
——1/y = 0.108
—o-1/y = 0.054
—o H = 0.866
—o- H = 0.433

0 =0.216
—e- [ = 0.108
~o- I = 0.054

1073.4 1073.2 1073 1072.8 1072.6 1072.4

h

(b) iiber dem Durchmesser h der Mikrozellen

Abbildung 6: Mikrofehler zu Abschnitt 7.3
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7.4 Drittes Beispiel: Vergleich zwischen exakter Lésung und
HMM-Losung

Im dritten Beispiel werden dieselben Materialparameter wie zuvor, jetzt jedoch fiir den
Fall n = 0.08 betrachtet. Damit ist 1 groft genug gewéhlt, dass das Maxwell-System (4.2)
fiir £ und H" direkt gelost werden kann. Die Anfangswerte und rechte Seite stimmen
mit denen aus dem zweiten Beispiel iiberein.

Im Unterschied zu den vorigen Beispielen wird mit 2 = (0,1)? nur das halbe Gebiet
verwendet. Zur Bestimmung von E7 und H" wird dieses je Raumrichtung in 50 Zellen
zerlegt. Dies ergibt insgesamt 125000 Zellen. Damit entspricht 7 immerhin der Kanten-
linge von 4 Zellen. Zur Berechnung der HMM-Lésungen EEMM und HEMM wird eine
deutlich grobere Zerlegung verwendet. Diese besteht aus lediglich 20 Zellen je Raum-
richtung. Die beiden Zerlegungen sind in Abbildung 7 dargestellt.

Im folgenden Abschnitt werden die damit erhaltenen Simulationsergebnisse diskutiert.

Simulationsergebnisse

Da fiir dieses Beispiel dieselben Parameter wie im vorigen Fall verwendet werden, sind
auch in diesem Fall beide Felder rotationsfrei. Damit ist das magnetische Feld abgesehen
von numerischen Fehlern konstant 0. Deshalb wird im Folgenden lediglich das elektrische
Feld weiter untersucht.

Wie zu erwarten ist, fiihren die periodischen Materialparameter zu einem lokal peri-
odischen elektrischen Feld E”. Diese lokal periodischen Anderungen, welche das homo-
genisierte Verhalten {iberlagern, sind in Abbildung 8 dargestellt. Bei der Heterogenen
Mehrskalenmethode gehen sie zugunsten des deutlich geringeren Rechenaufwands verlo-
ren.

Abbildung 7: Zerlegungen des Einheitswiirfels: 50 Zellen pro Raumrichtung (links) und
20 Zellen pro Raumrichtung (rechts).
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E Magnitude
02 \||||C|J'|£|1|m|||[?'|é 08
0 0,85

(a) auf der Oberflache 0

E Magnitude

MMH|||9'|£|LHH|||9'|M
: 0,85
(b) auf einem Ausschnitt der Seitenflache y = 1

Abbildung 8: Simulationsergebnisse zu Abschnitt 7.4. Dargestellt ist der Betrag von E"
auf feinem Gitter (links) und EEMM auf grobem Gitter (rechts) zur Zeit
t=0.4.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Abschliefsend folgt eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Schritte in dieser Arbeit:
Das Ziel dieser Arbeit war die Formulierung der Heterogenen Mehrskalenmethode fiir
die zeitabhéngigen Maxwell-Gleichungen erster Ordnung sowie deren Fehleranalyse. Da-
zu wurde zunichst in Kapitel 2 ein Uberblick iiber die Maxwell-Gleichungen und deren
Wohlgestelltheit présentiert. Zusammen mit der Einfithrung der Zweiskalenkonvergenz
in Kapitel 3 konnte damit in Kapitel 4 das in dieser Arbeit betrachtete Modellproblem
der zeitabhingigen Maxwell-Gleichungen auf lokal-periodischen, linearen, stationdren
und isotropen Materialien formuliert werden. Aufserdem wurde gezeigt, dass die Losun-
gen dieses Systems unabhéngig von den hochoszillatorischen Schwankungen beschrankt
werden konnen. Dieses Resultat stellte die Basis fiir die anschliefend durchgefiihrte Ho-
mogenisierung dar, wodurch die effektiven Maxwell-Gleichungen erhalten wurden.

Im néchsten Kapitel wurde die numerische Betrachtung der Maxwell-Gleichungen vor-
bereitet. Dazu wurden in Kapitel 5 die auf den Nédélec-Elementen basierenden diskreten
Ansatzraume vorgestellt. Diese wurden in Kapitel 6 zusammen mit den analytischen Re-
sultaten aus den vorherigen Kapiteln verwendet, um die Heterogene Mehrskalenmethode
zu formulieren. Zusammen mit dem anschlieffenden Nachweis der Wohldefiniertheit des
Verfahrens und der Fehleranalyse stellt dies das zentrale Resultat dieser Arbeit dar. Ab-
schlieftend wurde das Verfahren, wie in Kapitel 7 erlautert, in der auf C++ aufbauenden
Software-Bibliothek deal.II implementiert und durch numerische Beispiele getestet.

Dabei wurde die Fehleranalyse lediglich fiir das semidiskrete Verfahren durchgefiihrt.
Der Fehler, der zusétzlich durch die numerische Zeitintegration entsteht, wurde somit
nicht berticksichtigt. Der néchste Schritt besteht hierbei folglich darin, auch die Zeitin-
tegration in die Analyse mit einzubeziehen und dadurch schlieflich eine Fehleranalyse
der Volldiskretisierung zu erhalten. Dabei ist sowohl die Verwendung von expliziten als
auch von impliziten Verfahren moglich.

Als Ausblick kénnen weiterhin auch bei der Wahl der diskreten Ansatzraume Alter-
nativen untersucht werden. Bei den in dieser Arbeit betrachteten diskreten Réumen,
welche auf den Nédélec-Elementen erster Familie beruhen, handelt es sich um konfor-
me Ansatzraume. Moglicherweise kann das Verfahren jedoch in dhnlicher Weise auch
fiir nicht-konforme Ansatzriaume, welche beispielsweise bei der Discontinuous-Galerkin-
Methode auftreten, formuliert werden.
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