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Motivation: Warum Strichartz-Ungleichungen?

m Betrachte die lineare Schrodinger-Gleichung

iOru(t,x) + Au(t,x) =0 auf R xR,
u(0,x) = p(x) € L>(R) fiir x € R.

(LSE) {
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Motivation: Warum Strichartz-Ungleichungen?

m Betrachte die lineare Schrodinger-Gleichung

iOru(t,x) + Au(t,x) =0 auf R xR,
u(0,x) = p(x) € L>(R) fiir x € R.

(LSE) {

m /A erzeugt eine isometrische Co-Gruppe, d.h. (LSE) besitzt die eindeutige
Losung u(t, x) = "™ o(x) und [lu(t)l|2r) = l#ll2(r)-
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Motivation: Warum Strichartz-Ungleichungen? ﬂ(IT

m Fokus liegt auf der nichtlinearen Gleichung

iOru+ Au = |ulPu auf R x R,

(NSE) {u(O) = c L%(R),

mit p > 0.

10.10.2019 Konstantin Zerulla Diskrete Strichartz-Ungleichungen \/\/a \/e



3

Motivation: Warum Strichartz-Ungleichungen?

m Fokus liegt auf der nichtlinearen Gleichung

. e
(NSE) iOru+ Au |2u| u auf R xR,
u(0) = ¢ € L*(R),

mit p > 0.
~» Verwende Variation-der-Konstanten Formel

, t i
u(t)ze“%ﬂ/ (=B y(s)Pu(s)ds,  tE€R.
0

—:(u)(t)

a Fixpunkt von & [6st die NSE.
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a Problem: Selbstabbildungseigenschaft von @ nétig fiir Fixpunktsatz
~>Verlust an Integrabilitdt wegen p > 0.
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Motivation: Warum Strichartz-Ungleichungen? ﬂ(IT

m Fokus liegt auf der nichtlinearen Gleichung
(NSE) iOru+ Au = |2u|Pu auf R x R,
u(0) = ¢ € L*(R),
mit p > 0.

~» Verwende Variation-der-Konstanten Formel

, t i
u(t)ze“%fi/ (=i y(s)Pu(s)ds,  t€R.
0

—:(u)(t)

a Fixpunkt von & [6st die NSE.

a Problem: Selbstabbildungseigenschaft von @ nétig fiir Fixpunktsatz
~>Verlust an Integrabilitdt wegen p > 0.

u Gewinnt man durch (e?®).cr Integrabilitit?
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Wichtige Abschatzungen ﬂ(IT

® Wir beschranken uns auf den Fall d = 1.
m Punktweise gilt die dispersive Abschatzung

|etiA(,0(X)| S t#O,XGR, QOEL]'(R)HLz(]R)

1
WHS@HLI:
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Wichtige Abschatzungen

a Wir beschranken uns auf den Fall d = 1.

m Punktweise gilt die dispersive Abschatzung

i 1
e o(x)] < WH@”LI: t#0xeR, ¢el'(R)NL*(R).

m Ein Paar (q, r) heiBt zulassig, wenn
2 1 1
2<q,r<oo, (q,r)# (2,00) und a—i—;: 5
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Wichtige Abschatzungen

a Wir beschranken uns auf den Fall d = 1.

m Punktweise gilt die dispersive Abschatzung

i 1
e o(x)] < WH@”LI: t#0xeR, ¢el'(R)NL*(R).

Ein Paar (q, r) heiBt zulassig, wenn
1 1
ro 2

2
2<q,r<oo, (q,r)# (2,00) und a—i—

Fiir (q,r), (@, F) zuldssig gelten die Strichartz-Ungleichungen

HetiA(PHLCI(]R,Lr(]R)) S C(q, r)H<p||L2(R)'

t .
H/ et=9)idf () ds
0 LI(R,L"(R))
Ve 2(R), feld (R L"(R)).

< C(a, @ D)l o (R 17 (R)):
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Wohlgestelltheit der NSE AT

a Wir erinnern an die NSE

i0ru+ Au = |ulPu, u(0) = .

Seipe (0,4), g= 4%2. u ist eine schwache Lésung von (NSE), wenn
(i) ue C(R, L2(R)) N L] (R, LPT2(R)),

(i) u(0) = ¢ und Vo € D(R, H?>(R)) gilt

/_O;/_O; u(—idep + A) dxdt:/_o:o/_o:o|u|pu¢dxdt_
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Globale Wohlgestelltheit der NSE AT

a Wir erinnern an die NSE

i0ru+ Au = |ulPu, u(0) = .

Seien p€ (0,4), g = 4%2 und ¢ € L2(R).
Dann existiert eine eindeutige Lésung u von (NSE), die in L2(1R) stetig von
den Anfangsdaten abhangt.
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Karlsruher Institut fur Technologie

Erfiillen semidiskrete Verfahren die dispersiven Abschatzungen aus dem
stetigen Fall gleichmaBig?
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Hilfsmittel: Semi-diskrete Fourier-Trafo (SDFT)

w Durchweg sei h > 0 der Parameter fiir die Raumdiskretisierung.

m Definiere fiir v € (1(hZ) die SDFT

V(&) =hY e e[,

jez

].

>3

~» Erweitere dann auf Folgen v € (?(hZ).
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Hilfsmittel: Semi-diskrete Fourier-Trafo (SDFT)

w Durchweg sei h > 0 der Parameter fiir die Raumdiskretisierung

m Definiere fiir v € (1(hZ) die SDFT

0(&) = h) eI, Eel-

hehl
JEZ
~» Erweitere dann auf Folgen v € (?(hZ).
m Die inverse semi-diskrete Fourier-Trafo (iISDFT) ist
S B LA -
V= o _W/he v7(€) dg, JjEZ,
fir v e M=%, T)NL2(=%. F).
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Numerisches Verfahren ohne dispersive ﬂ(IT
Eigenschaften

m Betrachte fiir h > 0 das semidiskrete System
i@tu” + Ahuh =0, teR,
u"(0) = ",

mit u = (u}’)jez, uj’(t) ~ u(t, jh) und

1
(Apu")j = p(”ﬁrl + ”thl - 2“;1)-

9 10.10.2019 Konstantin Zerulla Diskrete Strichartz-Ungleichungen \/\/a \/e



Numerisches Verfahren ohne dispersive
Eigenschaften

m Betrachte fiir h > 0 das semidiskrete System
i0:u" + Apu™ =0, teR,
u"(0) = ",
mit u = (u}’)jez, uj’(t) ~ u(t, jh) und

1
(Apu")j = p(”ﬁrl + “Jh 1 2“;1)
m Losung u(t) = et ®rph erfiillt
i0:0"(t,€) + pa () 8" (t,6) = 0, teR, £e[-F 7

0"(0) = "

mit py(&) == 1% sin?(%).
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Numerisches Verfahren ohne dispersive ﬂ(IT
Eigenschaften

a Wir erinnern an das semidiskrete System
i6tu” + Ahuh =0, teR,
u(0) = ",

mit v = (u}’)jez, uj’(t) ~ u(t, jh) und

1
(Apu"); = ”

» u” erfillt dispersive Abschatzungen i.A. nicht gleichmaBig, z.B. gilt nur

h h h
(ufy1 + uj g —207).

1" (0 lgoo (hzy < Cl o (hzy (12172 + (Jel0)7H3), e #0.
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Numerisches Verfahren ohne dispersive ﬂ(IT
Eigenschaften

a Wir erinnern an das semidiskrete System
i@tuh + Ahuh =0, teR,
u(0) = ",

mit v = (u}’)jez, uj’(t) ~ u(t, jh) und

1
(Apu"); = ”

» u” erfillt dispersive Abschatzungen i.A. nicht gleichmaBig, z.B. gilt nur

h h h
(ufy1 + uj g —207).

" ()lgoo hz) < Clle 2 (azy (18172 + (el 73), e #0.
Was bedeutet das fiir die Approximation der NSE?
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Blow-up in endlicher Zeit fiir die kubische NSE [T

m Ein resultierendes Verfahren fiir die kubische NSE
i0cu+ Au = 2|ul?u on R?,
u(0) = ¢,
ist
iOcuf + (Dpu"); = |0 P(0fpr +ufy), jEZ,
uh(0) =~ pe L2(JR).
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Blow-up in endlicher Zeit fiir die kubische NSE

m Ein resultierendes Verfahren fir die kubische NSE
i0cu+ Au = 2|ul?u on R?,
u(0) = ¢,
ist
’3tU + (Apu"); = |uj 72 (uf Ui +u "), JEZ,
PO = g C(R)
m Dann gibt es Daten " € 2(hZ) mit: VT >0, g > 1, r > 2 gilt

| UhHLq((o,T),é’(hZ))

— 00, h— 0.
[uh(0)]2(nz)

~+ Widerspruch zum originalen Problem (Lésung in LS (IR, L*(IR))).
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Ein Zwei-Gitter Verfahren ﬂ(IT

institut f Technologie.

Idee: Approximiere LSE wie bisher, aber mit gefilterten Anfangsdaten.
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m Konstruiere langsam oszillierende Anfangsdaten auf hZ mittels
Interpolation einer Folge auf 4hZ.
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institut f Technologie.

Idee: Approximiere LSE wie bisher, aber mit gefilterten Anfangsdaten.

m Konstruiere langsam oszillierende Anfangsdaten auf hZ mittels
Interpolation einer Folge auf 4hZ.

w Sei IT: (2(4hZ) — (?(hZ) mit

~ 4 —r r i
(Mp* ) ajir = T@i}’ + Z‘Pﬁf+4v Jj€Z, ref0,1,2,3}, ¢* € P(anz).

12 10.10.2019 Konstantin Zerulla Diskrete Strichartz-Ungleichungen \/\/a \/e



Ein Zwei-Gitter Verfahren ﬂ(IT

institut f Technologie.

Idee: Approximiere LSE wie bisher, aber mit gefilterten Anfangsdaten.

m Konstruiere langsam oszillierende Anfangsdaten auf hZ mittels
Interpolation einer Folge auf 4hZ.

w Sei IT: (2(4hZ) — (?(hZ) mit

~ 4 —r r i
(Mp* ) ajir = T@i}’ + Z‘Pﬁf+4v Jj€Z, ref0,1,2,3}, ¢* € P(anz).

u Definiere auch die Adjungierte IT* : (2(hZ) — (?(4hZ) iiber

(" ") e (hz) = (" TG (anz), @™ € £2(4hZ), 4" € £2(hZ).
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Ein Zwei-Gitter Verfahren ﬂ(IT

Idee: Approximiere LSE wie bisher, aber mit gefilterten Anfangsdaten.

m Konstruiere langsam oszillierende Anfangsdaten auf hZ mittels
Interpolation einer Folge auf 4hZ.

w Sei I1: (?(4hZ) — (?(hZ) mit

(T1p*")aj 4 r = 4;%2,” + 794 J€Z re{0,123}, ¢* e F4nz).
w Definiere auch die Adjungierte IT* : £2(hZ) — (*(4hZ) iiber

(T16™, ") 2z = (¢ 4h:ﬁ*¢h)e2(4hz)r o' € P(ahz), 4" € ¢ (hZ).

Sei p*h € (?(4hZ). Dann gilt V ¢ € [—F, 7]

“([1p*") (€) = 4°(TTp*") (&) cos® (¢h) cos® (5),
wobei (ITp*h); = golh fiir j € 4Z und (ITp*"); = 0 sonst.
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Diskrete Strichartz-Abschatzungen ﬂ(IT

Seien p > 2, (q,r), (§,F) zulassig (d.h. 2 < q,r < oo, %—F% = %) Dann:
(i) Es gibt C = C(p) > 0 mit
e TG 47y < Cle= /2P FLH]
V % e (P (4hZ), h> 0, t # 0.
(i) Es gibt C = C(r) > 0 mit
e T | 1 (R or(hzz)) < C||ﬁ904h||e2(h2)
Y *h € 2(4nZ), h > 0.
(iii) Es gibt C = C(r,F) > 0 mit

H /t (T=S)IBaTTF4h (5) ds
0 L9(R,¢r (hZ)

VY 4 e L7 (R, (7 (4hZ)), h > 0.

) < CIAF g g g 1z

7
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Ziel

Karlsruher Institut fur Technologie

Nutze Erkenntnisse tiber das diskrete homogene Problem zur Approximation
des nichtlinearen Problems.
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Ein numerisches Verfahren fiir die NSE ﬂ(IT

institut f Technologie.

a Wir erinnern an die NSE

i0u+ Au = |ulPu, u(0) = ¢ € L3(R).

15 10.10.2019 Konstantin Zerulla Diskrete Strichartz-Ungleichungen \/\/a \/e



Ein numerisches Verfahren fiir die NSE ﬂ(IT

institut f Technologie.

a Wir erinnern an die NSE
i0u+ Au = |ulPu, u(0) = ¢ € L3(R).

m ldee: Approximiere die Nichtlinearitdt im Raum schwacher Oszillationen.
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Ein numerisches Verfahren fiir die NSE ﬂ(IT

a Wir erinnern an die NSE
i0u+ Au = |ulPu, u(0) = ¢ € L3(R).

m ldee: Approximiere die Nichtlinearitdt im Raum schwacher Oszillationen.

w Betrachte fiir p*" € (2(4hZ), ©*" ~ ¢, das semidiskrete System
(sdNSE)  ideu" + Apu = TIF(IT*u™),  teR,  ul(0) = ITp*",

mit f(u) = |ulPu.
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Ein numerisches Verfahren fiir die NSE ﬂ(IT

a Wir erinnern an das semidiskrete System
(sdNSE) i0;ul + Apul = TIF(IT*u"), teR, uh(0) = T1p*h,

mit f(u) = |ulPu.

Seien p € (0,4), g = 4ij_2, h > 0, p*" € (2(4hZ) und I ein endliches
Intervall. Dann hat (sdNSE) genau eine Losung
u" e C(R, 2(hZ)) N L] (R, (PT2(hZ)).
Es gibt C; = Gi(p), Co = Go(/, p) mit
14"l oo (r,2(hz)) < CLITIO* | 2z

6"l caqr,eo+2(hz)) < CITT0* | 2z -
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Zusammenfassung ﬂ(IT

® Wir betrachten die NSE iOu+ Au = |ulPu, u(0) = .

u Dispersive/Strichartz-Abschatzungen wesentlich fiir den Nachweis der
Wohlgestelltheit der NSE.

m Raumliche Diskretisierungen erhalten Verhalten der NSE i.A. nicht.
a Mittels Zwei-Gitter Verfahren filtern wir Anfangsdaten und approximieren

die Nichtlinearitat.
~» GleichméaBige dispersive/Strichartz-Abschitzungen, Wohlgestelltheit.
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Konvergenz des Verfahrens ﬂ(IT

w Sei Pl: 2(hZ) — L2(R) der stiickweise konstante
Interpolationsoperator.

w Fiir Anfangsdaten o € L2(IR): Wahle ¢*" € (2(4hZ) mit PETTo* —
in L2(R).

Seien p € (0,4), g = 4’%2, h > 0, ul" die Lésung von (sdNSE) und v die
Lésung von (NSE) fir f(x) = |x|Px. Dann gilt:

Phul =y in L°(R, L2(R)),

Phul — u in LY (R, LPT2(R)),

Phul — u in L2 (R?),
POTIF(IT*uh) — f(u) in L7 (R, LP+2)'(R)).

\.
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