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Die Ausgangslage ﬂ(IT

Finde fiir t € [0, T| Niedrigrang-ApproximationY (t) einer gegebenen Matrix
A(t) € R™*7, d.h.

Y(t) e M, = MT*" ={BeR™" | rank(B) = r}
mit

Y(t)~ A(t) firalletel0, T]
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Die Ausgangslage

Finde fiir t € [0, T| Niedrigrang-ApproximationY (t) einer gegebenen Matrix
A(t) € R™*7, d.h.

Y(t) e M, = MT*" ={BeR™" | rank(B) = r}
mit

Y(t)~ A(t) firalletel0, T]

Spater Erweiterung auf A(t) als (unbekannte) Losung der
Matrix-Differentialgleichung

A=F(A), tecl0,T]
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Untermannigfaltigkeit, Tangentialraum A\‘(IT

Definition 1

Eine Menge M C IR” heiBt Untermannigfaltigkeit von R", falls fiir jedes
a € M offene Mengen U, V C R" mit a € U sowieso ein Diffeomorphismus
@ : U — V existieren, sodass

p(UNM) = o(U) N (R x {0}).
Die Zahl k heiBt Dimension von M, n— k die Kodimension.

Definition 2

Sei M C IR" eine Untermannigfaltigkeit von R” und sei a € M. Der
Tangentialraum von M in a ist der lineare Raum

ToM ={v eR" | Fy: (—e,e) = R" differenzierbar mit v(t) € M,
t € (—€,€),7(0) = a,%(0) = v}.
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Integration auf Mannigfaltigkeiten | A

Karlsruhe Institute of Technology

m "Standard projection method"
Starte auf Mannigfaltigkeit
Fihre einen Schritt mit Integrator der Wahl aus
Ziehe die Losung zuriick auf die Mannigfaltigkeit

"Zurtickziehen" z.B. durch Orthogonalprojektion, allgemeiner: retractions
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Integration auf Mannigfaltigkeiten Il Q(IT

w Integration auf Mannigfaltigkeit (direkt)
Leite DGL auf M her, d.h. Y = F(Y) mit
YoeM = Y(t)eMVt

Lose die DGL mit einem geeigneten (numerischen) Verfahren

Theorem 3 (Theorem IV.5.21)

Let M be a submanifold of R". The problem Y = F(Y) is a differential
equation on the manifold M if and only if

F(Y)eTyM forall Y € M.

1Hairer, Lubich, Wanner (2016): Geometric Numerical Integration

4 10.10.2019 Stefan Schrammer



Karlsruhe Institute of Technology

Integration auf Mannigfaltigkeiten Il

Stefan Schrammer

10.10.2019

5



Integration auf Mannigfaltigkeiten | Q(IT
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Vorteile von Variante || ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of

Il hiangt von A ab, nicht von A ~~ Vorteil wenn A diinn(er) besetzt ist

® In Il wird A nur mit Matrizen mit r Spalten multipliziert (siehe spater), in
| dagegen mit Matrizen der vollen Dimension

w |l liefert im Allgemeinen glatte Lésung Y (t) — im Gegensatz zu |
m |l lasst sich auf die Situation Y (t) ~ A(t) mit A = F(A) iibertragen:

”y _A // Zmn (S? ”\/ - F/A)l{ =(M"\
I Presms: "y ~F = wp

10.10.2019 Stefan Schrammer


iPad von s

iPad von s


9

Der erste Ansatz? ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of

m Zerlege Y € M, in Y = USVT mit
U€EVm,3 VeV, SeGL(R)
m Zerlegung ist nicht eindeutig: ?, Qe O,((Z)
U-U, V=Va ,6 5:95Q
GSUT - UPFSQATY < Usy' =y
a Anderes Kriterium fiir Eindeutigkeit: Eindeutigkeit im Tangentialraum
m Tangentialraum in U € Vp, ,

TuVm,r = {0U e R™" | sUTU+ UT U = 0}

20thmar Koch and Christian Lubich (2007): Dynamical low-rank approximation
Vmr = {UcR™" | UTU = I}
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Der erste Ansatz ﬂ(IT

m Man kann zeigen: 6Y € Ty M, hat Darstellung
8 =oUSVT + uisvT + ussvT,
mit
oU € TyVmr, OV € TyVnr, e R™
a Eindeutigkeit von U, §V, wenn UToU =0=VTsV gefordert. Dann
= UT (Y —oUSVT —USsv TV
=UToyv —uTousvTv —uTussvT v

(TGL) -uiSyy =9 o
U =...=Pgoyvst
&V =...=PLyTus-T

Py=UUT, P} =In—Py
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Der erste Ansatz ﬂ(IT

a Fir: Finde Y € M, mit

(x) Y €E€TyM,, sodass |Y — Al = min!
= (Y-A§)=0 VoY € TyM,
gilt
Proposition 4 (Proposition 2.1%)
Fir Y = USVT € M, mit nichtsinguldrem 5 € Rrxr und U € R™*",
V € R™" orthogonal ist (x) aquivalent zu Y = USVT + USVT + USVT
mit )
= UTAV
(DGL) U = PiAVST
V = PLATUST

4Othmar Koch and Christian Lubich (2007): Dynamical low-rank approximation
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Der erste Ansatz
m Beweis von Proposition 4 nutzt
Darstellung

Ty M, 368 =oUSVT +UssvT + ussvT

Gleichungen
=uTsvv
(TGL) < dU = Poyvs—t
oV =PLeyTus—T

Einschrankungen
vTu=0=v'v

Identitat

(", By =u"Bv, (A B)=trace(A"B), |A|%=(A A)
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Der erste Ansatz — Resultate Q(IT

Karlsruhe Ins

Proposition 4

Fir Y = USVT € M, mit nichtsinguldrem S € R™" und U € R™*",
V € R"%" orthogonal ist (%) aquivalent zu Y = USVT + USVT 4 USVT
mit
= UTAV
(DGL) U = PjAVS?
V = PLATUST

m Erhalte numerisches Verfahren durch Anwendung eines geeigneten
Integrators auf System (DGL)
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Eine Fehlerschranke Q(IT

Karlsruhe Ins

Theorem 5

Die Matrix A(t) sei zerlegbar in A(t) = X(t) + E(t), 0 <t < T, wobei
X(t) € M, nicht notwendigerweise die Bestapproximation ist. Weiter gelte

IX()2 < [E@)] <e

mit e < %u. AuBerdem sei o, (X(t)) > p > 0.
Dann ist der Approximationsfehler von (x)° (mit Startwert Y (0) = X(0))
beschrinkt durch

IY(8) = X(£)]| < 2¢e, ¢ < min {T, 4\/2%}

5(x) Finde Y(t) € M, mit ||Y — A|| = min!
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Eine Fehlerschranke — Bemerkungen N4 ]

m Zeitinterval winzig wenn p < ¢

m p < e: Effektiver Rang von A(t) ist g < r, aber Approximation durch
Rang-r Matrix Y (t).

m S ist schlecht konditioniert, (nah) singular

m Inverse von S in System (DGL)

m Erwartbar: schwerwiegend unerwiinschter Einfluss auf
Approximationseigenschaften

m Tatsachlich: Fehlerschranke mit linearem Wachstum in t, allerdings nur
unter sehr vielen Voraussetzungen und Einschrdnkungen an das stabile
Zeitintervall

m Fall der Uberapproximation sehr realistisch ~ neuer Ansatz
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Der zweite Ansatz®

Karlsruhe Institute of Technology

® Beginne erneut bei Minimierungsaufgabe: Finde Y (t) € M,, Y € Ty M,
mit o
IY — Al = min!
m Berechne Y(t) als Orthogonalprojektion von A auf Ty M,:
Y =P(Y)A

DGL auf M, = Y (t) € M, wenn Yy € M,

= Wie sieht der Projektor P(Y') auf Ty M, aus?

6Christian Lubich and Ivan V. Oseledets (2014): A projector-splitting operator for
dynamical low-rank approximation
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Der Orthogonalprojektor P(Y) ﬂ(IT

U=PsAVSTL, S=UTAv, Vv =pPiATUS™T

Ve USUT + US VT + s UT
=P AUS 'S YT o WTAVYT +USS T4
SREAT v AR, + AR

AT BAVs + R+ Dud - A

M4

e 2RI 1 RE € T A

]
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Der zweite Ansatz

Karlsruhe Institute of Technology

Y= P(Y)A = Apv—PuApv+PuA

m Aus dieser Darstellung Konstruktion des Projektor-Splitting-Integrators
(abstrakte Formulierung):

Lose die DGL Y, = AP\, mit Anfangswert Y;(tp) = Yp auf tp < t < t;
Lose die DGL Yy = —PyAPy mit Anfangswert Y;(to) = Y(t1) auf
fp<t<t
Lose die DGL Y = PyA mit Anfangswert Yy (to) = Yy (t1) auf to <t < t
Y1 = Yyu(t1) als Approximation an Y (t;) (Lésung von Y = P(Y)A bei
t=t1)

a Verfahren erster Ordnung
m Jeder Teilschritt explizt |6sbar

® Robust gegen Approximation mit zu hohem Rang ("Uberapproximation")
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Der zweite Ansatz Q(IT

Karlsruhe Ins

Lemma 6 (Lemma 3.17)

Die Lésung von | ist

i)

Yi(t) = Ul(6)Si(8) V)" (t),  mit 9

(U)S)) = AV, vV, = 0.
Die Lésung von Il ist
Yi(t) = Uy()Su(t)Vyf (t), mit Sy = —UjAVy, Uy =0,V =0.

Die Lésung von Il ist

o d . . .
Y//[(i’) = U//[(t)S/”(f) VI;;(t)v mit E(V”I I-,l-l) = ATU/T/, Uy = 0.

"Christian Lubich and Ivan V. Oseledets (2014): A projector-splitting operator for
dynamical low-rank approximation
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Der zweite Ansatz ﬂ(IT

Beweis(idee) von Lemma 6:

7
0+ A0 VO WT € Tyh /

?(m%vw] W Y +R 2P
e pen, b < 2%, e The

=> Yz() = u GISIORACH
/a([‘\ -0” (UISL) V_(_ +(u1_ U :Al/-_‘—-UI7

—_——

- o%(,lz) A Vi
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Der zweite Ansatz

m Fir bekanntes A(t) kénnen die Lésungen der DGLn [ - /1] explizit
aufgeschrieben werden:

Ui(t)Si(t) = U(to)Si(to) + (A(t) — A(to)) Vi(to),
Su(t) = Sy(to) — Uy (to) T (A(t) — A(to)) Vi (to),
Vin(£) S ()™ = Vi () S (t) T + (A(t) — A(to))TU///(to)-

m Explizites Verfahren der Ordnung 1 basierend auf dieser Darstellung:
Projektor-Splitting-Integrator

10.10.2019 Stefan Schrammer




Der zweite Ansatz ﬂ(IT

Karlsruhe Ins

Algorithm 1 Projektor-Splitting-Integrator

1 Input: AA= A(t1) — A(to),

2 Rang-r-Approximation Yo = UpSo V! ~ Ao = A(to).

3: Output: Rang-r-Approximation Y; ~ A(t1).

4: Erster Schritt:

5: K1 = UgSo + AAV, R R

6: Berechne Zerlegung: U1 S1 = K1, 51 € C™*" regular, Uy orthogonal.
7: Zweiter Schritt:

8 So=S51— U AV,

9: Dritter Schritt:

10 L1 = WS{ +AAT U

11:  Berechne Zerlegung: V151T = L3, S§3 € C™*" regular, V4 orthogonal.
12: Approximation Y1 = U1L1T.
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Der zweite Ansatz A

Karlsruhe Institute of Technology

a Verfahren zweiter Ordnung durch symmetrische Komposition des Flusses
mit eigener Adjungierten. Verfahren héher Ordnung durch geeignete
weitere Komposition (Standard)

8Christian Lubich and Ivan V. Oseledets (2014): A projector-splitting operator for
dynamical low-rank approximation
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Der zweite Ansatz

s
a Verfahren zweiter Ordnung durch symmetrische Komposition des Flusses

mit eigener Adjungierten. Verfahren héher Ordnung durch geeignete
weitere Komposition (Standard)

u Ubertragung auf Matrix-DGLn: A(t) unbekannte Lésung von A = F(A),
ersetze AA durch 7F(Y))
Verfahren der Ordnung 1

explizite Verfahren hoherer Ordnung durch weitere Naherungen und
geeignete Zwischenwerte

8Christian Lubich and Ivan V. Oseledets (2014): A projector-splitting operator for
dynamical low-rank approximation
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Der zweite Ansatz ﬂ

Karlsruhe Institute of Technology

a Verfahren zweiter Ordnung durch symmetrische Komposition des Flusses
mit eigener Adjungierten. Verfahren héher Ordnung durch geeignete
weitere Komposition (Standard)

u Ubertragung auf Matrix-DGLn: A(t) unbekannte Lésung von A = F(A),
ersetze AA durch 7F(Y))

Verfahren der Ordnung 1

explizite Verfahren hoherer Ordnung durch weitere Naherungen und
geeignete Zwischenwerte

m Updatereihenfolge K ~~ S ~~ L willkiirlich. "Exactness property" aber nur
fir diese Reihenfolge giiltig:
Theorem 7 (Theorem 4.18)

A(t) habe héchstens Rang r fir alle t. Mit Yo = A(to) ist Algorithmus 1
exakt: Y1 = A(tl)

8Christian Lubich and Ivan V. Oseledets (2014): A projector-splitting operator for
dynamical low-rank approximation
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Der zweite Ansatz ﬂ(IT

Beweis von Theorem 7: A= AL) -Ay) =Ar4,)- Yo
Ya WS YT

x (go o+ 4, 44)

U (S0 - T A4V )V + T, 4A

= WS Vo't AASyy = Cu, 44 Ty + Tu, 44

- % Al T - yf?z R A Vs + P VoD R AN - ?,\;;,
WSe = WSy + dAV, = UsSo + (Alh) - Yo)Us = WS +AU)Y, - U S

< AU, = WSO U 1] wd At = Ulk) STh) vl

UG ) = Uns [ VCkTT Up )™
A0 = UsSi LUGYT U 17 VGa) = T, Al = Al

=D \/l = A('»4) ?\/o - A(‘A)?'/o + A(L«) = A(l,‘)

10.10.2019 Stefan Schrammer
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Der zweite Ansatz — Robustheit gegen
Uberapproximation

B\

Karlsruhe Institute of Technology

m Verbesserung des Verhaltens bei Uberapproximation unter schwicheren
Voraussetzungen:

A(t) = A1(t) +eAz(t) mit rank (A1(t)) = g <r, A1, Ay und ihre
Ableitungen beschrinkt unabhangig von ¢

oq(AL(t) >p>00<t<T

Aq(t) = Ur(t)S1(t)Va(t) T mit Ur € Vim,g, Vi € Vimq, S1 € GLg(R)
Startwert fiir dynamische Rang-r Approximation von A(t)

Yo = Al(to) +8A2y0, rank(Yo) =r,

A0 # A2(ty) zugelassen, Az unabhingig von e beschrankt

m Verglichen wird mit Ergebnis aus Rang-g Approximation mit Startwert

Yo =Ai(to) +ehrg, rank(Yo) =q<r
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Der zweite Ansatz — Robustheit gegen Q(IT
Uberapproximation

Theorem 8

In der geschilderten Situation seien Y, und Y, die Ergebnisse nach n
Schritten des Splitting-Integrators fiir die Rang-r-Approximation bzw. die
Rang-q-Approximation, jeweils mit Schrittweite 7. Solange nt < T, gilt

1Ya = Yall < Cle +7),
wobei C unabhéngig von n, T und € ist (aber von T abhingt).

m Konsequenz: Anderung des Rangs wihrend lteration méglich

Verringerung des Rangs durch Weglassen von Singuldrwerten
Erh6hung durch Hinzufiigen von Singularwerten (= 0)

m ~~ Rangadaptivitdt wenn mit geeigneten Kriterien kombiniert
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