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Singularwertzerlegung ﬂ(".

Satz 1
Zu jeder Matrix A € R™™ mit Rang r existiert eine SWZ

min(m,n)
1

A=UxVT = oiuiv

j=
mit unitdren Matrizen U € R™™ V € R™" sowie ¥ € R™" mit
¥ =diag(cy,...,01,0,...,0), 0; > 0j4q, 0r >0,

o? j-ter EWvon ATA
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Niedrigrang-Approximation

m Gegeben: A€ R™.

Gesucht: Rang-k-Approximation Ay.

m Satz 2
Bestapproximation durch abgeschnittene SWZ:

k
Ak = UkaVkT = Z U,'O','V,-T, ||Ak — AH = Ok41-
j=1

1
Aufwand (fiir volle SWZ): O(min(m?n, mn?)).
a Im Folgenden gilt:
® (L=l

m Gleiches Vorgehen fir A € C™*",
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Niedrigrang-Approximation

m Bekannte Alternativen zur SWZ mit Aufwand O(kmn):

1) (Abgeschnittene) QR-Zerlegungen, AP = QxR

(1)

(2) Unterraum-lterationen, A= QBy,
(3) (Monte-Carlo-Methoden,)

(4) (Zufallsbasierte Projektionen.)

m Hier neu: Affine Approximation mit Aufwand O(kmn):
= 1.7, 1 T
j=1

Ziel: Hbhere Genauigkeit als (1), (2) mit geringem Zusatzaufwand.
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NRA mit QR-Zerlegung
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Pivotisierte QR-Zerlegung ﬂ("'

Ri1 Riz
0 Roo

Q € 1Rm><k, Q€ ]Rmx(mfk)’ Ri1 € ]kak’ Rop € R(m—K)x(n—k)_

a AP = ( Q Q ) ( ) P € R™" Permutationsmatrix,

m Rang-k-QR-Approximation (fiir rang A > k und Ry4 invertierbar):
&k=Qi (Rt Riz )P
Fehler:  [|A— ¢kl = ||@2 (0 R )PTH = ||Raa|.

Speziell QRCP (Householder-QR mit Spaltenpivotsuche)’:
Aufwand O(kmn), ||Rez| < 25V/n—k :
ufw (kmn),  |[Rez < k41
f(k,n)
1 GvL 2013, Alg. 5.4.1.
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Pivotisierte QR-Zerlegung ﬂ("'

Ri1 Riz

w AP =( Q4 02)( 0 Rop

), P Permutationsmatrix,
Q1 R11 - AP( ,1 Zk),
- T
|Reoll = || (1 — Q1 @] ) A
m Beweis:

|(lm— @0 Al| = || Q" (ln — 01 Q] ) QRPT |

_ HR— fele} QIQRH = |Rezl.

/ I, O
denn Q' Q1TQ:<QZTKQ1>(’/< Qsz)Z(é O)'
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Fehlerabschatzung ﬂ(".

Lemma 1

Sei AP = ( Q Qz)<R011 g;)und

<g; ) = V'P(:,1:k)

(mit V aus der SWZ von A).

Dann gilt: Ist Q)4 invertierbar, gilt

2
IRaa|l < 1/1+ (‘0201—1 H it (A).

(Beh. ist Spezialfall eines allgemeinen Satzes Uber Matrixzerlegungen.)
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NRA mit Unterraum-Ilteration



NRA mit Unterraum-Ilteration ﬂ("'

m Berechnung von Rang-k-Approximation mit Aufwand O(mnﬁ), siehe
Golub & van Loan (Q N(0, 1)-verteilt, g € {1,2}).

’ Algorithmus 1: [¢4] = SSITER(A, O, k, q) ‘

Gegeben: A€ R™", O € R™!, min(m,n) > £ > k.

Y = AQ

Q= qgrg(Y) € R™¢

Fir j=1,2,...,q: # QR-Zerlegung von (AAT)9AQ
Y=ATQ, Q=qro(Y)
Y=AQ, Q=qra(Y);

B=Q'A

Berechne die Rang-k ASWZ By von B.

Gk == QB
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NRA mit Unterraum-Ilteration ﬂ("'

Bemerkung 1
w Algorithmus 1 kénnte mit QB = QQ' A statt QB beendet werden.
w Es gilt sogar

HA - QQTAH < |A—QBy|| VB e R™",

und somit
|A—aa”A| < jA-g.

m Vorteil von ¢ : Bessere Approximation der SWe.
Dazu: Fir Wy, Wo € R™K unitdr mitrange(W;) = S;, ist

)
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Approximationsfehler AT
Satz 3 (Konvergenz der Naherungen aus Algorithmus 1 gegen die
Singularvektoren von A)

SeiQ e R™, Ae R™ mit SWZA = UXVT. Zur QR-Zerlegung
QR = (AAT)9AQ seien Q, := (g4, ..., gx) und Uy := (u, ..., uy) die
aus den ersten k Spalten von Q und U gebildeten Matrizen und es sei

vio.— ( 8; 2 > L O e RFK 7, € R(N—K)x(L—k)

Dann gilt: Ist Q) invertierbar, gilt mit ¢ = Z(range(Qx), range(Ux))

sing < (%)™ a0
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Approximationsfehler ﬂ(".

Bemerkung 2

w Fir oy > 0.1 Exponentielle Konvergenz (in q) von range (Q(:,1: k))
gegenrange(U(:,1:k)).

wm Flr Zufallsmatrizen ist bekannt: Haben ), and Qp unabhénige
N(0, 1)-verteilte Eintrage, gilt mit hoher W. ||Qz"|| < ¢1v'k und
Q]| < e max(v'm—k, vk). Fiirm—k > k folgt

< Cayfhim—ky (222

mit Co = ¢16, > 0, ¢; = O(1), ¢ = o(’”T—k)
(¢ — 0 mit fast exponentieller Konvergenz).

Tk41 )2‘7+1 ‘

sin ¢ < ( o ‘QBQ;1

13 KS 2019 ALORA: Affine Niedrigrang-Approximationen Oktober 2019



Approximationsfehler ﬂ(".

Beweis von Satz 3.

@ VB: Fir He R™", g € Ng sei H29! := (HHT)9H.

@ Zerlegungen:
> =diag(Dy, Ds), Dy € R¥*K Dg € R(M—F)x(n=k)
U= [Uy, Us] € R™ (k(m=h))
Q = [Q, Qs) € R™ (kH(E=H))

@ Es gilt (mit Ry1 € RK*K):

Ri1 R
(AAT)7AQ = U2 VTO = QR= ( &k Q) < 61 R; ) |
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Approximationsfehler ﬂ(".

Beweis.
© Somit

2g+1
D¢ O Qn 241\ _ Ri1 Ri2
( Uk US)(O Ds> <Qﬁ 2 )=(% Q) ¢ Ry )
@ Erste k Spalten liefern eingebettete QR-Zerlegung

D 0 2g+1 o)
W:I(Uk Us)< Ok Ds) (Q;>:OKR11.

© Gesucht ist

sing = HUkUkT _ QkQ;ZH [GvL, Satz 2.5.1] HUsT

QKH.
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Approximationsfehler ﬂ(".

Beweis.

© Setze -
X =0, D, B9 ¢ RIK (1)

X ist invertierbar nach Vor.

@ QR-Zerlegung:

2g+1
Di 0 0 -
WX::U< o Ds> <QZ>X:QKR11, Ri1 € RK*k.(2)
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Approximationsfehler ﬂ(".

Beweis.
@ Mit (1) in (2) folgt:

I S urag \ -
1Ah-(2g+1) | = U QkRy1 = -~ | R,
< D§q+1QﬁQa1Dk( g+1) > ( UsTQk
also Ry, = Ul Q.
Q Setze

ol - aual] - 07| = o o0,
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Approximationsfehler ﬂ(".

Beweis.
@ Mit Lemma 4.1 aus [Gu2015] folgt

Q] = Q«Q;. (4)
@ Aus (3), (4) und Hﬁ’ﬁ H - HU,(T(N?;(H < 1 folgt zuletzt
sing = | U] — k] || = | U] — x|

S HD§q+1QﬁQ;1 D;(2q+1)H ,
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Affine NRA
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Affine NRA

Ziel: NRA der Bauart
k—1
j=1
mit g; € R™ z € R" unitér.

(Multiplikation von A mit Orthogonalprojektoren von links und rechts und
Addition einer Translationsmatrix.)
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NRA durch Projektion von Zeilen und Spalten [T
Satz 4 (Horn & Johnson 1991)
Seien A, B € R™*". Dann gilt fir1 <i,jmiti+j—1 < min(m,n):
0i4j-1(ABT) < 0j(A)o;(B),

0ipj—1(A+ B) < 0j(A) + 0j(B).
Lemma 2
Sei A € R™ " pel. und Z € R™!, t < min(m, n), unitdr. Dann gilt fiir die
SWevonY := A(l, — 2ZT)

(i i
Ohat(Y) < 0ket(A) < 0k(Y).
(Gilt analog fiir Zeilenprojektionen, d.h. fir YT = (I, — ZZT)AT).
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NRA durch Projektion von Zeilen und Spalten [T

Beweis.
(i) folgt aus Satz 4 fur A(l, — ZZT)

(i =K+t j=1" [(h—2ZT)| =1).

Zu (ii): Sei F:= AZ € R™! d.h. Y =A—FZ',und sei Yy_1 die
Rang-(k — 1) ASWZ von Y. Dann folgt

(iii)
oY) = IIY = Yl = [|A= Yy + FZT)|| = o y0(A).

(iii) gilt wegen rang(Yy_1 + FZT) < k+t—1. O

Korollar 1
Firt=1,d.h. Y =A(lh—zz"), ||z| =1, gilt

Ok+1(Y) < 01 (A) < ok(Y), rang(A) —1 <rang(Y) < rang(A).
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Gravitationszentrum von A ﬂ("'

m Gravitationszentrum von A = (ay, ..., an):
g:=-) a.
n =
m Rang-(n— 1) Orthogonalprojektor P:
—A—glT = A(ly— 1117y
*/
=P
m ASWZen vom Rang k: Ak, Yk
Aus Korollar 1 folgt:

1A= al™ = Yid| = 1Y = Yil = ok (¥) S 0res1(A) = [A— A
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Geometrische Interpretation Q(IT

4
Ly o
g
La
=
°

La(T) =7uy, Lg(T) =g+ TUy4
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Algorithmus

Algorithmus 2: [&x] = ALORA(A, k)

Gegeben: A € R™*",
1
Y = A(lh—-117)
Berechne eine Rang-(k — 1)-Approximation ¢x_4 von Y.

k= gl7 + k1.

Approximationsfehler im Fall ||Y — &x_1|| < f(k, n)ok(Y):

KS 2019

1A= Gl = 1Y — &l E ik mow(A).
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Eigenschaften

m Im Fall g =~ 0 folgt L4 ~ Lg, sodass die affine Approximation keine
Verbesserung bringt.

a Im Fall ||g|| > 0 kann die affine Bestapproximation (erheblich) besser
sein als die lineare Bestapproximation.

m Fir ,Matrizen mit hoher Korrelation® (z.B. fir Matrizen mit exponentiell
abklingenden SWen) gilt

g
U ~ 2, a1~ /nlg|.
T 1 9l
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Numerische Beispiele
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Numerische Beispiele: Kahan-Matrix

14 = &l
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Numerische Beispiele: GKS-Matrix

14 = &l

Karlsruher Institut far Technologie
o QRCP o QRCP
ALORA.QR ALORA SI
o ALORA.QR+ SSITER
oq SVD oa A ALORA SL+
10'F 310" 10! —SVD 310’
Boa Boa
000085223 . sooaa R
€Qtooas = =AY sooooooa -
5888 = ¢
£ A\ <
288888885 55000 | Xy soseosoacooans
< = g =
10°F o 10° MAAA R 4100
——=ZndZXzs
W
14 8 12 16 20 2 28 32 14 8 12 16 20 2 28 32
k k
KS 2019 ALORA: Affine Niedrigrang-Approximationen Oktober 2019



Numerische Beispiele: RAND-UNIF-Matrix
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Numerische Beispiele: SHAW-Matrix

14 =&l
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Zusammenfassung

m Neues Konzept einer affinen Niedrigrang-Approximation fir Matrizen
(Approximation der Spaltenvektoren durch affinen Unterraum)

a Affine Approximation durch Orthogonalprojektion
m ALORA fUr beliebigen Algorithmus zur Niedrigrang-Approximation
m Fehlerschranken

m Gute Approximation der Norm und des ersten SWs fiir Matrizen mit
hoher Korrelation
= gute Rang-1-Approximation fir solche Matrizen

® Numerische Tests zeigen manchmal Verbesserung der Approximation
gegenldber QRCP und Unterraum-lteration
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