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Satz 1
Zu jeder Matrix A ∈ Rm×n mit Rang r existiert eine SWZ

A = U ΣV T =
min(m,n)

∑
i=1

σiuiv
T
i

mit unitären Matrizen U ∈ Rm×m, V ∈ Rn×n sowie Σ ∈ Rm×n mit

Σ = diag(σ1, . . . , σr ,0, . . . ,0), σj ≥ σj+1, σr > 0,

σ2
j j-ter EW von AT A.



Niedrigrang-Approximation
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Gegeben: A ∈ Rm×n.

Gesucht: Rang-k-Approximation Ak .

Satz 2
Bestapproximation durch abgeschnittene SWZ:

Ak = Uk ΣkV
T
k =

k

∑
i=1

ui σiv
T
i , ‖Ak − A‖ = σk+1.

Aufwand (für volle SWZ): O
(
min(m2n,mn2)

)
.

Im Folgenden gilt:

‖.‖ = ‖.‖2

Gleiches Vorgehen für A ∈ Cm×n.



Niedrigrang-Approximation
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Bekannte Alternativen zur SWZ mit Aufwand O(kmn):

(1) (Abgeschnittene) QR-Zerlegungen, AP = QkRk ,

(2) Unterraum-Iterationen, A = QBk ,

(3) (Monte-Carlo-Methoden,)

(4) (Zufallsbasierte Projektionen.)

Hier neu: Affine Approximation mit Aufwand O
(
kmn

)
:

A ≈ ξk :=
(k−1

∑
j=1

qjq
T
j

)
A(I − 1

n
T ) +

1
n

A T
.

Ziel: Höhere Genauigkeit als (1), (2) mit geringem Zusatzaufwand.



5 KS 2019 ALORA: Affine Niedrigrang-Approximationen Oktober 2019

NRA mit QR-Zerlegung



Pivotisierte QR-Zerlegung
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AP =
(

Q1 Q2
) ( R11 R12

0 R22

)
, P ∈ Rn×n Permutationsmatrix,

Q1 ∈ Rm×k , Q2 ∈ Rm×(m−k), R11 ∈ Rk×k , R22 ∈ R(m−k)×(n−k).

Rang-k-QR-Approximation (für rang A ≥ k und R11 invertierbar):

ξk = Q1
(

R11 R12
)

PT .

Fehler: ‖A− ξk‖ =
∥∥∥Q2

(
0 R22

)
PT
∥∥∥ = ‖R22‖.

Speziell QRCP (Householder-QR mit Spaltenpivotsuche)1:

Aufwand O
(
kmn

)
, ‖R22‖ ≤ 2k

√
n− k︸ ︷︷ ︸

f (k,n)

σk+1.

1 GvL 2013, Alg. 5.4.1.



Pivotisierte QR-Zerlegung
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AP =
(

Q1 Q2
) ( R11 R12

0 R22

)
, P Permutationsmatrix,

⇒


Q1R11 = AP( : ,1 : k),

‖R22‖ =
∥∥∥(Im −Q1QT

1
)
A
∥∥∥ .

Beweis:∥∥∥(Im −Q1QT
1
)
A
∥∥∥ =

∥∥∥QT (Im −Q1QT
1
)
QRPT

∥∥∥
=
∥∥∥R −QT Q1QT

1 QR
∥∥∥ = ‖R22‖ ,

denn QT Q1 QT
1 Q =

(
Ik

QT
2 Q1

) (
Ik QT

1 Q2
)
=

(
Ik 0
0 0

)
.



Fehlerabschätzung
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Lemma 1
Sei AP =

(
Q1 Q2

) ( R11 R12
0 R22

)
und

(
Ω1
Ω2

)
= V TP( : ,1 : k)

(mit V aus der SWZ von A).

Dann gilt: Ist Ω1 invertierbar, gilt

‖R22‖ ≤
√

1 +
∥∥∥Ω2Ω−1

1

∥∥∥2
σk+1(A).

(Beh. ist Spezialfall eines allgemeinen Satzes über Matrixzerlegungen.)
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NRA mit Unterraum-Iteration



NRA mit Unterraum-Iteration
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Berechnung von Rang-k-Approximation mit Aufwand O
(
mn`

)
, siehe

Golub & van Loan
(
Ω N(0,1)-verteilt, q ∈ {1,2}

)
.

Algorithmus 1: [ξk ] = SSITER(A,Ω, k,q)

Gegeben: A ∈ Rm×n, Ω ∈ Rn×`, min(m,n) ≥ ` ≥ k.

Y = AΩ

Q = qrQ(Y ) ∈ Rm×`

Für j = 1,2, . . . ,q: # QR-Zerlegung von (AAT )qAΩ

Y = AT Q, Q = qrQ(Y )

Y = AQ, Q = qrQ(Y );

B = QT A

Berechne die Rang-k ASWZ Bk von B.

ξk := QBk



NRA mit Unterraum-Iteration
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Bemerkung 1

Algorithmus 1 könnte mit QB = QQT A statt QBk beendet werden.

Es gilt sogar ∥∥∥A−QQT A
∥∥∥ ≤ ‖A−QBk‖ ∀Bk ∈ R`×n,

und somit ∥∥∥A−QQT A
∥∥∥ ≤ ‖A− ξk‖ .

Vorteil von ξk : Bessere Approximation der SWe.

Dazu: Für W1,W2 ∈ Rm×k unitär mit range(Wi ) = Si , ist

∠(S1,S2) = arcsin
(∥∥∥W1W T

1 −W2W T
2

∥∥∥).



Approximationsfehler
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Satz 3 (Konvergenz der Näherungen aus Algorithmus 1 gegen die
Singulärvektoren von A)

Sei Ω ∈ Rn×`, A ∈ Rm×n mit SWZ A = U ΣV T . Zur QR-Zerlegung
QR = (AAT )qAΩ seien Qk := (q1, . . . ,qk) und Uk := (u1, . . . ,uk) die
aus den ersten k Spalten von Q und U gebildeten Matrizen und es sei

V T Ω :=
(

Ωα Z1
Ωβ Z2

)
, Ωα ∈ Rk×k , Z2 ∈ R(n−k)×(`−k).

Dann gilt: Ist Ωα invertierbar, gilt mit ϕ = ∠
(
range(Qk), range(Uk)

)
sin ϕ ≤

(σk+1

σk

)2q+1 ∥∥∥ΩβΩ−1
α

∥∥∥ .



Approximationsfehler
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Bemerkung 2

Für σk > σk+1: Exponentielle Konvergenz (in q) von range
(
Q( : ,1 : k)

)
gegen range

(
U( : ,1 : k)

)
.

Für Zufallsmatrizen ist bekannt: Haben Ωα and Ωβ unabhänige

N(0,1)-verteilte Eintrage, gilt mit hoher W.
∥∥Ω−1

α

∥∥ ≤ c1
√

k und∥∥Ωβ

∥∥ ≤ c2 max
(√

m− k,
√

k
)
. Für m− k ≥ k folgt

sin ϕ ≤
(σk+1

σk

)2q+1 ∥∥∥ΩβΩ−1
α

∥∥∥ ≤ CΩ

√
k(m− k)

(σk+1

σk

)2q+1
,

mit CΩ = c1c2 > 0, c1 = O(1), c2 = O(
m− k

k
)

(ϕ→ 0 mit fast exponentieller Konvergenz).



Approximationsfehler
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Beweis von Satz 3.
0 VB: Für H ∈ Rm×n, q ∈N0 sei H2q+1 := (HHT )qH.

1 Zerlegungen:

Σ = diag(Dk ,Ds), Dk ∈ Rk×k , Ds ∈ R(m−k)×(n−k)

U = [Uk ,Us] ∈ R
m×
(

k+(m−k)
)
,

Q = [Qk ,Qs] ∈ R
m×
(

k+(`−k)
)
.

2 Es gilt (mit R11 ∈ Rk×k ):

(
AAT )q

AΩ = U Σ2q+1V T Ω =: QR =
(

Qk Qs
) ( R11 R12

0 R22

)
.



Approximationsfehler
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Beweis.
3 Somit

(
Uk Us

) ( Dk 0
0 Ds

)2q+1 ( Ωα Z1
Ωβ Z2

)
=
(

Qk Qs
) ( R11 R12

0 R22

)
.

4 Erste k Spalten liefern eingebettete QR-Zerlegung

W :=
(

Uk Us
) ( Dk 0

0 Ds

)2q+1 ( Ωα

Ωβ

)
= QkR11.

5 Gesucht ist

sin ϕ =
∥∥∥UkUT

k −QkQT
k

∥∥∥ [GvL, Satz 2.5.1]
=

∥∥∥UT
s Qk

∥∥∥ .



Approximationsfehler
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Beweis.
6 Setze

X := Ω−1
α D−(2q+1)

k ∈ Rk×k . (1)

X ist invertierbar nach Vor.

7 QR-Zerlegung:

WX := U
(

Dk 0
0 Ds

)2q+1 ( Ωα

Ωβ

)
X = Q̃kR̃11, R̃11 ∈ Rk×k . (2)



Approximationsfehler
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Beweis.
8 Mit (1) in (2) folgt:(

Ik
D2q+1

s ΩβΩ−1
α D−(2q+1)

k

)
= UT Q̃kR̃11 =

(
UT

k Q̃k

UT
s Q̃k

)
R̃11,

also R̃
−1
11 = UT

k Q̃k .

9 Setze∥∥∥UkUT
k − Q̃kQ̃

T
k

∥∥∥ =
∥∥∥UT

s Q̃k

∥∥∥ =
∥∥∥D2q+1

s ΩβΩ−1
α D−(2q+1)

k R̃
−1
11

∥∥∥ . (3)



Approximationsfehler
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Beweis.
10 Mit Lemma 4.1 aus [Gu2015] folgt

QkQT
k = Q̃kQ̃

T
k . (4)

11 Aus (3), (4) und
∥∥∥R̃
−1
11

∥∥∥ =
∥∥∥UT

k Q̃k

∥∥∥ ≤ 1 folgt zuletzt

sin ϕ =
∥∥∥UkUT

k −QkQT
k

∥∥∥ =
∥∥∥UkUT

k − Q̃kQ̃
T
k

∥∥∥
≤
∥∥∥D2q+1

s ΩβΩ−1
α D−(2q+1)

k

∥∥∥ ,
sodass sin ϕ ≤

(σk+1

σk

)2q+1 ∥∥∥ΩβΩ−1
α

∥∥∥.
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Affine NRA



Affine NRA
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Ziel: NRA der Bauart

ξk :=
(k−1

∑
j=1

qjq
T
j

)
A
(
In − zzT )+ (Az)zT , 1 ≤ k ≤ rang A,

mit qj ∈ Rm, z ∈ Rn unitär.

(Multiplikation von A mit Orthogonalprojektoren von links und rechts und
Addition einer Translationsmatrix.)



NRA durch Projektion von Zeilen und Spalten
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Satz 4 (Horn & Johnson 1991)
Seien A,B ∈ Rm×n. Dann gilt für 1 ≤ i, j mit i + j − 1 ≤ min(m,n):

σi+j−1
(
ABT ) ≤ σi (A)σj (B),

σi+j−1
(
A + B

)
≤ σi (A) + σj (B).

Lemma 2
Sei A ∈ Rm×n bel. und Z ∈ Rn×t , t < min(m,n), unitär. Dann gilt für die
SWe von Y := A(In − ZZT )

σk+t (Y )
(i)
≤ σk+t (A)

(ii)
≤ σk(Y ).

(Gilt analog für Zeilenprojektionen, d.h. für Y T = (In − ZZT )AT ).



NRA durch Projektion von Zeilen und Spalten
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Beweis.
(i) folgt aus Satz 4 für A(In − ZZT )(

„i = k + t , j = 1“,
∥∥(In − ZZT )

∥∥ = 1
)
.

Zu (ii): Sei F := AZ ∈ Rm×t , d.h. Y = A− FZT , und sei Yk−1 die
Rang-(k − 1) ASWZ von Y . Dann folgt

σk(Y ) = ‖Y − Yk−1‖ =
∥∥∥A− (Yk−1 + FZT )

∥∥∥ (iii)
≥ σk+t (A).

(iii) gilt wegen rang
(
Yk−1 + FZT

)
≤ k + t − 1.

Korollar 1
Für t = 1, d.h. Y = A(In − zzT ), ‖z‖ = 1, gilt

σk+1(Y ) ≤ σk+1(A) ≤ σk(Y ), rang(A)− 1 ≤ rang(Y ) ≤ rang(A).



Gravitationszentrum von A
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Gravitationszentrum von A = (a1, . . . ,an):

g :=
1
n

n

∑
j=1

aj .

Rang-(n− 1) Orthogonalprojektor P :

Y := A− g T = A
(
In −

1
n

T )︸ ︷︷ ︸
=:P

.

ASWZen vom Rang k: Ak , Yk .

Aus Korollar 1 folgt:∥∥∥A− g T − Yk

∥∥∥ = ‖Y − Yk‖ = σk+1(Y ) ≤ σk+1(A) = ‖A− Ak‖ .



Geometrische Interpretation

24 KS 2019 ALORA: Affine Niedrigrang-Approximationen Oktober 2019

g

Lg

LA

x

y

LA(τ) = τu1, Lg(τ) = g + τuY 1



Algorithmus
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Algorithmus 2: [ξk ] = ALORA(A, k)

Gegeben: A ∈ Rm×n.

Y = A
(
In − 1

n
T )

Berechne eine Rang-(k − 1)-Approximation ξk−1 von Y .

ξk := g T + ξk−1.

Approximationsfehler im Fall ‖Y − ξk−1‖ ≤ f (k,n)σk(Y ):

‖A− ξk‖ = ‖Y − ξk−1‖
Kor. 1
≤ f (k,n)σk(A).



Eigenschaften
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Im Fall g ≈ 0 folgt LA ≈ Lg, sodass die affine Approximation keine
Verbesserung bringt.

Im Fall ‖g‖ � 0 kann die affine Bestapproximation (erheblich) besser
sein als die lineare Bestapproximation.

Für „Matrizen mit hoher Korrelation“ (z.B. für Matrizen mit exponentiell
abklingenden SWen) gilt

u1 ≈
g
‖g‖ , σ1 ≈

√
n ‖g‖ .
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Numerische Beispiele



Numerische Beispiele: Kahan-Matrix
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previously used in experiments with QR factorizations [6,16]. These matrices have been
constructed using MATLAB and they are easy to replicate for testing and verification. Some
of the test matrices, have the form A = U�V T where U and V are random orthogonal
matrices and � = diag(σ1, . . . , σn) is a diagonal matrix containing prescribed singular
values, the machine epsilon is given as ε = 2.22E − 16.

Table 1 includes matrices coming from Boundary Element methods, matrices 22 and 23
are submatrices of a global hierarchical matrix coming from the discretization of an integral
operator on a domain defined in [2, Sect. 4]: matrix 22 is created by the interaction of two
distant subdmains forwhich the ratio between theminimumof their diameters to their distance
is equal to 0.15; while matrix 23 corresponds to a non-admissible block obtained from the
interaction of adjacent subdomains. Matrix 22 is ensure to have singular values decreasing
exponentially [3], while it is not the case for matrix 23.

Next, we present the error for a rank-k approximation of different test matrices, for k =
1, . . . , 32. We compare ALORA with QRCP and subspace iteration. Figures 2, 3, 4, 5 and 6
show the approximation errors for some of the test matrices, in order to appreciate the cases
where an affine low rank approximation is advantageous or disadvantageous. The labels
ALORA_QR and ALORA_SI refer to ALORA using QRCP and subspace iteration (using
just small parameters q = 1 and l = k + 3) to produce the rank k − 1 approximation needed
in line 3 of Algorithm 2. All figures include a right Y -axis where the values ALORA_QR+
and ALORA_SI+ are plotted, they are obtained by plotting for a given k, the error made
by approximating A by the matrix ξk+1 defined in (34). Note that the curves of the SVD,
SSITER and ALORA_SI+ almost overlap each other.

Note that for the matrices with slowly decreasing singular values, GKS and RAND-UNIF,
we have that ALORA improves the approximation for k small. While for the other cases,
when the matrices have rapidly decreasing singular values, as studied in Sect. 4.1, their
best fitting lines tend to overlap each other and hence an affine approximation may increase
considerably the precision as in the case of Fig. 2, and for some cases as in Figs. 5 and 6 it
may not produce good results since the rank-one approximation gcT , used by the ALORA
algorithm, might be far from the optimal. For this case it would be more suitable to use the
rank-one approximation from (49) to start the approximation, see Fig. 9.Next,we compute the
approximation errors for all the matrices described in Table 1. Considering an approximation
of rank k = 1, . . . ,min(rank(A), 16), we compute the errors

(a) (b)

Fig. 2 Convergence curves of the approximation error for the KAHAN matrix. a Comparison of the approx-
imation error of ALORA, created with QRCP, with respect to standard methods. b Comparison of the
approximation error of ALORA, created with subspace iteration, with respect to standard methods

123

ALORA-QRCP ALORA-SI



Numerische Beispiele: GKS-Matrix
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(a) (b)

Fig. 3 Convergence curves of the approximation error for the GKSmatrix. aComparison of the approximation
error of ALORA, created with QRCP, with respect to standard methods. b Comparison of the approximation
error of ALORA, created with subspace iteration, with respect to standard methods

(a) (b)

Fig. 4 Convergence curves of the approximation error for the RAND-UNIF matrix. a Comparison of the
approximation error of ALORA, created with QRCP, with respect to standard methods. b Comparison of the
approximation error of ALORA, created with subspace iteration, with respect to standard methods

(a) (b)

Fig. 5 Convergence curves of the approximation error for the SHAWmatrix. The horizontal line represents the
threshold value, ε max(m, n)‖A‖2, beyond which the singular values are considered as zero. a Comparison
of the approximation error of ALORA, created with QRCP, with respect to standard methods. b Comparison
of the approximation error of ALORA, created with subspace iteration, with respect to standard methods

123

ALORA-QRCP ALORA-SI



Numerische Beispiele: RAND-UNIF-Matrix
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(a) (b)

Fig. 3 Convergence curves of the approximation error for the GKSmatrix. aComparison of the approximation
error of ALORA, created with QRCP, with respect to standard methods. b Comparison of the approximation
error of ALORA, created with subspace iteration, with respect to standard methods

(a) (b)

Fig. 4 Convergence curves of the approximation error for the RAND-UNIF matrix. a Comparison of the
approximation error of ALORA, created with QRCP, with respect to standard methods. b Comparison of the
approximation error of ALORA, created with subspace iteration, with respect to standard methods

(a) (b)

Fig. 5 Convergence curves of the approximation error for the SHAWmatrix. The horizontal line represents the
threshold value, ε max(m, n)‖A‖2, beyond which the singular values are considered as zero. a Comparison
of the approximation error of ALORA, created with QRCP, with respect to standard methods. b Comparison
of the approximation error of ALORA, created with subspace iteration, with respect to standard methods

123

ALORA-QRCP ALORA-SI



Numerische Beispiele: SHAW-Matrix
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(a) (b)

Fig. 3 Convergence curves of the approximation error for the GKSmatrix. aComparison of the approximation
error of ALORA, created with QRCP, with respect to standard methods. b Comparison of the approximation
error of ALORA, created with subspace iteration, with respect to standard methods

(a) (b)

Fig. 4 Convergence curves of the approximation error for the RAND-UNIF matrix. a Comparison of the
approximation error of ALORA, created with QRCP, with respect to standard methods. b Comparison of the
approximation error of ALORA, created with subspace iteration, with respect to standard methods

(a) (b)

Fig. 5 Convergence curves of the approximation error for the SHAWmatrix. The horizontal line represents the
threshold value, ε max(m, n)‖A‖2, beyond which the singular values are considered as zero. a Comparison
of the approximation error of ALORA, created with QRCP, with respect to standard methods. b Comparison
of the approximation error of ALORA, created with subspace iteration, with respect to standard methods

123

ALORA-QRCP ALORA-SI



Zusammenfassung
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Neues Konzept einer affinen Niedrigrang-Approximation für Matrizen
(Approximation der Spaltenvektoren durch affinen Unterraum)

Affine Approximation durch Orthogonalprojektion

ALORA für beliebigen Algorithmus zur Niedrigrang-Approximation

Fehlerschranken

Gute Approximation der Norm und des ersten SWs für Matrizen mit
hoher Korrelation
⇒ gute Rang-1-Approximation für solche Matrizen

Numerische Tests zeigen manchmal Verbesserung der Approximation
gegenüber QRCP und Unterraum-Iteration


