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Problem

Karlsruhe Institute of Technology

CFL-Bedingung explizite Verfahren bei hyperbolischen PDEs
T < Pmin

—  Gitter-induzierte Steifigkeit

© Andreas Sturm

m Ziel Verfahren mit stabilen Lésungen fur gréBere Schrittweiten
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Problem

Karlsruhe Institute of Technology

CFL-Bedingung explizite Verfahren bei hyperbolischen PDEs
T < Pmin

—  Gitter-induzierte Steifigkeit

© Andreas Sturm

m Ziel Verfahren mit stabilen Lésungen fur gréBere Schrittweiten
~» lokal implizite Verfahren (z.B., siehe Constantins Vortrag fir Uberblick)

1 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.
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Outline

Gebietszerlegung & Ortsdiskretisierung

0- & (0, ¢)-Schemata

Hybridschema 2. Ordnung

Hybridschema 4. Ordnung
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Outline

Gebietszerlegung & Ortsdiskretisierung

08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.

Karlsruhe Institute of Technology



Wellengleichung A

Karlsruhe Institute of Technology

Homogene, lineare Wellengleichung auf ()

opu—V-(a?Vu)=0 in Q) x Ry
Vu-n=0 auf 0Q) x Ry

+ Anfangsbedingungen

a n: duBerer Normalenvektor an 9Q)
® «: O — R: Wellengeschwindigkeit, a(x) > ag > 0

a Behandlung von Quellterm/Inhomogenitat mdglich (siehe Paper)

4 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



Variationelle Formulierung ﬂ(“.

Homogene, lineare Wellengleichung auf ()

Suche u(t) € H'(Q), sodass Vv € H'(Q)
(Qnu|v)+ (@®Vu|Vv) =0 inRRy

+ Anfangsbedingungen

w (-]-) - [3(Q)-Skalarprodukt
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Variationelle Formulierung ﬂ(“'
Homogene, lineare Wellengleichung auf ()

Suche u(t) € H'(Q), sodass Vv € H'(Q)
(Qnu|v)+ (@®Vu|Vv) =0 inRRy

+ Anfangsbedingungen

w (-]-) - [3(Q)-Skalarprodukt
m ||| - L[2(Q)-Norm
Energieerhaltung
9€ (€ = F(Ideull? + ¥ ul]2)

(Wahle v = 9;u) =

5 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.
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Gebietszerlegung

Q) 00

08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.

Karlsruhe Institute of Technology

a0y,

©C.C.



Gebietszerlegung

20
Q) c 20y
A
©C.C.
Transmissionsproblem iiber I' = O, N O (ge{cf})
g — V- (a2 Vug) =0 in Qg x Ry
qu'n:O anaQq\rX]R+

+ Anfangsbedingungen

6 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.
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Gebietszerlegung

Q) Q)¢
(e O~

Transmissionsproblem iiber I' = O, N O

08.10.2019

g — V- (a2 Vug) =0
qu'n:O
aZVuc-np:aZVuf-nr

Uc = Uy

+ Anfangsbedingungen

- Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations

B\

Karlsruhe Institute of Technology

a0y,

in Qg xRy
auf Bﬂq\r X ]R+

aufI' x R4
aufT' x Ry

©C.C.

(gefcf})



Gebietszerlegung

20
Q) c 20y,
A
©C.C.
Transmissionsproblem iiber I' = O, N O (ge{cf})
g — V- (a2 Vug) =0 in Qg x Ry
qu'n:O anaQq\rX]R+
®Vue-np=a?Vus-np=A\A auf I x Ry
Ue = Uf aufI' x R4
+ Anfangsbedingungen A — Lagrange Multiplikator

6 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



Gebietszerlegung - variationell ﬂ(“‘

Transmissionsproblem iiber I' = Q. N O (ge{cf})

Suche {Uq cH (), } sodass V {Vq € H'(0) }:
A(t) € H-1/2(T), o(t) € H-1V/2(T)

(attuq‘Vq)q+(062VUq|VVq)q:(_/\|Vq)r in Ry
(Uc| @) = (ur|¢); in Ry

+ Anfangsbedingungen

LG } ')q - [2(Qq)-Skalarprodukt

. (v|w)r=./;v-wda

08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



Gebietszerlegung - variationell ﬂ(“‘

Transmissionsproblem iiber I' = Q. N O (ge{cf})

Suche {Uq cH (), } sodass V {Vq € H'(0) }:
A(t) € H-1/2(T), o(t) € H-1V/2(T)

(a[[Uq‘Vq)q+(DC2qu|qu)q:(_/\|Vq)r in Ry

(Uc| @) = (ur|¢); in Ry
+ Anfangsbedingungen
w (]), - L2(Qq)-Skalarprodukt Energieerhaltung
‘ d&
— -wd aé _
» (v|w), ./Fvwa - 0

7 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.
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Raumdiskretisierung - cFEM, dG,..

Approximationsraume Ug(t) € Vhg
A ( t) € Ay
08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations

AT

Karlsruhe Institute of Technology

(qef{cf})
(erfallt inf-sup Bed.)



Raumdiskretisierung - cFEM, dG,... ﬂ(“‘

Approximationsraume Ug(t) € Vhg (ge{cf})
A(t) € Ay (erfullt inf-sup Bed.)

Semidiskretes Problem

Ccuc = Cruy in Ry
+ Anfangsbedingungen
@ M;: symm. pos. def. Massematrizen

m Kg: symm. pos. semidef. Steifigkeitsmatrizen

@ C,: Rechtecksmatrizen (kerCsNkerCe = {0} — inf-sup)

8 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



Raumdiskretisierung - Energie ﬂ(“'

Semidiskretes Problem

. T . a M,: symm. pos. def.

(l) Mqu + Kqu = _CqA n IR+
a K,: symm. pos. semidef.

(11 Ccuc = Cruy in R )

m Cg: Rechtecksmatrizen

Semidiskrete Energieerhaltung

L&':O gh:% Z (Huq||%/1,q+‘uq|f(,q)
dt qe{cf}

9 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



Raumdiskretisierung - Energie ﬂ(“'

Semidiskretes Problem

® Mg: symm. pos. def.

() Mgig+Kqug=-CIA  inR, g: Symm. P
a K,: symm. pos. semidef.

Il C-u-. =Csu in R
(1 cUc i + m C,: Rechtecksmatrizen

Semidiskrete Energieerhaltung

L&':O gh:% Z (Huq||%/1,q+‘uq|f(,q)
dt qe{cf}

Beweis.
1. ug-(l), Gleichungen fiir g = {c, f} addieren

2. (Il) nach t ableiten

3. 2.in1.verwenden — A-Terme verschwinden

9 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



QOutline

Karlsruhe Institute of Technology

0- & (0, ¢)-Schemata

10 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



Leapfrog & 6-Schema ﬂ( T

Karlsruhe Institute of Technology

Betrachte ODE
a M symm. pos. def.

Mi + Ku =0 )
a K symm. pos. semidef.

A T LA Tl
2

Approximation {i(t") ~ D?u”

u(t") = u”

~ Leapfrog MD2u" +K u” =0

1 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



Leapfrog & 6-Schema ﬂ( T

Karlsruhe Institute of Technology

Betrachte ODE
a M symm. pos. def.

Mi + Ku =0 )
a K symm. pos. semidef.

B un+1 _2un_|_unf1
2

Approximation {i(t") ~ D?u”

u(t") = u”

~ Leapfrog MDZ2u" +K u” =0

Idee Ersetze Approximation an u(¢"”) durch Mittelwert!

1 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



Leapfrog & 6-Schema

Karlsruhe Institute of Technology

Betrachte ODE
a M symm. pos. def.

Mi + Ku =0 .
a K symm. pos. semidef.

B un+1 _2un_|_unf1
2

Approximation {i(t") ~ D?u”

u(t") & {u"y = ou"" + (1 — 20)u” + gu"~!

~ 0-Schema MD2u" + K{u"}, =0

Idee Ersetze Approximation an u(¢"”) durch Mittelwert!

1 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



0-Schema - Eigenschaften

6-Schema MDZu" + K{u"}, =0

a Verfahren 2. Ordnung

m Erhalt gestdrte Energie

ma0=0 ~» Leapfrog (— “explizit”, falls M nett, z.B. mass lumping, dG)
m0#£A0 ~ implizit

®m §>1 ~ unbeschrankt stabil

un+1 —2u”" + I_ln71

D2 u’ =
T 2

{u"}g = 6u™" + (1 — 20)u” + Gu™"

12 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



0-Schema - Eigenschaften

6-Schema MDZu" + K{u"}, =0

a Verfahren 2. Ordnung

m Erhalt gestdrte Energie

ma0=0 ~» Leapfrog (— “explizit”, falls M nett, z.B. mass lumping, dG)
m0#£A0 ~ implizit

®m §>1 ~ unbeschrankt stabil

m 0= 11—2 ~+ Verfahren 4. Ordnung! (eliminiert 72-Term in Taylor)

un+1 —2u”" + I_ln71

D2 u’ =
T 2

{u"}g = 6u™" + (1 — 20)u” + Gu™"
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0-Schema - Eigenschaften

6-Schema MDZu" + K{u"}, =0

a Verfahren 2. Ordnung

m Erhalt gestdrte Energie

ma0=0 ~» Leapfrog (— “explizit”, falls M nett, z.B. mass lumping, dG)
m0#£A0 ~ implizit

®m §>1 ~ unbeschrankt stabil

m 0= 11—2 ~+ Verfahren 4. Ordnung! (eliminiert 72-Term in Taylor)

Idee Modifiziere Leapfrog ~ eliminiere t2-Term ~» “modified equation” Ansatz

un+1 —2u”" + I_ln71

D2 u’ =
T 2

{u"}g = 6u™" + (1 — 20)u” + Gu™"

12 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



Modified equation

B\

Karlsruhe Institute of Technology

“Modified equation”

MD2u" + Ku" — =0
a Explizit (falls M nett, z.B. mass lumping, dG)
m Verfahren 4. Ordnung (ODE ~» %KM”Ku(t”) = 172 Mdfu(t") ~» T2-Term)

a Erhalt gestdrte Energie

un+1 —2u”" + I_ln71

D2 u” =
T 2

{u"}g = 6u™" + (1 — 20)u” + Gu™!

13 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations
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Modified equation

“Modified equation”

MD2u" + Ku" — =0
a Explizit (falls M nett, z.B. mass lumping, dG)
m Verfahren 4. Ordnung (ODE ~» %KM”Ku(t”) = %Mdfu(t”) ~ 12-Term)

a Erhalt gestdrte Energie

Idee Wende “modified equation” Ansatz auf 8-Schema an

un+1 —2u”" + I_ln71

D2 u” =
T 2

{u"}g = 6u™" + (1 — 20)u” + Gu™!

08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



(0, ¢)-Schema ﬂ(“.

(6,¢)-Schema

MDZu” + K{u"}y + 72 (0- )K" K{u"}, =0

Verfahren 4. Ordnung
Erhéalt gestdrte Energie

(6,9) =(0,0) ~» modified equation
(6,9) #(0,0) ~ implizit
0,9> 1 ~+ unbeschrankt stabil

Stabilitat fir andere (0, 9) ~» Chabassier, Imperiale: Study of 8 schemes

un+1 —2u”" + I_ln71

D2 u” =
T 2

{u"}g = u™" + (1 —20)u” + gu™!

14 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



Energieerhaltung ﬂ(“.

0- und (6, ¢)-Schemata erfiillen

n+1/2 n—1/2
gh — gh

=0
T
mit
1 un+1_un 2 1 un+1+un 2

gtz 12 T ) 4 |l——T— (Iull = u-Au)

h 2 T w2 2 K
0-Schema (0, ¢)-Schema
M=M+72(— K M=M+72(0 - DK+ 10— %) (¢ — HKM'K
K=K K=K+72(0 — ;) KM~ 'K

Beachte M und K nicht zwingend positivl  ~» ggf. CFL

15 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations
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Karlsruhe Institute of Technology

Hybridschema 2. Ordnung

16 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



2. Ordnung ﬂ(“.

Semidiskretes Problem (g ed{cf})

() Mgig+Kgqug=LCJA  inRy
() Ccuc = Cruy in R,

Vorgehen
1. Verwende (voneinander unabh.) §-Schemata fiir ODEs (1) (und A(t") ~ A")
2. Leite (ll) ab und verwende zentralen Diff.quot. 2. Ordnung

08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



2. Ordnung ﬂ(“.

Semidiskretes Problem (g ed{cf})

() Mgig+Kgqug=LCJA  inRy
() Ccuc = Cruy in R,

Vorgehen
1. Verwende (voneinander unabh.) §-Schemata fiir ODEs (1) (und A(t") ~ A")
2. Leite (ll) ab und verwende zentralen Diff.quot. 2. Ordnung

Hybridschema 2. Ordnung

MgD?uj + Kg{ugle, = LCIA"

u”“ _ l'|n71 un+1 _ u)rf171

(& c c —C f
¢ 2T f 27

17 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



2. Ordnung ﬂ(".

Semidiskretes Problem (g ed{cf})

() Mgig+Kgqug=LCJA  inRy
() Ccuc = Cruy in R,
Vorgehen

1. Verwende (voneinander unabh.) §-Schemata fiir ODEs (1) (und A(t") ~ A")
2. Leite (ll) ab und verwende zentralen Diff.quot. 2. Ordnung

Hybridschema 2. Ordnung
MgD?uj + Kg{ugle, = LCIA"

o urcr+1 _ urcr71 e ulfv+1 _ u)rqu
¢ 27 - 2t

zB. 6:,=0, 6;= % ~» expl. auf grobem Gebiet, stabil auf feinem Gebiet

17 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



2. Ordnung - Energieerhaltung
Hybridschema 2. Ordnung (gef{cf})

Karlsruhe Institute of Technology

) Mg D2 uf + Kg{ugle, = LCIA"

l‘|n+1 _ un—1 Un+1 _ un—1
(m Co—= ¢ =ci-L :
2T 2T
Proposition. Lésung erfillt ErlE_gp1z 9
T
_ (lullz = u-Au)
mit
n+1 n |2 n+1 n |2
entiz _ 1 Z U —Ug Ug'  +ug
h 2 T _ 2
ge{c.f} Mg Kq

Mg = Mg+ 72(64 — §)Kq

18 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



2. Ordnung - Energieerhaltung
Hybridschema 2. Ordnung (gef{cf})

Karlsruhe Institute of Technology

) Mg D2 uf + Kg{ugle, = LCIA"

n+1 n—1 U?-H U? 1

U —Ug  _ c,
2T

) Cot -

Proposition. Lésung erfillt EfTIE _gpm1/2

p- =0
X (lul3 = u-Au)
mi
n+1 2 n+1
gn+1/2:1 Z ug ' —ug +un
s 2 T _ 2
qe{e.f} Mq Kq

Mg = Mg+ 72(64 — §)Kq

n+1 n—1
Beweis. Multipliziere (1) mit 7u und () mit A” ~ A"-Terme fallen weg.
Elementare Umformungen + Standard Energietechnik liefern Behauptung.

18 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



2. Ordnung - Energie & Stabilitat AT

Karlsruhe Institute of Technology

Proposition. Falls Energie £"'/2 positiv ist, gilt ge{cf}
1 [g1/2
ug™ g < l[ullm, + 46"/ €5/

Korollar. Energie £"'/2 ist positiv, falls Mg = Mq + 72(64 — 1 )Kq positiv definit
sind

Insbesondere Verfahren stabil, sobald Verfahren auf Teilgebieten stabil sind!

2

_+
Mg

ug+1 —u?

n+1 n
q Ug +Yq

|

ge{c.f}

2
) , My = Mg + 72(64 — §)Kq
Kq

19 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations
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2. Ordnung - Konsistenz A

Karlsruhe Institute of Technology

Proposition. Die Fehler e] = ug(t") —ug und e} = A(t") — A" erfillen

MgD2e] + Kq{ef}te, = ~Cjef + t2rg(t") + O(*) ge{cf}
5 eg+1 _ercr—1 _ Cfe?-H _e?—1
¢ 2T 2T

mit
ro(t") = (8g — ) (KqMg " (Kug (") — CgA(t")) — 15CgA(t")

Beachte: nur semidiskrete Fehler!

Beweis. Taylor-Entwicklung der semidiskreten Lésung + semidiskretes Problem flr
héhere Ableitungen

08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



QOutline

Karlsruhe Institute of Technology

Hybridschema 4. Ordnung

21 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



4. Ordnung

Karlsruhe Institute of Technology

Semidiskretes Problem (gef{cf})
0) Mgiig + Kqug = £CJA in R
(1) Ccuc = Cruy in Ry
Vorgehen

1. Verwende (voneinander unabh.) (6, ¢)-Schemata fir ODEs ()
2. Leite (ll) ab und verwende zentralen Diff.quot. 2. Ordnung

22 08102019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



4. Ordnung

Semidiskretes Problem (gefefy)
0) Mgiig + Kqug = £CJA in R
() Ccuc = Cruy in Ry

Vorgehen

1. Verwende (voneinander unabh.) (6, ¢)-Schemata fir ODEs ()
2. Leite (ll) ab und verwende zentralen Diff.quot. 2. Ordnung

Hybridschema 4. Ordnung

M D7 ug -+ Kg{ughe, + 7° (0 — 15)KqMg" Kg{ugho, = LCqn”
ug+1 ug% _ 5 U?H u?71
2T f 2T

Cc

22 08102019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations
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4. Ordnung

Karlsruhe Institute of Technology

Semidiskretes Problem (gef{cf})
0) Mgiig + Kqug = £CJA in R
(1) Ccuc = Cruy in Ry
Vorgehen

1. Verwende (voneinander unabh.) (6, ¢)-Schemata fir ODEs ()
2. Leite (ll) ab und verwende zentralen Diff.quot. 2. Ordnung
3. Korrekturterm fiir Lagrange-Multiplikator (Sonst nichtmal Ordnung 2!)

Hybridschema 4. Ordnung

M D7 ug + Kg{ughe, + 7° (0 — 15)KqMg " (Kg{ugle, + C4117) = LCqII"

n-+1 n—1 n+1 n—1
Uc —Ug _ Cf uf uf
27 2T

Cc
Anmerkung Umbenennung A" ~» I1", da nicht mehr A approximiert wird

08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



4. Ordnung - Energieerhaltung A
Hybridschema 4. Ordnung (gefefy)

() MgD2uf+KgfuGle, +7°(0g — 15)KgMg ' (Kg{ugly, + CJI") = CImI”

ug+1 _ ug—1 & u;7+1 _ u?—1
= ¥f

o Co™ 51 2t

Problem Ldsung erhélt “naive” Energie nicht!

a Keine Elimination der Lagrange Multiplikator-Termen

® Grund Korrekturterm

23 08102019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations
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4. Ordnung - Energieerhaltung

Karlsruhe Institute of Technology

Hybridschema 4. Ordnung (gef{cf})
() MgD2uf+KgfuGle, +7°(0g — 15)KgMg ' (Kg{ugly, + CJI") = CImI”
ug+1 _ ug—1 B u;7+1 _ u?—1
(I Ce 27 = 27
Problem Ldsung erhélt “naive” Energie nicht!
a Keine Elimination der Lagrange Multiplikator-Terme
a Grund Korrekturterm
Lésung Betrachte modifizierte Energie!
Mg =1, "M
g = lg + 72(8g — 15)KqMg ", lg: Einheitsmatrix auf Qg

Mg = Mg+ 72(0 — DK+ 1(0g — 1) (9q — %)KqM?Kq

08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations.



4. Ordnung - Energieerhaltung
Hybridschema 4. Ordnung (gef{cf})

Karlsruhe Institute of Technology

() MgD2uf+KgfuGle, +7°(0g — 15)KgMg ' (Kg{ugly, + CJI") = CImI”

ug+1 _ ug—1 u;7+1 _ u?—1
f

=C

h R — 27

Proposition. Lésung erfillt EfTIE _ghm1/2

=0
T 2
(lullz = u- Au)
mit
nt1 _ yn |2 n+1 o g0 |2
grttre _ 1 Ug" —Ug Ug" +Ug
o 2 T _ 2
qe{c.f} M, Kq

PO
M, =i;'M,
g = lg+72(8g — 15)KqMg ", lg: Einheitsmatrix auf Qg

Mg = Mg+ 72(0 — DK+ 1(0g — 15) (9q — %)KqM?Kq

23 08102019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations



4. Ordnung - Energie & Stabilitat AT

Karlsruhe Institute of Technology

Proposition. Falls Energie £"'/2 positiv ist und 6, ¢ > 1/4, gilt gelcf)
U+ g < V2l + 75 (64) /2612

Beweis. Verwende “high-frequency” Projektor Pg = ):ZV:"La (Mgx - v) v, mit
a v, EVvon Kg bzgl. Mg mit EW p, (aufsteigend sortiert)

® Ng Anzahl EVen

m L, kleinste Zahl mit y;, > «

Schatze Hochfrequenzanteil gegen “pot.”, Niederfrequenzanteil gegen “kin.” Energie ab
(Bendétigt Eigenschaften der involvierten Matrizen (fir 6, ¢ > 1/4))

n+1 _ .1n 2
Ug Ug

T

n+1 n
ugtt +ug
2

2
), 7(0) =2+ /14 (0 — 1)

1

1/2

g =5 )
ge{cf} Kq

24 08102019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations
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4. Ordnung - Energie & Stabilitat AT

Karlsruhe Institute of Technology

Proposition. Falls Energie £"'/2 positiv ist und 6, ¢ > 1/4, gilt ge{cf}

U+ g < V2l + 75 (64) /2612

Proposition. Energie £]"'/2 ist positiv, falls Mq positiv definit ist
(far 6 > 1‘—2 ansonsten muss spezielles T ausgeschlossen werden)

Insbesondere Verfahren stabil, sobald Verfahren auf Teilgebieten stabil sind!

n+1 _ .1n 2
Ug Ug

T

n+1 n
ugtt +ug
2

N

2
), 7(0) =2+ /14 (0 — 1)

gzl Y
ge{cf} Kq

24 08102019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations
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4. Ordnung - Konsistenz A

Karlsruhe Institute of Technology

Proposition. Die Fehler ej = ug(t") —ug und e} = (A(t") + %X(t”)) —-1"
erfillen das num. Schema bis auf t*-Terme, i.e.,

MgDZ e + Kq{el}o, + T2(0g — 15)KqMg ' (Kg{el}y, + Clel) = LClef + O(r*)
Cceg+12 e’ —c e;’+12 ef ge{cf}
T T

Beachte: nur semidiskrete Fehler!
mod. Lagrange Multiplikator

Beweis. Taylor-Entwicklung der semidiskreten Lésung + semidiskretes Problem fir
héhere Ableitungen
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Zusammenfassung, Weiteres & Offenes AT

Zusammenfassung

a Hybrid-Schemata 2. und 4. Ordnung mittels Gebietszerlegung
m Korrekturterm essentiell fir 4. Ordnung (ansonsten <2)

a 0 = ¢ = 0 auf einem Teilgebiet ~» lokal implizit

a Schemata erhalten modifizierte Energie

m Stabilitat = Bedingungen auf Teilgebieten

Weiteres

a Effizienz beschrieben in Paper
a Numerische Experimente bestatigen Theorie & Effizienz
m Direkter Ansatz in Remarks ~» unklar

Offenes

a Volldiskrete Fehleranalyse
m Stabilitat fur lokal implizit 4. Ordnung (generell 8, ¢ < 1/4)
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