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CFL-Bedingung explizite Verfahren bei hyperbolischen PDEs

τ . hmin

→ Gitter-induzierte Steifigkeit

c© Andreas Sturm

Ziel Verfahren mit stabilen Lösungen für größere Schrittweiten

; lokal implizite Verfahren (z.B., siehe Constantins Vortrag für Überblick)
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Homogene, lineare Wellengleichung auf Ω

∂ttu−∇·(α2∇ u) = 0 in Ω×R+

∇ u · n = 0 auf ∂Ω×R+

+ Anfangsbedingungen

n: äußerer Normalenvektor an ∂Ω

α : Ω→ R: Wellengeschwindigkeit, α(x) ≥ α0 > 0

Behandlung von Quellterm/Inhomogenität möglich (siehe Paper)
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Homogene, lineare Wellengleichung auf Ω

Suche u(t) ∈ H1(Ω), sodass ∀v ∈ H1(Ω)(
∂ttu

∣∣ v)+ (α2∇ u
∣∣ ∇ v

)
= 0 in R+

+ Anfangsbedingungen

(
·
∣∣ · ) – L2(Ω)-Skalarprodukt

‖ · ‖ – L2(Ω)-Norm

Energieerhaltung

( Wähle v = ∂tu )

(
E = 1

2 (‖∂t u‖2 + ‖α∇ u‖2)
)dE

dt
= 0
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Ω

∂Ω

nΓ

Γ
Ωc

Ωf

∂Ωc
∂Ωf

c© C.C.

Transmissionsproblem über Γ = Ωc ∩Ωf ( q ∈ {c, f} )

∂ttuq −∇·(α2∇ uq) = 0 in Ωq ×R+

∇ uq · n = 0 auf ∂Ωq \ Γ×R+

α2∇ uc · nΓ = α2∇ uf · nΓ

= λ

auf Γ×R+

uc = uf auf Γ×R+

+ Anfangsbedingungen

λ – Lagrange Multiplikator
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Gebietszerlegung – variationell
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Transmissionsproblem über Γ = Ωc ∩Ωf ( q ∈ {c, f} )

Suche

{
uq ∈ H1(Ωq),

λ(t) ∈ H−1/2(Γ),

}
sodass ∀

{
vq ∈ H1(Ωq)

φ(t) ∈ H−1/2(Γ)

}
:

(
∂ttuq

∣∣ vq
)

q +
(
α2∇ uq

∣∣ ∇ vq
)

q =
(
+− λ

∣∣ vq
)

Γ in R+(
uc
∣∣ φ
)

Γ =
(
uf
∣∣ φ
)

Γ in R+

+ Anfangsbedingungen

(
·
∣∣ · )q – L2(Ωq)-Skalarprodukt(

v
∣∣w)Γ =

∫
Γ

v ·w dσ

Energieerhaltung

dE
dt

= 0
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Raumdiskretisierung – cFEM, dG, . . .
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Approximationsräume uq(t) ∈ Vh,q ( q ∈ {c, f} )

Approximationsräume λ(t) ∈ Λh (erfüllt inf-sup Bed.)

Semidiskretes Problem

Mqüq + Kquq = +−CT
q λ in R+

Ccuc = Cf uf in R+

+ Anfangsbedingungen

Mq : symm. pos. def. Massematrizen

Kq : symm. pos. semidef. Steifigkeitsmatrizen

Cq : Rechtecksmatrizen ( ker Cf ∩ ker Cc = {0} → inf-sup )
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Raumdiskretisierung – Energie
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Semidiskretes Problem

(I) Mqüq + Kquq = +−CT
q λ in R+

(II) Ccuc = Cf uf in R+

Mq : symm. pos. def.

Kq : symm. pos. semidef.

Cq : Rechtecksmatrizen

Semidiskrete Energieerhaltung

dEh

dt
= 0 Eh = 1

2 ∑
q∈{c,f}

(‖u̇q‖2
M,q + |uq |2K ,q)

Beweis.

1. u̇q · (I), Gleichungen für q = {c, f} addieren

2. (II) nach t ableiten

3. 2. in 1. verwenden → λ-Terme verschwinden
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θ- & (θ,ϕ)-Schemata

Hybridschema 2. Ordnung
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Leapfrog & θ-Schema
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Betrachte ODE

Mü + Ku = 0
M symm. pos. def.

K symm. pos. semidef.

Approximation ü(tn) ≈ D2
τ un =

un+1 − 2un + un−1

τ2

Approximation u(tn) ≈

{

un

}θ = θun+1 + (1− 2θ)un + θun−1

; Leapfrog MD2
τ un + K

{

un

}θ

= 0

Idee Ersetze Approximation an u(tn) durch Mittelwert!
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θ-Schema – Eigenschaften
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θ-Schema MD2
τ un + K{un}θ = 0

Verfahren 2. Ordnung

Erhält gestörte Energie

θ = 0 ; Leapfrog (→ “explizit”, falls M nett, z.B. mass lumping, dG)

θ 6= 0 ; implizit

θ ≥ 1
4 ; unbeschränkt stabil

θ = 1
12 ; Verfahren 4. Ordnung! (eliminiert τ2-Term in Taylor)

Idee Modifiziere Leapfrog ; eliminiere τ2-Term ; “modified equation” Ansatz

D2
τ un =

un+1 − 2un + un−1

τ2 {un}θ = θun+1 + (1− 2θ)un + θun−1
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Modified equation
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“Modified equation”

MD2
τ un + Kun − τ2

12 KM−1Kun = 0

Explizit (falls M nett, z.B. mass lumping, dG)

Verfahren 4. Ordnung (ODE ; τ2

12 KM−1Ku(tn) = τ2

12 Md4
t u(tn) ; τ2-Term)

Erhält gestörte Energie

Idee Wende “modified equation” Ansatz auf θ-Schema an

D2
τ un =

un+1 − 2un + un−1

τ2 {un}θ = θun+1 + (1− 2θ)un + θun−1
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(θ,ϕ)-Schema

14 08.10.2019 - Fourth-order energy-preserving locally implicit time discretization for linear wave equations

KIT

(θ,ϕ)-Schema

MD2
τ un + K{un}θ + τ2(θ− 1

12

)
KM−1K{un}ϕ = 0

Verfahren 4. Ordnung

Erhält gestörte Energie

(θ, ϕ) = (0,0) ; modified equation

(θ, ϕ) 6= (0,0) ; implizit

θ, ϕ ≥ 1
4 ; unbeschränkt stabil

Stabilität für andere (θ, ϕ) ; Chabassier, Imperiale: Study of θ schemes

D2
τ un =

un+1 − 2un + un−1

τ2 {un}θ = θun+1 + (1− 2θ)un + θun−1



Energieerhaltung
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θ- und (θ,ϕ)-Schemata erfüllen

En+1/2
h − En−1/2

h
τ

= 0

mit

En+1/2
h =

1
2

∥∥∥∥un+1 − un

τ

∥∥∥∥2

M̃
+

1
2

∥∥∥∥un+1 + un

2

∥∥∥∥2

K̃

(‖u‖2
A = u ·Au)

θ-Schema

M̃ = M + τ2(θ − 1
4 )K

K̃ = K

(θ,ϕ)-Schema

M̃ = M + τ2(θ − 1
4 )K + τ4(θ − 1

12 )(ϕ− 1
4 )KM−1K

K̃ = K + τ2(θ − 1
12 )KM−1K

Beachte M̃ und K̃ nicht zwingend positiv! ; ggf. CFL
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2. Ordnung
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Semidiskretes Problem ( q ∈ {c, f} )

(I) Mqüq + Kquq = +−CT
q λ in R+

(II) Ccuc = Cf uf in R+

Vorgehen

1. Verwende (voneinander unabh.) θ-Schemata für ODEs (I) (und λ(tn) ≈ λn)

2. Leite (II) ab und verwende zentralen Diff.quot. 2. Ordnung

Hybridschema 2. Ordnung

MqD2
τ un

q + Kq{un
q}θq = +−CT

q λn

Cc
un+1

c − un−1
c

2τ
= Cf

un+1
f − un−1

f
2τ

z.B. θc = 0, θf =
1
4 ; expl. auf grobem Gebiet, stabil auf feinem Gebiet
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2. Ordnung – Energieerhaltung
Hybridschema 2. Ordnung ( q ∈ {c, f} )
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(I) MqD2
τ un

q + Kq{un
q}θq = +−CT

q λn

(II) Cc
un+1

c − un−1
c

2τ
= Cf

un+1
f − un−1

f
2τ

Proposition. Lösung erfüllt En+1/2
h − En−1/2

h
τ

= 0

mit

En+1/2
h =

1
2 ∑

q∈{c,f}

∥∥∥∥∥un+1
q − un

q

τ

∥∥∥∥∥
2

M̃q

+

∥∥∥∥∥un+1
q + un

q

2

∥∥∥∥∥
2

Kq


M̃q = Mq + τ2(θq − 1

4 )Kq

(‖u‖2
A = u ·Au)

Beweis. Multipliziere (I) mit
un+1

q −un−1
q

2τ und (II) mit λn ; λn-Terme fallen weg.
Elementare Umformungen + Standard Energietechnik liefern Behauptung.
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2. Ordnung – Energie & Stabilität
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Proposition. Falls Energie En+1/2
h positiv ist, gilt q ∈ {c, f}

‖un+1
q ‖Mq ≤ ‖u

0
q‖Mq + 4tn+1

√
E1/2

h

Korollar. Energie En+1/2
h ist positiv, falls M̃q = Mq + τ2(θq − 1

4 )Kq positiv definit
sind

Insbesondere Verfahren stabil, sobald Verfahren auf Teilgebieten stabil sind!

En+1/2
h = 1

2 ∑
q∈{c,f}

(∥∥∥∥ un+1
q −un

q
τ

∥∥∥∥2

M̃q

+

∥∥∥∥ un+1
q +un

q
2

∥∥∥∥2

Kq

)
, M̃q = Mq + τ2(θq − 1

4 )Kq



2. Ordnung – Konsistenz
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Proposition. Die Fehler en
q = uq(tn)− un

q und en
λ = λ(tn)− λn erfüllen

MqD2
τ en

q + Kq{en
q}θq = +−CT

q en
λ + τ2rq(tn) +O(τ4)

Cc
en+1

c − en−1
c

2τ
= Cf

en+1
f − en−1

f
2τ

q ∈ {c, f}

mit
rq(tn) =

(
θq − 1

12

)(
KqM−1

q
(
Kuq(tn)−CT

q λ(tn)
))
− 1

12 CT
q λ̈(tn)

Beachte: nur semidiskrete Fehler!

Beweis. Taylor-Entwicklung der semidiskreten Lösung + semidiskretes Problem für
höhere Ableitungen
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Gebietszerlegung & Ortsdiskretisierung

θ- & (θ,ϕ)-Schemata

Hybridschema 2. Ordnung

Hybridschema 4. Ordnung



4. Ordnung
Semidiskretes Problem ( q ∈ {c, f} )
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(I) Mq üq + Kquq = +−CT
q λ in R+

(II) Ccuc = Cf uf in R+

Vorgehen

1. Verwende (voneinander unabh.) (θ, ϕ)-Schemata für ODEs (I)

2. Leite (II) ab und verwende zentralen Diff.quot. 2. Ordnung

3. Korrekturterm für Lagrange-Multiplikator (Sonst nichtmal Ordnung 2!)

Hybridschema 4. Ordnung

MqD2
τ un

q + Kq{un
q}θq + τ2(θq − 1

12

)
KqM−1

q

(

Kq{un
q}ϕq

+−CT
q Πn)

= +−CT
q Πn

Cc
un+1

c − un−1
c

2τ
= Cf

un+1
f − un−1

f
2τ

Anmerkung Umbenennung λn ; Πn, da nicht mehr λ approximiert wird
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Hybridschema 4. Ordnung

MqD2
τ un

q + Kq{un
q}θq + τ2(θq − 1

12

)
KqM−1

q

(

Kq{un
q}ϕq

+−CT
q Πn)

= +−CT
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(I) Mq üq + Kquq = +−CT
q λ in R+

(II) Ccuc = Cf uf in R+

Vorgehen

1. Verwende (voneinander unabh.) (θ, ϕ)-Schemata für ODEs (I)

2. Leite (II) ab und verwende zentralen Diff.quot. 2. Ordnung

3. Korrekturterm für Lagrange-Multiplikator (Sonst nichtmal Ordnung 2!)

Hybridschema 4. Ordnung

MqD2
τ un

q + Kq{un
q}θq + τ2(θq − 1

12

)
KqM−1

q
(
Kq{un

q}ϕq +−CT
q Πn) = +−CT

q Πn

Cc
un+1

c − un−1
c

2τ
= Cf

un+1
f − un−1

f
2τ

Anmerkung Umbenennung λn ; Πn, da nicht mehr λ approximiert wird



4. Ordnung – Energieerhaltung
Hybridschema 4. Ordnung ( q ∈ {c, f} )
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(I) MqD2
τ un

q + Kq{un
q}θq + τ2(θq − 1

12

)
KqM−1

q
(
Kq{un

q}ϕq +−CT
q Πn) = +−CT

q Πn

(II) Cc
un+1

c − un−1
c

2τ
= Cf

un+1
f − un−1

f
2τ

Problem Lösung erhält “naive” Energie nicht!

Keine Elimination der Lagrange Multiplikator-Termen

Grund Korrekturterm



4. Ordnung – Energieerhaltung
Hybridschema 4. Ordnung ( q ∈ {c, f} )
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(I) MqD2
τ un

q + Kq{un
q}θq + τ2(θq − 1

12

)
KqM−1

q
(
Kq{un

q}ϕq +−CT
q Πn) = +−CT

q Πn

(II) Cc
un+1

c − un−1
c

2τ
= Cf

un+1
f − un−1

f
2τ

Problem Lösung erhält “naive” Energie nicht!

Keine Elimination der Lagrange Multiplikator-Terme

Grund Korrekturterm

Lösung Betrachte modifizierte Energie!

M̂q = Ĩ−1
q M̃q

Ĩq = Iq + τ2(θq − 1
12 )KqM−1

q , Iq : Einheitsmatrix auf Ωq

M̃q = Mq + τ2(θq − 1
4 )Kq + τ4(θq − 1

12 )(ϕq − 1
4 )KqM−1

q Kq



4. Ordnung – Energieerhaltung
Hybridschema 4. Ordnung ( q ∈ {c, f} )
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(I) MqD2
τ un

q + Kq{un
q}θq + τ2(θq − 1

12

)
KqM−1

q
(
Kq{un

q}ϕq +−CT
q Πn) = +−CT

q Πn

(II) Cc
un+1

c − un−1
c

2τ
= Cf

un+1
f − un−1

f
2τ

(‖u‖2
A = u ·Au)

Proposition. Lösung erfüllt En+1/2
h − En−1/2

h
τ

= 0

mit

En+1/2
h =

1
2 ∑

q∈{c,f}

∥∥∥∥∥un+1
q − un

q

τ

∥∥∥∥∥
2

M̂q

+

∥∥∥∥∥un+1
q + un

q

2

∥∥∥∥∥
2

Kq



M̂q = Ĩ−1
q M̃q

Ĩq = Iq + τ2(θq − 1
12 )KqM−1

q , Iq : Einheitsmatrix auf Ωq

M̃q = Mq + τ2(θq − 1
4 )Kq + τ4(θq − 1

12 )(ϕq − 1
4 )KqM−1

q Kq



4. Ordnung – Energie & Stabilität
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Proposition. Falls Energie En+1/2
h positiv ist und θ, ϕ ≥ 1/4, gilt q ∈ {c, f}

‖un+1
q ‖Mq ≤

√
2‖u0

q‖Mq + tn+1η(θq)
√

2E1/2
h

Beweis. Verwende “high-frequency” Projektor Pα
q = ∑

Nq
`=Lα

(Mqx · v`)v` mit

v` EV von Kq bzgl. Mq mit EW µ` (aufsteigend sortiert)

Nq Anzahl EVen

Lα kleinste Zahl mit µLα
≥ α

Schätze Hochfrequenzanteil gegen “pot.”, Niederfrequenzanteil gegen “kin.” Energie ab
(Benötigt Eigenschaften der involvierten Matrizen (für θ, ϕ ≥ 1/4))

En+1/2
h =

1
2 ∑

q∈{c,f}

∥∥∥∥∥un+1
q − un

q

τ

∥∥∥∥∥
2

M̂q

+

∥∥∥∥∥un+1
q + un

q

2

∥∥∥∥∥
2

Kq

 , η(θ) = 2 +
√

1 + (θ − 1
12 )
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Proposition. Falls Energie En+1/2
h positiv ist und θ, ϕ ≥ 1/4, gilt q ∈ {c, f}

‖un+1
q ‖Mq ≤

√
2‖u0

q‖Mq + tn+1η(θq)
√

2E1/2
h

Proposition. Energie En+1/2
h ist positiv, falls M̂q positiv definit ist

(für θq ≥ 1
12 , ansonsten muss spezielles τ ausgeschlossen werden)

Insbesondere Verfahren stabil, sobald Verfahren auf Teilgebieten stabil sind!

En+1/2
h =

1
2 ∑

q∈{c,f}

∥∥∥∥∥un+1
q − un

q

τ

∥∥∥∥∥
2

M̂q

+

∥∥∥∥∥un+1
q + un

q

2

∥∥∥∥∥
2

Kq

 , η(θ) = 2 +
√

1 + (θ − 1
12 )
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Proposition. Die Fehler en
q = uq(tn)− un

q und en
λ =

(
λ(tn) + τ2

12 λ̈(tn)
)
−Πn

erfüllen das num. Schema bis auf τ4-Terme, i.e.,

MqD2
τ en

q + Kq{en
q}θq + τ2(θq − 1

12 )KqM−1
q
(
Kq{en

q}ϕq +−CT
q en

λ

)
= +−CT

q en
λ +O(τ4)

Cc
en+1

c − en−1
c

2τ
= Cf

en+1
f − en−1

f
2τ

q ∈ {c, f}

Beachte: nur semidiskrete Fehler!
Beachte: mod. Lagrange Multiplikator

Beweis. Taylor-Entwicklung der semidiskreten Lösung + semidiskretes Problem für
höhere Ableitungen



Zusammenfassung, Weiteres & Offenes
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Zusammenfassung

Hybrid-Schemata 2. und 4. Ordnung mittels Gebietszerlegung

Korrekturterm essentiell für 4. Ordnung (ansonsten <2)

θ = ϕ = 0 auf einem Teilgebiet ; lokal implizit

Schemata erhalten modifizierte Energie

Stabilität =̂ Bedingungen auf Teilgebieten

Weiteres

Effizienz beschrieben in Paper

Numerische Experimente bestätigen Theorie & Effizienz

Direkter Ansatz in Remarks ; unklar

Offenes

Volldiskrete Fehleranalyse

Stabilität für lokal implizit 4. Ordnung (generell θ, ϕ ≤ 1/4)
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