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Problemstellung

Nichtlineare Evolutionsgleichung
u'(t) = F(u(t)), u(0)=u

im (reellen) Hilbertraum H mit F: D (F) — H maximal dissipativ.

Gesucht: ,,Lésung” u(t) bzw. die Halbgruppe £ mit
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Problemstellung

Nichtlineare Evolutionsgleichung
u'(t) = F(u(t)), u(0)=uo
im (reellen) Hilbertraum H mit F: D (F) — H maximal dissipativ.

Definition 1 Ay (0 ()
F heiBt /j T-FF g
m dissipativ, falls‘(F(u) —F(v),u—v)y < O‘fﬂr alle u,v € D(F). VYzsp
= maximal dissipativ, falls zusatzlich |R(I — 7F) = H fir ein 7 > 0.7
9«;&,’6_,: \"Su\j :
Definition 2

F heiBt maximal shift-dissipativ, falls F — /I maximal dissipativ fir ein
L > 0.

w = E?(u] - @zuvjf LN
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Vergleich mit linearem Fall ﬂ(IT

Theorem 3 (Lumer Phillips) wold bl .

i
Sei H ein Hilbertraum und A: D(A) — H ein linearer Operator. Dann
erzeugt A genau dann eine Kontraktionshalbgruppe, falls

» A dissipativ ist, d.h. (Au, u)y < 0 fiir alle u € D(A).
m es existiert ein 7 > 0 mit R(I—TA) = H. =Y /4 uqusJ(oSS&m .

J dedd B Uepoceer 2l oS

Definition 1
F heil3t

w dissipativ, falls (F(u) — F(v), u—v)y <0 fir alle u,v € D(F).
® maximal dissipativ, falls zuséatzlich R(1 — 7F) = H fiir ein 7 > 0.
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Beispiele - Teil | ﬂ(IT

Reaktions-Diffusionsgleichung mit H = L?(Q))

)= 0 Lty

e e diss. Flaqn | Forel=1x %

hss, Fost wen, Rllnd 5 (Tekv-TFe9)-(Km) <O i~ elt
=S <T(u)-7(v>lu—v>Lz= 551 \/ o2 «O

€3 — )
v_oi—&_ Qa..‘t?O,%eL?. (ete u-T+(U)=% (=’u+'t(ulf‘-u-—%
(Eban:  Qiuka Sade arg Fuuloual |, Vowtabiouskd . Mrbly Taowel,
wl OF) = (K, ‘VJJi..J‘oc« el
(b<«¥)

Vounge:  and Sl Voo .
wre Yol = [ 1 5107 - 10 - ol
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Beispiele - Teil I AT

Gedampfte Wellengleichung in H = H} (Q) x L2(Q):

wt = q(t)\ _ v(t) . L
- (V/(t)) N (Aq(t) — |V(t)|plv(t)) = Au ()
F() < ($§Lw\ e r(\,\ TR SV lasee q- A

¢ —Eud

o dsss. (T(a]-T(J).U~\13H= <\l‘(\,)~.[(c\,v-330&0

.\:_D:-g- Wi olen

q"(t) = Aq(t) — |q'(t)[P~1 ¢'(t)
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Beispiele - Teil 111 AT

Maxwell-Gleichungen in H = L?(Q) x L?(Q):
E'(t)\ _ [ curl H(t) f(E(t), H(t))
(H'(t)> a (— CUﬂE(f)> N (g(E(t)v H(t))>

dissipativ fur f = f(E), g = g(H), f, g monoton fallend
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Problemstellung - '&9\)
Mengenwertige Operatoren
Resolvente

Wofiir mengenwertig?
Yoshida Approximation
Cauchy Problem

Cayley Transformation und Stabilitat
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Mengenwertige Operatoren ﬂ(IT

. . . (@) 2<co
Beispiel (Subdifferential) Vp DR S { :
2 r 27(0 ﬁs/

-]

Ssdell) £ Shgugpn e Wik Torpuite vl (1

o 1 2 €O
(@) ‘—'{[o,nj . 2:=0 — A;

A 270
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Mengenwertige Operatoren ﬂ(IT

Definition 4

Sei F C H x H. Definiere - wind Zen Funlibma Qull 3(,7
a Definitionsbereich D(F) = {x € H: 3y € H mit [x,y] € F}

® Bild R(F) ={y € H:3x € Hmit [x,y] € F}

m Inverse F~1 = {[y,x] : [x,y] € F}

Beispiel (Subdifferential)

0 -0 07 z<0
z
f:z—>{' Oof:z—4[0,1], z=0
z, z>0

17 z>0
Tel. 7 i dissipoten | falt ¢ L Ng-Ta, K-,-k,.ﬁw €O YD F

—

Rsp. 4,20, %220 | y.edxflxa To.sT, - e 1%=) = §43
= <z Ja, 2%, 20 2~ - &SS?VA(\/_

o 26

4 ﬂu»\\.\
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Resolvente Rf, (g =0 ﬂ(IT

Resolvente fiir F maximal dissipativ und 7 > 0
Re=(I-7F)"

4. F -.:'i‘ m»v,..wc.\.a: ?—;(7) (c',“s-.--a Yo, ¥ - TECk) 5y
a) Egiseny dudd ‘\,a-nkg cond
) End, ik ~tFm) - (z-TFNOC

= k-3 e v OFG-TORN0

3 ((%~2¢ £ 25 u(:éfy’.;rz wcd Ul A

-9 g K~ 2, FlK)-TFCRD
v——\/
6]

2. F wepewndy oecele R dued e Fx)
AR b Scelon, el 8 Re: Mo YT e Fanbbon

m...‘e’v{ ““’“FM w«.\’ta .
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Mengenwertige Fortsetzung ﬂ(IT

Proposition 5

Sei F C H x H maximal dissipativ, G C H x H dissipativ und eine
Fortsetzung von F, d.h.

D(F) CD(G) und F (x) = G (x) fiir alle x € D(F).

Dann ist F = G.
/{/(w\,ad.‘ ('F V\ﬂ tha' oled waed . OL‘§|">&&\'\/_

T.Da»-‘ QK. waoth Cunal 2la %uuw
(edle) Foobry dra dss. 39
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Mengenwertige Fortsetzung ﬂ(IT

Proposition 6 ~~ AQ%SJ(omL@ﬂ
Sei F maximal dissipativ, [xp, yn| € F mit x, — x und y, — y in H.
(a) Falls lim (x,,,y,,)g (x,y) = x€D(F)undy € F(x). £ {[«~J)eF
(b) xn = x odery, =y = x € D(F) und y € F (x).
(dos ist wodl &f | Flls G andl

(e Tobiee Gz Folxad womuwcty @i odond )

el 2e G 3 &-’SQ:QM\‘»,

RS oG £ [x) €7,

~ @\09.3' WSS W%‘Mw‘d’i Lowwiosee wechu,

Ab hier braucht man dann keine mengenwertigen Operatoren mehr.
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Yoshida Approximation, /; =0

Yoshida Approximation : _
Fr=2(Re—1) , D(Fe) <H.

A 1 50
R ,(/(Ut‘\ra\\'b\- (T““.J‘) ‘I(' =z g( PO A ) P 7 ( 3(«') -j/o)) -~ f(o)
= S :

, -, 2 -7
WO‘ a(nlt:c) g "'(n.tﬂ"l[:o = f .

A woivel oucd tan Wheavar, S s’*“«h'f 2 loonth,
do, (G
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Yoshida Approximation, /; =0

:‘_Q(_' i:_((‘{?‘F"I )

Proposition 7

Sei F maximal dissipativ und F,, die Yosida-Approximation. Dann gilt:
'\)

(a) Fiir alle o > 0 ist F,, maximal dissipativ und Lipschitz mit

(b) (Fa)p = Fatp fiir alle o, 8 > 0.

(c) Fiir jedes x € D(A) gilt: — -
o |[FaC)|l A/ NF(x)|| und Fa(x) — F(x) fﬁra%O?S "Fu OF
o [[Fa(x) = FG)I? < IFGI? = 1Fa ()11

(lonan: - F (T (31) = 5 [ oF (Re)) - Ry el « Rp o) ] = £ (V- x) = Fxle)

= - x ¢y Rplel « X Flk)

ca () i Rog. 6 elaled vecwondti |
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Cauchy Problem ﬂ(IT

Idee: Anstatt
u = F(u) (1)

betrachte die regularisierte Gleichung

v = Fr(uy) (2)

. Da Tr yobak CGoadift 183, ex T Rstes 750 @i
(oSS Lc“:s«»h e owd [O07] | (Recwe. ()

. FF\,CAZE'. W s ?&QS\‘&.( G;* ((L‘>C)7. ("?c SF)
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Cauchy Problem ﬂ(IT

Proposition 8

Seiug € D(F), T >0 und zu o« > 0 sei u,, die Lésung von (2). Dann gilt
llita ()| = l| Fax (i (£)) [| < [|Fax (i0) | < |F (o) |

und 3! u € C([0, T], H), sodass fiir alle a > 0 und t € [0, T| gilt:

N S(bky_ 15:'““

lua(t) — u(t)|| < <a2T>1/2 IF (uo) ||~ Ueev- rofe

(log: T+ dx(dl= Fo (vl 33 Ty
— «

. 4 f loadt) - aac® £ O

{u-0 a/\_/ QJCLM Q&M

(Foclattt = N (11 & 1 Foc o)l < UF (uwolll fe o
uy /0!
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Cauchy Problem

4 -
2.3 Z,éf  uxd1 - Up“)llz c.. ¢ K:p) §F (o

Ladex .

:"}) - Candly “1_'0(“32 iw C(f6,T] H)
~ 3 Qerreat we CrrorIH)
P50 tukd disliey
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Starke Losung ﬂ(IT

Theorem 9  ~ Wwa}zgu&ml

Sei F: D(F) — H ein maximal dissipativer Operator.

(a) Fiir alle ug € D(F) 3! absolut stetige Funktion u: [0,00) — H mit
u(0) = up , u(t) € D(F) fir alle t > 0 und

u'(t) = F (u(t)) [fir fast alle t >0

(b) t— F (u(t)) rechtsseitig stetig, t — ||F (u(t)) || monoton fallend. Weiter

ist u|Lipschitz mit

[l o2 (0,00,H) < IIF (o) |l

(c) Dt u(t) := hl_i)rgJr F(u(t+h) —u(t)) = F (u(t)) fiir alle t > 0.

sehr technischer Beweis 7.5 Sl
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Cayley Transformation, /F >0 ﬂ(IT

Ce=(I+%F)(I-%F)7!

- - 2 _ - _ - -
@ v (T« T - (T LRI = (k-0 s %u t-()‘)—l-(‘-,\llzyt' CFer1-TCq), €5

T -

= “(I"%?)(k)- (’1-;‘0»
o “'2 « 2T €z ﬂ}<-7"7
Was (T-eFY) (,/
@ Ccgs) - Cala T & (s 70 & 2elg Ut Ry ) = g (9)

)(‘llllz + 20 <TG .. D

1

A
c (lk-7(lz{/l « %l et )
37:67 GPS‘L‘-}M’“Sl-
vewn C.’T.-

(F(u) = F(v),u—v)g < L |lu—v|3, Tl <1
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Peaceman-Rachford Schema 2+ o'z (co« 7\ AT
Zeitschritt gegeben durch C

nss = Slun) = (1= 37 (T30 1= 30 (14 5Fln |
Skl SH(K) = Re C Crnr C (T+5F) (k)
— SRS Cz (T-E%)x)

< ;v
U(}S'GL'Q‘ T wn Sl

S(T-TF) (wlhe) ) = (T- 3F) (SGUn) 20 (%)

(VAR]
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