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Problemstellung
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Nichtlineare Evolutionsgleichung

u′(t) = F (u(t)) , u(0) = u0

im (reellen) Hilbertraum H mit F : D (F )→ H maximal dissipativ.

Gesucht: „Lösung“ u(t) bzw. die Halbgruppe L mit

L(u0) :

{
R+ → H
t 7→ u(t)
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Problemstellung
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Nichtlineare Evolutionsgleichung

u′(t) = F (u(t)) , u(0) = u0

im (reellen) Hilbertraum H mit F : D (F )→ H maximal dissipativ.

Definition 1
F heißt

dissipativ, falls 〈F (u)− F (v), u − v〉H ≤ 0 für alle u, v ∈ D(F ).
maximal dissipativ, falls zusätzlich R(I− τF ) = H für ein τ > 0.

Definition 2
F heißt maximal shift-dissipativ, falls F − `F I maximal dissipativ für ein
`F > 0.
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Vergleich mit linearem Fall
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Theorem 3 (Lumer Phillips)
Sei H ein Hilbertraum und A : D(A)→ H ein linearer Operator. Dann
erzeugt A genau dann eine Kontraktionshalbgruppe, falls

A dissipativ ist, d.h. 〈Au, u〉H ≤ 0 für alle u ∈ D(A).
es existiert ein τ > 0 mit R(I− τA) = H.

Definition 1
F heißt

dissipativ, falls 〈F (u)− F (v), u − v〉H ≤ 0 für alle u, v ∈ D(F ).
maximal dissipativ, falls zusätzlich R(I− τF ) = H für ein τ > 0.
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Beispiele - Teil I
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Reaktions-Diffusionsgleichung mit H = L2(Ω)

u′(t) = ∆u(t)− |u(t)|p−1u(t)

monoton fallend
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Beispiele - Teil II
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Gedämpfte Wellengleichung in H = H1
0 (Ω)× L2(Ω):(

q′(t)
v ′(t)

)
=

(
v(t)

∆q(t)− |v(t)|p−1v(t)

)

q′′(t) = ∆q(t)− |q′(t)|p−1 q′(t)
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Beispiele - Teil III
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Maxwell-Gleichungen in H = L2(Ω)× L2(Ω):(
E ′(t)
H ′(t)

)
=

(
curl H(t)
− curl E (t)

)
+

(
f (E (t), H(t))
g (E (t), H(t))

)
dissipativ für f = f (E ), g = g(H), f , g monoton fallend



Outline
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Problemstellung

Mengenwertige Operatoren

Resolvente

Wofür mengenwertig?

Yoshida Approximation

Cauchy Problem

Cayley Transformation und Stabilität
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Mengenwertige Operatoren
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Beispiel (Subdifferential)
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Mengenwertige Operatoren
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Definition 4
Sei F ⊆ H ×H. Definiere

Definitionsbereich D(F ) = {x ∈ H : ∃y ∈ H mit [x , y ] ∈ F}
Bild R(F ) = {y ∈ H : ∃x ∈ H mit [x , y ] ∈ F}
Inverse F−1 = {[y , x ] : [x , y ] ∈ F}

Beispiel (Subdifferential)

f : z →
{
0, z < 0
z , z ≥ 0

∂f : z →


0, z < 0
[0, 1], z = 0
1, z > 0
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Resolvente RF , `F = 0
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Resolvente für F maximal dissipativ und τ > 0

RF = (I− τF )−1
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Mengenwertige Fortsetzung
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Proposition 5
Sei F ⊆ H ×H maximal dissipativ, G ⊆ H ×H dissipativ und eine
Fortsetzung von F , d.h.

D(F ) ⊆ D(G) und F (x) = G (x) für alle x ∈ D(F ).

Dann ist F = G.
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Mengenwertige Fortsetzung
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Proposition 6
Sei F maximal dissipativ, [xn, yn] ∈ F mit xn ⇀ x und yn ⇀ y in H.
(a) Falls lim

n→∞
(xn, yn) = (x , y) =⇒ x ∈ D(F ) und y ∈ F (x).

(b) xn → x oder yn → y =⇒ x ∈ D(F ) und y ∈ F (x).

Ab hier braucht man dann keine mengenwertigen Operatoren mehr.
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Yoshida Approximation, `G = 0
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Yoshida Approximation
Fτ = 1

τ

(
RF − I

)
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Yoshida Approximation, `G = 0
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Proposition 7
Sei F maximal dissipativ und Fα die Yosida-Approximation. Dann gilt:

(a) Für alle α > 0 ist Fα maximal dissipativ und Lipschitz mit Konstante 1
α .

(b) (Fα)β = Fα+β für alle α,β > 0.

(c) Für jedes x ∈ D(A) gilt:
• ‖Fα(x)‖ ↗ ‖F (x)‖ und Fα(x)→ F (x) für α→ 0
• ‖Fα(x)− F (x)‖2 ≤ ‖F (x)‖2 − ‖Fα(x)‖2.
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Cauchy Problem
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Idee: Anstatt
u′ = F (u) (1)

betrachte die regularisierte Gleichung

u′τ = Fτ (uτ ) (2)
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Cauchy Problem
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Proposition 8
Sei u0 ∈ D(F ), T > 0 und zu α > 0 sei uα die Lösung von (2). Dann gilt

‖u̇α(t)‖ = ‖Fα (uα(t)) ‖ ≤ ‖Fα (u0) ‖ ≤ ‖F (u0) ‖

und ∃! u ∈ C([0, T ], H), sodass für alle α > 0 und t ∈ [0, T ] gilt:

‖uα(t)− u(t)‖ ≤
(αT

2

)1/2
‖F (u0) ‖
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Cauchy Problem
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Starke Lösung
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Theorem 9
Sei F : D(F )→ H ein maximal dissipativer Operator.
(a) Für alle u0 ∈ D(F ) ∃! absolut stetige Funktion u : [0,∞)→ H mit

u(0) = u0 , u(t) ∈ D(F ) für alle t ≥ 0 und

u′(t) = F (u(t)) für fast alle t ≥ 0.

(b) t 7→ F (u(t)) rechtsseitig stetig, t 7→ ‖F (u(t)) ‖ monoton fallend. Weiter
ist u Lipschitz mit

‖u̇‖L∞(0,∞,H) ≤ ‖F (u0) ‖

(c) D+u(t) := lim
h→0+

1
h
(
u(t + h)− u(t)

)
= F (u(t)) für alle t ≥ 0.

sehr technischer Beweis
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Cayley Transformation, `F ≥ 0
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CF = (I + τ
2F )(I − τ

2F )−1

〈F (u)− F (v), u − v〉H ≤ `F ‖u − v‖2H , τ`F < 1
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Peaceman-Rachford Schema
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Zeitschritt gegeben durch

un+1 = S(un) = (I − τ
2F )−1 (I + τ

2L) (I − τ
2L)−1 (I + τ

2F )un
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