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CFL-Bedingung bei expliziten Verfahren zur Zeitintegration von
hyperbolischen PDGLs

τ . hmin

Bild von Andreas Sturm

Ziel: effiziente Verfahren mit stabilen Lösungen für größere Schrittweiten



Lokale Zeitschrittverfahren (LTS)
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Idee
grobe Gitterelemente: explizites Verfahren mit Schrittweite τ
feine Gitterelemente:
• bedingungslos stabiles implizites Verfahren mit gleicher Schrittweite τ

lokal implizite Verfahren
• (dasselbe) explizite Verfahren mit kleinerer Schrittweite τ/p (p ∈N)

explizite lokale Zeitschrittverfahren

Literatur
Chabassier, Imperiale 2016 Jonas Vortrag
Piperno 2006, Verwer 2011,...

Discontinuous Galerkin FEM in Ort, Crank–Nicolson-Verfahren kombiniert
mit Leapfrog-Verfahren in Zeit
volldiskrete Stabilitäts- und Fehleranalyse (+ genaue Konstruktion) von
Hochbruck, Sturm 2016, 2019

Grote et al. 2009, 2013, 2015,..., N’Diaye 2017 dieser Vortrag
...
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Wiederholung I: Runge–Kutta-Verfahren

Lokale Zeitschrittverfahren nach Grote et al.

Wiederholung II: Exponentielle Runge–Kutta-Verfahren

Lokale Zeitschrittverfahren mittels exponentiellen Runge–Kutta-Verfahren

Offene Fragen / Probleme
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Runge–Kutta-Verfahren (RKV)
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u′(t) = g(t, u(t)), u(0) = u0

Allgemeines s-stufiges RKV

un+1 = un + τ
s∑

i=1
biU ′ni

U ′ni = g(tn + ciτ , Uni ), i = 1, . . . , s

Uni = un + τ
s∑

j=1
aijU ′nj , i = 1, . . . , s

explizite RKV: aij = 0 für i ≤ j

u(tn+1) = u(tn) + τ

∫ 1

0
g(tn + τ r , u(tn + τ r )) dr



RKV für lineare Probleme
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u′(t) = Au(t) + g(t), u(0) = u0, A linearer Operator

Anwenden von RKV

un+1 = R(τA)un + τ
s∑

i=1
Qi (τA)g(tn + ciτ )

mit
R(z) = 1+ zbT (I − zOι)−11 (Stabilitätsfunktion)

Qi (z) = bT (I − zOι)−1ei , i = 1 . . . , s

explizite RKV: R, Qi Polynome
implizite RKV: R, Qi rationale Funktionen

Oι = (aij )si ,j=1, b =
[
b1 . . . bs

]T , 1 =
[
1 . . . 1

]T
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Allgemeine Vorgehensweise I
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In Raum diskretisierte lineare homogene (hyperbolische) PDGL

u′(t) = Au(t), u(0) = u0

Grote et al. (2009,) 2013, 2015,..., N’Diaye 2017

1 Zerlege u = Pcu+Pf u = u(c) + u(f ), wobei Pc +Pf = I
2 Ansatz (0 ≤ σ ≤ τ)

u(tn + σ) = u(tn) + σ

∫ 1

0
Au(tn + σr ) dr

= u(tn) + σ

∫ 1

0
APcu(tn + σr ) dr + σ

∫ 1

0
APf u(tn + σr ) dr

3 Wende (modifiziertes) explizites Verfahren auf groben Teil an



Allgemeine Vorgehensweise II
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4 Definiere ũ(σ) ≈ u(tn + σ) durch

ũ(σ) = Gc(σ) + σ

∫ 1

0
APf ũ(σr ) dr , ũ(0) = u(tn),

wobei Gc unabhängig von ũ („Inhomogenität“)
5 Differenziere nach σ

ũ′(σ) = APf ũ(σ) + gc(σ), ũ(0) = u(tn),

6 Löse Differentialgleichung durch
p-mal explizites Verfahren mit Schrittweite τ/p (p ∈N)

explizite lokale Zeitschrittverfahren
implizites Verfahren mit Schrittweite τ

lokal implizite Verfahren

7 Setze un+1 = ũ1 ≈ ũ(τ ), wobei un+1 ≈ u(tn+1)



Lokale Zeitschrittverfahren mit RKV
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Differentialgleichung in Schritt 4

ũ′(σ) = APf ũ(σ) + gc(σ), ũ(0) = u(tn)
mit

gc(σ) = APc
s∑

i=1
αi i(σA)i−1u(tn)



Lokale Zeitschrittverfahren mit RKV

11 08. Okober 2019 - Lokale Zeitschrittverfahren

Differentialgleichung in Schritt 4

ũ′(σ) = APf ũ(σ) + gc(σ), ũ(0) = u(tn)
mit

gc(σ) = APc
s∑

i=1
αi i(σA)i−1u(tn)

Explizites RKV p-mal mit Schrittweite τ
p (p ∈N)

un+1 = ū1, wobei ū0 = un,

ū(m+1)/p = R
(

τ
pAPf

)
ūm/p +

τ
p

s∑
i=1

Qi
(

τ
pAPf

)
gc(ciτ ), m = 0, . . . , p − 1

(Grote, Mehlin, Mitkova 2015)



Lokale Zeitschrittverfahren mit RKV
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Differentialgleichung in Schritt 4

ũ′(σ) = APf ũ(σ) + gc(σ), ũ(0) = u(tn)
mit

gc(σ) = APc
s∑

i=1
αi i(σA)i−1u(tn)

Implizites RKV mit Schrittweite τ

un+1 = R(τAPf )un + τ
s∑

i=1
Qi (τAPf )gc(ciτ )

(N’Diaye 2017)
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Exponentielle Runge–Kutta-Verfahren
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u′(t) = Au(t) + g(t, u(t)), u(0) = u0, A linearer Operator

Motivation: Variation-der-Konstanten-Formel

u(tn+1) = eτAu(tn) + τ

∫ 1

0
eτ (1−r)Ag(tn + τ r , u(tn + τ r )) dr

Verfahren

un+1 = eτAun + τ
s∑

i=1
bi (τA)Gni

Gni = g
(
tn + ciτ , Uni )

Uni = eciτAun + τ
s∑

j=1
aij (τA)Gnj

A = 0: normales RKV



Exponentielle RKV für lineare Probleme
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u′(t) = Au(t) + g(t), u(0) = u0

Exponentielle RKV exponentielle Quadraturformel

un+1 = eτAun + τ
s∑

i=1
bi (τA)g(tn + ciτ )

rationale/polynomielle Approximation von eτA, bi (τA)
normales implizites/explizites RKV

RKV: un+1 = R(τA)un + τ
∑s

i=1
Qi (τA)g(tn + ciτ )



Gliederung

15 08. Okober 2019 - Lokale Zeitschrittverfahren

Wiederholung I: Runge–Kutta-Verfahren

Lokale Zeitschrittverfahren nach Grote et al.

Wiederholung II: Exponentielle Runge–Kutta-Verfahren

Lokale Zeitschrittverfahren mittels exponentiellen Runge–Kutta-Verfahren

Offene Fragen / Probleme



Lokale Zeitschrittverfahren mittels exp. RKV I
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In Raum diskretisierte lineare homogene (hyperbolische) PDGL

u′(t) = Au(t), u(0) = u0

1 Teile diskreten Operator A auf

A =

(
Aff Afc
Acf Acc

)
= APf +APc =

(
Aff 0
Acf 0

)
+

(
0 Afc
0 Acc

)
2 Wende exponentielles RKV an mit g(u(t)) = APcu(t)

un+1 = eτAPf un + τ
s∑

i=1
bi (τAPf )(APcUni )

Uni = eciτAPf un + τ
s∑

j=1
aij (τAPf )(APcUnj ), i = 1, . . . , s



Lokale Zeitschrittverfahren mittels exp. RKV II
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3 Ersetze Gleichung für innere Stufen durch Uni = eciτAun

un+1 = eτAPf un + τ
s∑

i=1
bi (τAPf )

(
APceciτAun

)

4 Approximiere eciτA durch „geeignete“ Polynome
5 Approximiere eτAPf und bi (τAPf ) durch

„geeignete“ rationale Funktionen
lokal implizite Verfahren nach N’Diaye

„geeignete“ Polynome und p-maliges Anwenden des Verfahrens mit
Schrittweite τ/p (p ∈N)

explizite lokale Zeitschrittverfahren nach Grote, Mehlin, Mitkova
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Offene Fragen / Probleme I
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Effizienz der Verfahren von Grote, Mehlin, Mitkova 2015
und N’Diaye 2017?

Beispiel: stetige FEM 1D für Laplace-Operator

A =



∗ ∗ 0 0 · · · 0
∗ ∗ ∗ 0 0
0 ∗ ∗ ∗ 0
0 0 ∗ ∗ 0
... . . . ...
0 0 0 0 · · · ∗


RKV mit s Stufen (s − 1) benachbarte grobe Freiheitsgrade zu feinen
Teil

Warum Pc nur einmal, Pf s-mal?



Offene Fragen / Probleme II
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Wahl der Raumdiskretisierung:
• stetige Finite Elemente Methode (FEM)
• Discontinuous Galerkin FEM

Wahl von Pc ,Pf ?
Unterteilung des Gitters/der Freiheitsgrade, sodass CFL-Bedingung nur
vom groben Teil des Gitters

volldiskrete Stabilitäts- und Fehleranalyse
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