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Strang-Splitting

Lineares Anfangswertproblem

Seien A,B ∈ Rm×m und u : R→ Rm.{
u′(t) = (A+ B)u(t) ,

u(0) = u0
(1)

hat die Lösung

u(t) = et(A+B) .
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Strang-Splitting

Konvergenz

• Iterationsvorschrift

un+1 = e
1
2 τBeτAe

1
2 τBun

• lokaler Fehler

eτ(A+B) − e
1
2 τBeτAe

1
2 τB =

1

24
τ 3
(
2[[A,B],A] + [[A,B],B]

)
+O(τ 4)

wobei [A,B] = AB − BA
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Fehlerschranken

Lokaler Fehler, Theorem 1

Es gibt α ≥ 0 mit

||[A,B]v || ≤ c1||(−A)αv ||

für alle v ∈ Rm.

Dann haben wir für den lokalen Fehler des Strang-Splittings die Schranke

||e 1
2 τBeτAe

1
2 τBv − eτ(A+B)v || ≤ C1τ

2||(−A)αv ||

für alle v ∈ Rm. C1 hängt nur von c1 und ||B|| ab.
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Fehlerschranken

Lokaler Fehler, Theorem 1, Beweisskizze

• Variation-der-Konstanten-Formel (Lemma)

eτ(A+B)v = eτAv +

∫ τ

0

esABe(τ−s)(A+B)v ds

• Fehler der Trapezregel (= d) in der ersten Peano-Form schreiben

(Lemma)

• lokaler Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens:

e
1
2 τBeτAe

1
2 τBv − eτ(A+B)v

= eτAv +
1

2
τ
(
BeτA + eτAB

)
v −

(
eτAv +

∫ τ

0

esABe(τ−s)Av ds
)
+ r

=
1

2
τ
(
BeτA + eτAB

)
v −

∫ τ

0

esABe(τ−s)Av ds︸ ︷︷ ︸
=:d

+r

6



Fehlerschranken

Lokaler Fehler, Theorem 1, Beweisskizze

• Variation-der-Konstanten-Formel (Lemma)

eτ(A+B)v = eτAv +

∫ τ

0

esABe(τ−s)(A+B)v ds

• Fehler der Trapezregel (= d) in der ersten Peano-Form schreiben

(Lemma)

• lokaler Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens:

e
1
2 τBeτAe

1
2 τBv − eτ(A+B)v

= eτAv +
1

2
τ
(
BeτA + eτAB

)
v −

(
eτAv +

∫ τ

0

esABe(τ−s)Av ds
)
+ r

=
1

2
τ
(
BeτA + eτAB

)
v −

∫ τ

0

esABe(τ−s)Av ds︸ ︷︷ ︸
=:d

+r

6



Fehlerschranken

Lokaler Fehler, Theorem 1, Beweisskizze

• Variation-der-Konstanten-Formel (Lemma)

eτ(A+B)v = eτAv +

∫ τ

0

esABe(τ−s)(A+B)v ds

• Fehler der Trapezregel (= d) in der ersten Peano-Form schreiben

(Lemma)

• lokaler Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens:

e
1
2 τBeτAe

1
2 τBv − eτ(A+B)v

= eτAv +
1

2
τ
(
BeτA + eτAB

)
v −

(
eτAv +

∫ τ

0

esABe(τ−s)Av ds
)
+ r

=
1

2
τ
(
BeτA + eτAB

)
v −

∫ τ

0

esABe(τ−s)Av ds︸ ︷︷ ︸
=:d

+r

6



Fehlerschranken

Lokaler Fehler, Theorem 2

Es gibt β ≥ 1 ≥ α mit

||[A,B]v || ≤ c1||(−A)αv || und ||[A, [A,B]]v || ≤ c2||(−A)βv ||

für alle v ∈ Rm.

Dann haben wir für den lokalen Fehler des Strang-Splittings die Schranke

||e 1
2 τBeτAe

1
2 τBv − eτ(A+B)v || ≤ C2τ

3||(−A)βv ||

für alle v ∈ Rm. C2 hängt nur von c1, c2 und ||B|| ab.
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Fehlerschranken

Lokaler Fehler, Theorem 2, Beweisskizze

• baut auf dem Beweis von Theorem 1 auf

• Fehler der Trapezregel (= d) in der zweiten Peano-Form schreiben

(Lemma)

• lokaler Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens:

e
1
2 τBeτAe

1
2 τBv − eτ(A+B)v = d + r = d + d̃ + r̃︸ ︷︷ ︸

=r

wobei d̃ =

τ 2

8
(B2eτA+2BeτAB+eτAB2)v−

∫ τ

0

esAB

∫ τ−s

0

eσABe(τ−s−σ)Av dσ ds

• d̃ ist Fehler einer Quadraturformel, welche für konstante Funktionen

exakt ist
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Fehlerschranken

Globaler Fehler, Theorem 3

Es gibt α ≤ β = 1 mit

||[A,B]v || ≤ c1||(−A)αv || und ||[A, [A,B]]v || ≤ c2||(−A)βv ||

für alle v ∈ Rm.

Dann haben wir für den globalen Fehler des Strang-Splittings die

Schranke

||un − u(nτ)|| ≤ Cτ 2 log n ||u0|| (n ≥ 2).

C hängt nur von c1, c2, ||B|| und κ ab.

9



Fehlerschranken

Globaler Fehler, Theorem 3

Es gibt α ≤ β = 1 mit

||[A,B]v || ≤ c1||(−A)αv || und ||[A, [A,B]]v || ≤ c2||(−A)βv ||

für alle v ∈ Rm.

Dann haben wir für den globalen Fehler des Strang-Splittings die

Schranke

||un − u(nτ)|| ≤ Cτ 2 log n ||u0|| (n ≥ 2).

C hängt nur von c1, c2, ||B|| und κ ab.

9



Fehlerschranken

Globaler Fehler, Theorem 3, Beweisskizze

• Teleskopsumme liefert

||un − u(nτ)|| ≤
n−1∑
j=0

||(e 1
2 τBeτAe

1
2 τB − eτ(A+B))u(jτ)||

• Summanden separat abschätzen

• Falls j ≥ 1, Theorem 2 verwenden

• Falls j = 0, zweite Peano-Form wie im Beweis von Theorem 2

verwenden
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Anwendung auf die Schrödingergleichung

Schrödingergleichung

i
∂u(x , t)

∂t
= −4xu(x , t) + V (x)u(x , t) −→

?
i û′(t) = −D2û(t) +Wû(t)

Wärmeleitungsgleichung

∂u(x , t)

∂t
= 4xu(x , t)− V (x)u(x , t) −→

?
û′(t) = D2û(t)−Wû(t)

? Pseudo-Spektralmethode

D = diag
(
(ik)k=−N,...,N−1

)
, W = F2Ndiag

(
V (xl)l=−N,...,N−1

)
F−12N
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Anwendung auf die Schrödingergleichung

Kommutatorschranken

Sei V ∈ C 5((−π, π),R). Dann gilt

||[−D2 + I ,W ]v || ≤ c1 ||(−D2 + I )
1
2 v || , (2)

||[−D2 + I , [−D2 + I ,W ]]v || ≤ c2 ||(−D2 + I )v || (3)

mit Konstanten c1 und c2, die unabhängig von N und v ∈ R2N sind.
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Anwendung auf die Schrödingergleichung

Aus Theorem 1 und Theorem 2 folgt:

Sei V ∈ C 5((−π, π),R).

Dann ist der Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens in der

Pseudo-Spektraldiskretisierung der Schrödingergleichung durch

||un − u(·, nτ)||L2 ≤ Cτ ||u0||H1 ,

||un − u(·, nτ)||L2 ≤ Cτ 2||u0||H2

beschränkt. Die Konstanten C sind unabhängig von N, n, τ und u0.
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Anwendung auf die Schrödingergleichung

Aus Theorem 3 folgt:

Sei V ∈ C 5((−π, π),R) nichtnegativ.

Dann ist der Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens in der

Pseudo-Spektraldiskretisierung der Wärmeleitungsgleichung durch

||un − u(·, nτ)||L2 ≤ Cτ 2 log(n)||u0||L2

beschränkt. Die Konstanten C sind unabhängig von N, n, τ und u0.

14



Fazit

Implementierung in Python

• scharfe Fehlerschranken

Unbeschränkte Operatoren

• Spezialfall: Matrizen

Fehlerschranken X

• Schwerpunkt der Bachelorarbeit: Beweise
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Vielen Dank!
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