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Strang-Splitting

Lineares Anfangswertproblem

Seien A,B € R™*™ und uv: R — R™,

{ u(t) = (A+ B)u(t),

u(0) = up

hat die Losung
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Strang-Splitting

Konvergenz

o lterationsvorschrift

1 1
Upp1 = e2TBeTAeZTBu,,

o lokaler Fehler

1
eT(A+B) _ g37BgTAG3TB _ ﬂ# (2[[A, B, Al + [[A, B], B]) + O(1%)

wobei [A, B] = AB — BA
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Lokaler Fehler, Theorem 1

Es gibt a > 0 mit
I[A, B]v|| < a[(=A)*v]|

fir alle v € R™.



Fehlerschranken

Lokaler Fehler, Theorem 1

Es gibt a > 0 mit
I[A, B]v|| < a[(=A)*v]|

fir alle v € R™.

Dann haben wir fiir den lokalen Fehler des Strang-Splittings die Schranke
He%TBeTAe%TBV _ eT(A+B)VH < C1T2||(—A)(¥VH

fiir alle v € R™. C; hangt nur von ¢; und ||B|| ab.
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Fehlerschranken

Lokaler Fehler, Theorem 1, Beweisskizze

o Variation-der-Konstanten-Formel (Lemma)

cTAB), _ A, /T A Be(TS)(ATB) |, ds
0

o Fehler der Trapezregel (= d) in der ersten Peano-Form schreiben
(Lemma)

o lokaler Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens:

e%TBeTAe%TBV _ eT(A+B)V

=ehv+ %T(BGTA L eTAB)v = (eTAv = / e Be(T=9)Ay ds) + r
0

1 T
= ET(BGTA +e™B)v — / e Bel™ Ay ds +r
0

=:d 6
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Fehlerschranken

Lokaler Fehler, Theorem 2
Esgibt 8> 1> a mit
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fir alle v € R™.

Dann haben wir fiir den lokalen Fehler des Strang-Splittings die Schranke
He%TBeTAe%TBV o eT(A+B)VH < C27'3H(—A)’8V||

fiir alle v € R™. G, hangt nur von ¢;, ¢ und ||B]| ab.
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Fehlerschranken

Lokaler Fehler, Theorem 2, Beweisskizze

e baut auf dem Beweis von Theorem 1 auf

o Fehler der Trapezregel (= d) in der zweiten Peano-Form schreiben

(Lemma)

o lokaler Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens:

@3 BeTAe3™By, _ oTATB), g4 —d 4+ d+F
~——

=r

wobei d =

2 T T—S
%(BzeTA+2BeTAB+eTAB2)v— / e'B / e BelT=5=Ay do ds
0 0

o d ist Fehler einer Quadraturformel, welche fiir konstante Funktionen

exakt ist
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Fehlerschranken

Globaler Fehler, Theorem 3
Es gibt o < =1 mit
I[A, Blv]| < all(=A)*v]| und [|[A,[A Bllv]| < cl|(—A)°v]]

fur alle v e R™.

Dann haben wir fiir den globalen Fehler des Strang-Splittings die
Schranke
|un — u(nT)|| < CT%logn||uo|| (n > 2).

C héngt nur von ci, ¢, ||B]| und & ab.



Fehlerschranken

Globaler Fehler, Theorem 3, Beweisskizze
o Teleskopsumme liefert

n—1
llun — u(nr)|| < Y [[(e27Be™Ae3™8 — &7 (4+B))y(j7))|
j=0

10



Fehlerschranken

Globaler Fehler, Theorem 3, Beweisskizze
o Teleskopsumme liefert

n—1
llun — u(nr)|| < Y [[(e27Be™Ae3™8 — &7 (4+B))y(j7))|
j=0

e Summanden separat abschatzen

e Falls j > 1, Theorem 2 verwenden
e Falls j = 0, zweite Peano-Form wie im Beweis von Theorem 2
verwenden
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Anwendung auf die Schrédingergleichung

Schrodingergleichung

Ou(x, t)
ot

= —Oyu(x, t) + V(x)u(x,t) — it (t) = —D%a(t) + Wi(t)

Warmeleitungsgleichung

auéxt, t) _ Au(x, 1) = V(x)u(x, ) — 0'(t) = D?a(t) — Wa(t)

* Pseudo-Spektralmethode

D = diag((ik)ke—n,...n—1), W = Fondiag(V(x)i=—n,..n—1) Fop
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Anwendung auf die Schrédingergleichung

Kommutatorschranken
Sei V € C*>((—m,m),R). Dann gilt
I[=D + 1, Wv|| < at [[(=D* + 1) vl )
I[=D + 1,[~D* + 1, WIIv]| < e [[(~D? + I)v] (3)

mit Konstanten ¢; und ¢, die unabhingig von N und v € R?N sind.
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Anwendung auf die Schrédingergleichung

Aus Theorem 1 und Theorem 2 folgt:

Sei V € C3((—m,7),R).

Dann ist der Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens in der
Pseudo-Spektraldiskretisierung der Schrodingergleichung durch

[u" = u(-, n7)|| 22 < CT[u°)|
lu™ = u(-, n7)l| g2 < C72|[u)| e

beschrankt. Die Konstanten C sind unabhingig von N, n, 7 und °.
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Anwendung auf die Schrédingergleichung

Aus Theorem 3 folgt:

Sei V € C°((—m,7),R) nichtnegativ.

Dann ist der Fehler des Strang-Splitting-Verfahrens in der
Pseudo-Spektraldiskretisierung der Warmeleitungsgleichung durch

[lu” = u(-, n7)|| 2 < C72log(n)]]u°]] 22

beschrankt. Die Konstanten C sind unabhangig von N, n, 7 und .
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Implementierung in Python

o scharfe Fehlerschranken
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Implementierung in Python

o scharfe Fehlerschranken

Unbeschrankte Operatoren

o Spezialfall: Matrizen

Fehlerschranken v

e Schwerpunkt der Bachelorarbeit: Beweise
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