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Motivation

w Suche u: [0,7] — X:

Linear: Su" —Au=0 (¢>0)

auf [0,7] x Q)

m Rand- und Anfangswerte:
u(t,x) =0, (t,z) € [0,T] x 9Q),
u(0,z) = up(x), z € (),
u'(0,2) = ug o), z e
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Quasilineare Wellengleichung

» Suche u: [0,7] — X:
(w4 u3)" —Au=0 (AeR)
auf [0, 7] x Q)

@ Suche u: [0,7] — X:
xu' + xu+ xu=0

auf [0,7] x Q)
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Quasilineare Wellengleichung

» Suche u: [0,7] — X:
(w4 u3)" —Au=0 (AeR)
auf [0, 7] x Q)
m Forme Zeitableitung um
(u+ M) = o 4 A(u?)”
=" + 3\ (u?u')’
=" 4 3\ (u2u” + 6 ')
= (14 3 M) u” + (6 u/ )’
@ Suche u: [0,7] — X:
(1 + 3 u?)u” + (6 uv’)u' — Au=0
auf [0,7] x Q)
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Quasilineare Wellengleichung

» Suche u: [0,7] — X:
(w4 u3)" —Au=0 (AeR)
auf [0, 7] x Q)
m Forme Zeitableitung um
(u+ M) = o 4 A(u?)”
=" + 3\ (u?u')’
=" 4 3\ (u2u” + 6 ')
= (14 3 M) u” + (6 u/ )’
@ Suche u: [0,7] — X:
y(u)u" + [T(u)u] v’ —Au=0
auf [0,7] x Q)
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Quasilineare Wellengleichung ﬂ(IT

w Suche u: [0,7] — X:
y(u)u" + [T(uw)u] v’ —Au=0

auf [0,7] x Q)
a Funktionenrdume
X =X"=r1%Q)
X! = H}(Q)
X% =H*(Q)nH(O)
X3 ={ue H}(Q)NH}(Q)|Aue H(Q)}
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Annahmen fiir Wohlgestelltheit AT

m Fiir alle y € Bx2(0, R):

(PD) ~(y) positiv definit (Ly) v(y) Lipschitz
(Lvi) y(y) ! Lipschitz (G) ran(Id —y(y) ' A) = X

a Fur a”e Yy - EXSXXQ (O’fr):
(LT) T(y1)y2 Lipschitz

w Firalle y € By2, x1(0,R) N Bys, x2(0,7):

(CQO) {A,w(yl)fl} stetig, [A,fy(yl)fl [F(yl)yg]}Afl stetig

y(u)u" + [T(w)u']v' —Au=0

11.10.2018 Bernhard Maier
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Annahmen fiir Wohlgestelltheit AT

m Fiir alle y € Bx2(0, R):

(PD) ~(y) positiv definit (Ly) v(y) Lipschitz
(Lvi) y(y) ! Lipschitz (G) ran(Id —y(y) ' A) = X

a Fur a”e Yy - EXSXXQ (O’fr):
(LT) T(y1)y2 Lipschitz

w Firalle y € By2, x1(0,R) N Bys, x2(0,7):

(CQO) {A,w(yl)fl} stetig, [A,fy(yl)fl [F(yl)yg]}Afl stetig

w4+ y(u) T (w)] v —y(u) P Au=0
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Wohlgestelltheit AT

Wohlgestelltheit der quasilinearen Wellengleichung?!
Fir QO ¢ R3 C3-Gebiet, R,r > 0 und

(UU,Ut’O) S EXQXXI (0, R) mgx3xx2 (O,’F)
existiert
we C([0,7], X*) nc*([0,T), X*) N C*([o, T], X 1)

mit T=T(r,R) >0

IMiiller 2014.

11.10.2018 Bernhard Maier



Wohlgestelltheit

Wohlgestelltheit der quasilinearen Wellengleichung?!
Fir QO ¢ R3 C3-Gebiet, R,r > 0 und

(UU,Ut’O) S EXQXXI (0, R) mgx3xx2 (O,’F)
existiert
we C([0,7], X*) nc*([0,T), X*) N C*([o, T], X 1)

mit T=T(r,R) >0

m Resultat kann vermutlich auf Quader erweitert werden

IMiiller 2014.
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1. Ordnung Formulierung ﬂ(IT

w Suche u: [0,7] — X!, sodass fiir alle 1) € X
(v [9)y + ([C(w)u'] " [¢)g + (Vu | Vi), =0
a Definiere Bilinearformen

mlu

(0, 0) = (y(u)e | )y
blu, w](p, 1) = ([T (w)w] ¢ | ¥),
a(e, ) = (Ve | V),

10 11.10.2018 Bernhard Maier



p—

. Ordnung Formulierung ﬂ(IT

w Suche u: [0,7] — X!, sodass fiir alle 1) € X
mlu](u” ) + blu, v’ (v, ) + a(u,) =0
a Definiere Bilinearformen

mlu

(0, 0) = (y(u)e | )y
blu, w](p, 1) = ([T (w)w] ¢ | ¥),
a(e, ) = (Ve | V),

(PD)+(Ly) = m[u] ist fiir alle u € Bx2(0, R) Skalarprodukt auf X x X
(LT) = blu, w] ist fiir (u,w) € Bxsy x2(0,7) monoton und beschrankt
a ist Skalarprodukt auf Xt x X1

10 11.10.2018 Bernhard Maier



1. Ordnung Formulierung ﬂ(IT

a Definiere Operatoren

Alu] = —y(u) 7' A Blu, w] = 7(u) ™ [[(w)w]

w Suche u: [0,7] — X!

o+ y(u) 7 [T (w)u] o' —y(u) P Au=0

1 11.10.2018 Bernhard Maier
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. Ordnung Formulierung ﬂ(IT

Definiere Operatoren

Alu] = —y(u)~' A Blu, w] = ~(u) ™" [[(u)w]
Es folgt

mlul(p,¥) = (v(uw)e [ ¥)g
blu, w](e,¥) = ([T(w)w] | ¥)y = m[u](Blu, w]p, )
a(p, ) = (Ve | V),  =mlul(Alulp, )

Suche u: [0,T] — X!

u” + Blu, ' |u’ + Afuju =0

11.10.2018 Bernhard Maier



1. Ordnung Formulierung

a Definiere Operatoren
Alu] = —y(u)~' A Blu, w] = ~(u) ™" [[(u)w]
a Es folgt
mlu](p,¥) = (v(u)e [ )y
blu, w](,¥) = ([T(ww]¢ | V) = mu](Blu, wlp,)
a(e, ) = (Ve | Vi)y = mlu](Alu]p,¢)
— X1
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Diskrete Funktionenraume ﬂ(IT

a Standard-Finite Elemente

X = (PHT) M2 € LP(Q) = X
X' = (PHT) Iy ) € Ho(Q) = X

= Ahnliche Definiton fiir X2, X3 nicht méglich, da P* ¢ H?(Q)

13 11.10.2018 Bernhard Maier



Diskrete Funktionenraume

a Standard Finite Elemente

X = (PHT) M2 € LP(Q) = X
X' = (PHT) Iy ) € Ho(Q) = X

= Ahnliche Definiton fiir X2, X3 nicht méglich, da P* ¢ H?(Q)
w Ausweg: H3(Q)-konforme Finite Elemente?

2Hu and Zhang 2015, (auf Rechtecksgitter).

13 11.10.2018 Bernhard Maier
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Diskrete Funktionenraume ﬂ(IT

m Ausweg: H3(Q)-konforme Finite Elemente
 Definiere fiir k > 3 stiickweisen Polynomraum V& = QF(T) N H3(Q)

X =T lHlx) c L2(Q) = X
= (VK(T), IMIx:) € Hy(Q) = X'
= (VH(T). Mllx2) € HA(Q) N H (Q) = X*
= (VH(T). Mllx2) € {u € B*(Q) N H)(Q)| Au € Hy(Q)} = X°

11.10.2018 Bernhard Maier
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Diskrete Funktionenraume ﬂ(IT

m Ausweg: H3(Q)-konforme Finite Elemente
 Definiere fiir k > 3 stiickweisen Polynomraum V& = QF(T) N H3(Q)

X =T lHlx) c L2(Q) = X
= (VK(T), IMIx:) € Hy(Q) = X'
= (VH(T). Mllx2) € HA(Q) N H (Q) = X*
= (VH(T). Mllx2) € {u € B*(Q) N H)(Q)| Au € Hy(Q)} = X°

® Interpolation I, : H"(Q)) — V(T) (r > k) mit Konvergenzordnung
1(1d = Tn)ul iy < CR™™FFED T ) (P < k)
m Konstruktion der Basisfunktionen und Interpolation kompliziert

11.10.2018 Bernhard Maier



Ortsdiskretisierung

m Suche u: [0,T] — X!, sodass fiir alle 1) € X
mlu](u”, ) + b[u, '] (u', ¥) + a(u, ¥) = 0

» Suche @: [0,7] — X, sodass fiir alle & € X!:
m(a) (@, @) + bla, @) (@, @) + a(@, @) = 0

mit

15 11.10.2018 Bernhard Maier
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Ortsdiskretisierung

w Suche @: [0,7] — X!, sodass fiir alle @ € X

m[a]@", @) +bla, @) (@, ®) +a(@, ®) = 0

mit
mlal(@,9) = (@21 9), . (@) = 1 ()
o, @)(5.9) = (F@alg19) . [F@a] =1L [r@a)
a(3,9) = a(®.9)

w mu] ist fir alle u € Egz(ﬂ)(O,Rd) Skalarprodukt auf X x X
» blu, @] ist fir (4,7) € B, £2(0,74) monoton und beschrankt

m a ist Skalarprodukt auf Xl x X!

15 11.10.2018 Bernhard Maier
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1. Ordnung Formulierung

» Suche @: [0,7] — X!
o’ + Blu,']d’ + Ala)u =

w Suche @, w: [0,T] — Xt

~\ / ~
u 0 —1d u
(5) G sea) () -2
mit Skalarprodukt “a, m[u]”

11.10.2018 Bernhard Maier
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Vorbereitung fiir unified error analysis*

~

u Orthogonalprojektionen TT,,, T, [@, u]: X! — X

) = mlu](¢,9)

mlu] (T [, }90

m Ziel: Beschrinke Diskretisierungsfehler € = (H“ v E)
Ipw—w

3Hipp, Hochbruck, and Stohrer 2018.

11.10.2018 Bernhard Maier



Diskretisierungsfehler ﬂ(IT

(H“ = E) erfiillt:
Ipw—w

o sate)e- (22 ) 52~ &

=1, —Iw
Sy = I w' + A[G] I, v+ B[, @] I, w

m Diskretisierungsfehler €

19 11.10.2018 Bernhard Maier
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Diskretisierungsfehler ﬂ(IT

m Diskretisierungsfehler e = <Huu B u) erfillt:

Ihw—@
~ 0 —Id\. [Hu) 0  —Id\ (M,u\ (&
6+<A[@] Baa)) = \Lw) T\&@ B e \Lw) =\
w=u'

6 =Myu —Thw = (I, — 1)
o = Ipw' + A[G) My, u+ Bla, @] 1, w
= (I, — Wy [0, u))w' + (A[a] Iy, — My [T, u] Alu])u
+ (B[, @) I, — Iy [@, u] Blu, w])w

Iy [@, u] (v — Alu)u — Blu, w]jw) =0

11.10.2018 Bernhard Maier
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Diskretisierungsfehler

m Diskretisierungsfehler € = (H“u B u) erfiillt:

Ihw—zﬁ
o (0 A—AIdA o (Muu /+ 0 A—AIdA m,u\ _ (6
Alu] Blu,w] I w Afu] Blu,w]) \Ipw P
=

m Variation der Konstanten:
~ t ~
o) < e Se Ol + [ 17565l 7 s
t
< P [e(0) s sy + ¢ /0 e 213(5) 5 i s

t
< P [e(0) s ey + /0 18(3) ks ey s

11.10.2018 Bernhard Maier
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Diskretisierungsfehler ﬂ(IT

m Diskretisierungsfehler € = (H“u B u) erfillt:

Ihw—zﬁ
. 0  —Id\. (Iu\ 0  —Id\ (I,u\ (6
H(Mﬂ Ba,al) ¢~ \hw) T\&@ Baa)) \Lw) = (6

m Variation der Konstanten:

t
180 ey < IR0 g e + eﬂt/o 16(s) Il 7 s

51 = (Hu — I;I,)u/
8y = (I, — Iy [U, u) )w' + (A[a] T, — Ly [, u] Alu])u
+ (ﬁ[u, | I, — Iy [U, u] Blu, w])w

11.10.2018 Bernhard Maier



Diskretisierungsfehler

o (I, u—1p)u"

a((Hu u— Ih)ul7 9/0\) = a(ulv @) - a(lh u/v SB)
= a((Id=Tp)u', @) + a(Ip o/, @) —a(Iy ', @)

(M o, %) = alp, ¥)

22 11.10.2018 Bernhard Maier



Diskretisierungsfehler ﬂ(IT

o (I, u—1p)u"
a((Hu u— Ih)ul7 9/0\) = a(ulv @) - a(lh u/v SB)
= a((Id—Iy)u', @) + a(lyu', @) —a(lp ', @)
a (I — I,[u,u])w”

m[a) (1, — My (@, u))w', &) = m[a) (I w', &) - mlu] (v, )
= m[a) (I w', ) — mlu] (I o', &) + mlu] (1, - 1d)w', )

m[a] (I [, u]e, ) = mlu](¢,9)

22 11.10.2018 Bernhard Maier
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Diskretisierungsfehler ﬂ(IT

w (A[a] L, — L, [, u] Afu])u:
m[a) ((A[a] Ty — T [@, u] Alu]u, ) = @y w, ) — mlu](Alu]u, §)

11.10.2018 Bernhard Maier
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Diskretisierungsfehler

o (AfA]TL, -

mlu] ((Afa] 1L, -

Iy [@, u] Afu])u:
u) II

w(t,

u] Alu])u, )

a(I1y, u, 12) —

Karlsruher Institut fur Technologie

m(u](A[u]u, )

= a’(ua{ﬁ\) - a(ua@ =0

a(Hu 2 72;) = a(‘P7 12}\)
a(p, ) = mlu] (Alu]e, ¥)

11.10.2018 Bernhard Maier



Diskretisierungsfehler ﬂ(IT

m[a] ((A[a] My — T [@, u] Afu))u, ) = @Iy w, ) — mfu) (Alulu, )
= a(u,$) —a(u, ) =0

. (ﬁ[ﬁ w| I, — Iy [U, u] Blu, w])w:
m[a]((B[a, ) I, — My [@, u] Blu, w])w, ¥)
= b[a, @] (I, w, ) — m[u](Blu, w]w, V)




Diskretisierungsfehler ﬂ(IT

mla] ((A[a] Wy — T [@, u] Afu))u, ) = @Iy w, ) — mfu) (Alulu, )
= a(u,$) —a(u, ) =0

a (ﬁ[ﬁ w| I, — Iy [U, u] Blu, w])w:
(] (B[, @) 1, — My [@, u] Blu, w])w, 9)
[@, @] (Th w, ) — m[u] (Blu, w]w, )
= b, @] (T w, ¥) — blu, w] (T w,¥) + blu, w] (T, — Id)w, )

blu, w](p, ¢) = m[u](Blu, wlp, 1)



Diskretisierungsfehler ﬂ(IT
u Diskretisierungsfehler € erfillt:
18 s < ™ 1€00) Iz +eﬁt/ 16(s) Iz 727 s
mit
16l = sup (a((d=1,)',3) +a(ly o', @) —ally ', 7))
IZl~=1
1ellm = sw (W@, $) - mu)(1yw, §)
1l =1
+ mlu) (I, = Id)w’, ¥) + blu, w] (T, — Id)w, 1)

B, 8] (1 w0, ) — b, ) (1w, ) )

24 11.10.2018 Bernhard Maier



Diskretisierungsfehler ﬂ(IT
u Diskretisierungsfehler € erfillt:

HTHFA7<€mWWNng+J%/H5@WAqd8
mit

191ll = 1(Td — T, )u'|y

182l <C(1F@) = () el
() (1, — 1) [l + | [T ()] (1, — d)wl],
+ I([F@)@] — [T(u)w]) Lywll)

24 11.10.2018 Bernhard Maier



Diskretisierungsfehler ﬂ(IT

m Diskretisierungsfehler € erfiillt:
t
I60) Iz < €100 b +¢™ [ 19l 7 ds
mit
191ll7 = [1(1d —Tp)u[ly

192172 <Clwll, lw'IDIENG 7 + Cllx(n —Td)«]l,

m

a Gronwall liefert

Hé\(t) ”a,;ﬁm SG(C’(HwHy”w’H)'i‘ﬂ)t Qé\(o)nafﬁﬁﬂ 4t S[lé%] CH*(Ih - I(l)*lh)
te|0,

25 11.10.2018 Bernhard Maier



Offene Fragen A“(IT

Wobhlgestelltheit auf Quadern?

Wohlgestelltheit fiir Standard-FE/dG? In welchen Raumen?
Ahnliche Abschatzung fiir Standard-FE/dG?
Volldiskretisierung?

26 11.10.2018 Bernhard Maier
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