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Setting ﬂ("’

finde u: [0, T] — V sodass

m(u”, w) + b(u', w) +a(u,w) = m(f(t,u),w), VYweV

mit

a Hilbertrdumen V <i> H

® m Skalarprodukt auf H

a Skalarprodukt auf V

b beschrankte und monotone Bilinearform auf V x H
f:[0, T] x V — H (lokal) Lipschitz stetig d.h.

1 (¢, v) = £(t, w)ll,, < Lllv = wl,
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Formulierung als Evolutionsgleichung ﬂ(IT

Erinnerung:
m(u", w) + b(u', w) + a(u,w) = m(f(t,u),w), VYweV
zugehorige Operatoren A: D(A) — H,B: V — H mit

m(Av,w) = a(v, w), Vv e D(A),we V,
m(Bv, w) = b(v,w), YveV,weH

finde u: [0, T| — D(A) sodass

U+ Bu + Au = f(t,u)
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Formulierung erster Ordnung

'+ BU +Au=f(t,u) inH

xX'+Sx=g(t,x) inX=VxH
TR el
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Formulierung erster Ordnung

Karlsruher Institut fur Technologie

'+ BU +Au=f(t,u) inH

xX'+Sx=g(t,x) inX=VxH
I et

Motivation fiir linear implizite/implizit-explizite (IMEX) Verfahren:

m (unbeschrénkter) linearer Teil muss implizit behandelt werden

m voll implizite Zeitintegration teuer wegen der Nichtlinearitat

Idee: linearen Teil implizit aber ,netten” nichtlinearen Teil explizit behandeln
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Linear implizite Verfahren in Literatur ﬂ(IT

institut f Technologie.

Wird groBtenteils so verstanden:
m wende implizites Verfahren auf DGL an

m Linearisierung des Verfahrens (exakte Linearisierung oder Approximation
der Jacobi Matrix)

m Beispiele:
m Rosenbrock-Verfahren
m Linear implizites Crank—Nicolson Verfahren
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Rosenbrock-Verfahren ﬂ(IT

a DGL: X' = g(x)
m diagonal implizites RKV:
i—1
X,-’:g(xo—l-TZa,ij'-I—Ta,-,-X,-’), i=1,...,s
j=1
@ Linearisierung

X =g(Xi)+ 78 (Xp)aiX{, i=1...s
_ i—1
Xi = xg + TZ a;j X;

=1

u allg. Rosenbrockverfahren: J = g’(xp)

XO+TZaU +TJny,J i=1...,s
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IMEX Verfahren in der Literatur AT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Kombination:

m implizites Verfahren fiir steifen Anteil
m explizites Verfahren fiir nichtsteifen Anteil

m haufige Verwendung bei Diffusion-Reaktionsgleichungen

u steifer (linearer) Diffusionsterm
u nichtsteifer (nichtlinearer) Reaktionsterm

m Beispiele: Kombination von explizitem und implizitem

a Runge-Kutta Verfahren
m Mehrschrittverfahren
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IMEX Verfahren in der Literatur \Q(IT

ut far Technologie

m Kombination:

m implizites Verfahren fiir steifen Anteil
m explizites Verfahren fiir nichtsteifen Anteil

m haufige Verwendung bei Diffusion-Reaktionsgleichungen

u steifer (linearer) Diffusionsterm
u nichtsteifer (nichtlinearer) Reaktionsterm

m Beispiele: Kombination von explizitem und implizitem

a Runge-Kutta Verfahren
m Mehrschrittverfahren

IMEX Mehrschrittverfahren fir x' = g1(x) + g2(x) :

ZQJX” J+TZBJg1 Xn J)+7261g2 Xn _]

j=1
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Neues IMEX Verfahren

Karlsruher Institut fur Technologie

Bisher: Verfahren fiir Gleichungen erster Ordnung
Ziel: effizientes Verfahren fiir Gleichung zweiter Ordnung

m Idee: Leapfrog fiir nichtlinearen Anteil, Crank—Nicolson fiir linearen Anteil

n+1

n n+1 n
XL = XX +rE 4
2 2
)

R+X"+1 — R x" 4 %(gn_i_gn-i-l)

Schrittweite 7, t, = 7n, g" = g(tn, x"), Ry = (I +35)

Institute fiir Angewandte und Numerische

ion fiir ili i zweiter Ordnung
Mathematik
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IMEX Verfahren

Karlsruher Institut fur Technologie

Qv =y — TAU" + I(F" + )

un—l—l — 4" +7_vn+1/2

Vn+1 _ Q_ vn+1/2 _ %Au" + %(f" + fn-i-l)

n
. u 2
mit 7 = [ Y1), #7 = F(tn, %), @2 = (12362 74
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IMEX Verfahren

Karlsruher Institut fur Technologie

Qv = v — T AU+ Tf"

un—l—l — 4" +7_vn+1/2

Vn+1 _ Q_ vn+1/2 o %Aun + %f”‘l’l

n
mit x" = [5] 1= f(tn, u"), Qr = (1+3B+ T°A)

Kombination von CN und Leapfrog Verfahren
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IMEX Verfahren

Karlsruher Institut fur Technologie

Qv = v — T AU+ Tf"

un+1 — 4" +TV”+1/2

Vn+1 _ Q_ vn+1/2 o %Aun + %fn+1

n
mit x" = [5] 1= f(tn, u"), Qr = (1+3B+ T°A)

Kombination von CN und Leapfrog Verfahren
Aquivalente Formulierung:

1. Lose Quvt/2 =y — TAU" + Tf"

2. Setze "t = yn oyt

3. Setze  vMl= —yn g2y 2 L T (F0HLf)
lediglich ein Gleichungssystem mit A
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Eigenschaften von erl ﬂ(IT

Qi =1+5B+ %2A: D(A) — H ist invertierbar mit
2 || (38 +54) 0|, <1
H+—H
o Jo,. 2
V+—H
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Eigenschaften von Q'

Qr=1+%B+ %2A: D(A) — H ist invertierbar mit
a) ’

—1 < Q
b) HQ+ Hv<_H -7

<%B+ %2'4) QI_IHH(—H =t

T

Beweis der Abschitzungen: v € H und z = Q'v € D(A)

2
IviZ = |[(1+38+%4) 7
m

= 2|, + ‘ (%B + %A) zH2m +25m(Bz, z) + 2%2m(Az, z)

> |

10 11.10.2018 Jan Leibold - IME: iti ion fiir ili i zweiter Ordnung Institute fiir Angewandte und Numerische
Mathematik

(38+%4) 2| + eI
[+ Ziervi

(gB + %A) Q;tv




Wohlgestelltheit des Schemas ﬂ(IT

institut f Technologie.

Erinnerung:

1. Lése Qv = yn — TAU" + Tf"

2. Setze  u"tl = y" 4 7yt

3. Setze vl = v g2yt T (FL f)

mit Qi = 1+5B+ LA
w Erinnerung: Q4 : D(A) — H ist invertierbar mit
Q' H— D(A)

a Fir u" € D(A)

v e
= v ¢ D(A)

H
= u"l e D(A),v"tLeH

= Schema ist wohldefiniert

11 11.10.2018 Jan Leibold - IME: iti ion fiir ili i zweiter Ordnung Institute fiir Angewandte und Numerische

Mathematik



Fehleranalyse

Karlsruher Institut fur Technologie

m in erster Ordnung Formulierung
w IMEX-Verfahren als Stérung von Crank—Nicolson

R+Xn+1 — R x" + % (fn + fn+1>
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Fehleranalyse

Karlsruher Institut fur Technologie

m in erster Ordnung Formulierung
w IMEX-Verfahren als Stérung von Crank—Nicolson

n__ £n+l
Rt = Rox 5 () | Lo T |

-1_{ Q' (1+3B) %Qﬂ]
~242Q:1(1+5B) Q!
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Fehleranalyse ﬂ(IT

m in erster Ordnung Formulierung
w IMEX-Verfahren als Stérung von Crank—Nicolson

. _ -1 fn o f-n+1
Xn+1 — R+1R_Xn + %R_‘_l (f” + fn+1) + TTZ [_ (B +Q§A() Qll(f-n z fn+1):|

R—lz[ Q. (1+3B) %Q?]
TR+ 200N (1+5) @
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Fehleranalyse fiir Crank—Nicolson ﬂ(IT

Notation: " = x" — x(t,), &" = g(tn, x(tn))
1) Fehlerrekursion von Crank—Nicolson

enJrl — R;lR_en + %R-T-l <gn - En _|_gn+1 _ §n+1) + R;l(nger

w Lipschitz Bedingung: ||g"” — g"||x < L|le"| x
w Lokaler Fehler: |02y x < C73, C = C(u™), u®)
w Stablilitit: [|[R7'R_ [y, x < 1,[|RT |xex <1
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Fehleranalyse fiir Crank—Nicolson ﬂ(IT

Notation: " = x" — x(t,), &" = g(tn, x(tn))
1) Fehlerrekursion von Crank—Nicolson

enJrl — R;lR_en + %R-T-l <gn - En _|_gn+1 _ §n+1) + R;l(nger

2) aufgeloste Rekursion

n+1
le™Ylx < LT Y lle™|x + Cr?

m=1

w Lipschitz Bedingung: ||g"” — g"||x < L|le"| x
w Lokaler Fehler: |02y x < C73, C = C(u™), u®)
w Stablilitit: [|[R7'R_ [y, x < 1,[|RT |xex <1
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Fehleranalyse fiir Crank—Nicolson ﬂ(IT

Notation: " = x" — x(t,), &" = g(tn, x(tn))
1) Fehlerrekursion von Crank—Nicolson

en+1 — R;lR_en + %R-T-l <gn _ En _|_gn+1 _ §n+1) + R;l(nger

2) aufgeldste Rekursion

n+1
le™Ylx < LT Y lle™|x + Cr?

m=1

3) Gronwall (fir 7 < %)

HenJrIHX < CeLT/(lfLT)T2
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Fehleranalyse fiir das IMEX Verfahren

1) Fehlerrekursion des CN Verfahrens

en+1 — R;lR_e” + %R—Zl (gn _En +gn+1

< R 16n+1
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Fehleranalyse fiir das IMEX Verfahren ﬂ(IT

1) Fehlerrekursion des IMEX Verfahrens
en+1 — R;lR_en + %R-i_-l (gn _ En + gn+1 _ En-‘rl)

Q;l(fn _ fn+1)
— (B+3A) Q. (f" — )

+ R

2

+%

Stabilitat:
-1 ﬁ
a ||Q H <X
H Tllven— 7

= [(B+34) Q7

IN

2
=

H+—H
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Fehleranalyse fiir das IMEX Verfahren ﬂ(IT

Karlsruher In

1) Fehlerrekursion des IMEX Verfahrens
en+1 — R;lR_en + %R-i_-l (gn _ En + gn+1 _ En-‘rl)

Q;l(fn _ fn+1)
— (B+3A) Q. (f" — )

+ RYTE +

2

+%

mit

stitut far

Stabilitat:
-1 ﬁ
a ||Q H <X
H Tllven— 7

= [(B+34) Q7

IN

2
=

H+—H
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Fehleranalyse fiir das IMEX Verfahren ﬂ(IT

2) aufgeldste Rekursion

n+1 n+1
le™Hx < Culr Y leMllx + CT% + Y
m=1 m=1

Ly = (1+\/§)
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Fehleranalyse fiir das IMEX Verfahren

2) aufgeldste Rekursion

Karlsruher Institut fur Technologie

n+1 n+1
le™ M ix < Culr Y e™lx+Cr2+ Y
m=1 m=1
3) Gronwall
n+1
||en+1||X < e(CL/LT) (1—-CyyL7) <CT + Z )
Cu = (1 + ﬁ)
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Beschrankung des Defekts

Erinnerung;:
~1(Fn _ Fn+l
| QM F -7
=7 |_ T —1(%n _ Fn+l
(B+3A) Q7 (F" — 1)
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Beschrankung des Defekts

Erinnerung;:

gntl _ 12 QII(?" _?1+1)~ _ Rl
4 —(B—F%A) Q;l(fn_fn—l—l) 4

?n _ ?n+1
_B(Fn _ ?n+1)

DaBe L(V,H)und X =V x H:

157 < Cr3Fmt — 7o,
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Beschrankung des Defekts

Erinnerung;:

gntl _ 12 QII(?" _?ZH)N _ Rl
4 —(B—F%A) Q;l(fn_fn—l—l) 4

?n _ ?n+1
_B(Fn _ ”)?n+1)

DaBe L(V,H)und X =V x H:

157 < Cr3Fmt — 7o,

Mit Differentialgleichung:

t
?nJrl _?n _ / n+1
tn

_ /t"“ U (8) + (Bu)" (t) + (Au) (t) dt € V

(f(t,u(t))) dt

&l
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Beschrankung des Defekts ﬂ(IT

Erinnerung;:

gntl _ 12 QII(?" _?ZH)N _ Rl
4 —(B—F%A) Q;l(fn_fn—l—l) 4

?n _ ?n+1
_B(Fn _ ”)?n+1)

DaBe L(V,H)und X =V x H:
16"y < CP2|[FTE—F), < C73 mit C = C(v", (Bu)", (Au)’)

Mit Differentialgleichung:

t
?nJrl _?n _ / n+1
tn

_ /t"“ U (8) + (Bu)" (t) + (Au) (t) dt € V

(f(t,u(t))) dt

&l
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Fehlerresultat ﬂ(IT

Voraussetzung:

w Exakte Lésung u € C*([0, T], H)n C3([0, T], V) mit
Au e CYH[0, T], V), Bue C3([0, T], V)

aT< % hinreichend klein, t, < T

Dann:

lu” = u(ta)ll, + V" = ' (t) |,y < C72

mit C unabhéangig von T

Institute fiir Angewandte und Numerische

2weiter Ordnung
Mathematik
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Bemerkung: CNLF in der Literatur ﬂ(IT

institut f Technologie.

® in der Literatur: CNLF Schema fiir Gleichungen erster Ordnung
a fir
X'+ Sx = g(t, x)

hat es die Form
Xn+1 — anl +T5(Xn+1 _|_an1) 4 27_gn’ n> 2

w 2-Schrittverfahren, nicht dquivalent zu dem IMEX Verfahren dieses
Vortrages
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Bemerkungen/Ausblick/offene Fragen ﬂ(IT

institut f Technologie.

m Kombination mit unified error analysis (David Hipp) méglich
= Volldiskretisierungsfehlerresultat

m Verallgemeinerung: a erfiillt Garding-Ungleichung, b quasi-monoton

m Paper aktuell in Entstehung

m IMEX Verfahren fir Gleichungen erster Ordnung sind systematisch
untersucht

m auch fir Gleichungen zweiter Ordnung moglich?
m hohere Ordnung moglich?

@ In numerischen Tests:
m IMEX effizienter als CN
m noch kein konkurrenzfihiges explizites Vergleichsverfahren gefunden (LF bei
gedampfter Gleichung implizit...)
Ideen?
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