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Problem
Lokal verfeinerte Gitter verursachen schwere Stabilitätseinschränkungen für
explizite Zeitschritt-Verfahren

Lösungen

Lokal implizite Verfahren

Explizite lokale Zeitschrittverfahren

Insbesondere konzentrieren wir uns hier auf lokale Zeitschritt-Verfahren basierend
auf Leap-Frog.



Modellproblem
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Klassische Wellengleichung

utt −∇ ·
(

c2∇u
)
= f , in Ω× (0,T ),

u = 0, auf ΓD × (0,T ),

u = u0, in Ω× {t = 0},
ut = v0, in Ω× {t = 0}.

Ω ⊂ Rd beschränktes Gebiet.
Schwache Formulierung

Finde u : [0,T ]→ H1
0 (Ω) so dass,

(ü,w) + a(u,w) = (f ,w) , für alle w ∈ H1
0 (Ω), t > 0,

u(0) = u0,

u̇(0) = v0,

mit a(u,w) = (c∇u, c∇w) .
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Schwache Formulierung

Finde u : [0,T ]→ H1
0 (Ω) so dass,

(ü,w) + a(u,w) = (f ,w) , für alle w ∈ H1
0 (Ω), t > 0,

u(0) = u0,

u̇(0) = v0.

(1)

Theorem
Sei u0 ∈ H1

0 (Ω), v0 ∈ L2(Ω) und f ∈ L2(0,T ;L2(Ω)). Dann existiert eine
eindeutige schwache Lösung u von (1) mit u ∈ C(0,T ;H1

0 (Ω)) ∩C1(0,T ;L2(Ω)).

Siehe z.B. Evans
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Sei S ⊂ H1
0 (Ω) endlich dimensionaler Unterraum (bzw FE-Raum).

Finde uS : [0,T ]× S → R so dass

(üS , v) + a(uS , v) = (f , v) ∀ v ∈ S , t ∈ (0,T ) .

Das ist (für f = 0) äquivalent zu

M
d2U
dt2 (t) + K U(t) = 0 , t ∈ (0,T ),

wobei die Massenmatrix M und die Steifigkeitsmatrix K SPD sind.

d2y
dt2 (t) + Ay(t) = 0, t ∈ (0,T ),

mit y = M
1
2 U und A immer noch SPD.
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d2y
dt2 (t) + Ay(t) = 0, t ∈ (0,T )

Leap-Frog:
yn+1 − 2yn + yn−1

τ2 + Ayn = 0, n = 1,2, . . . .

Diskrete FE-Lösung

(u0
S , v) = (u0, v), ∀v ∈ S,

(u1
S , v) = (u0, v) + τ(v0, v)−

τ2

2
a(u0, v), ∀v ∈ S,(

un+1
S − 2un

S + un−1
S , v

)
+ τ2a(un

S , v) = 0, ∀v ∈ S,

(2)
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Für S = {v ∈ H1
0 (Ω) : v |K ∈ Pk−1(K ), ∀K ∈ Th}, Th formreguläres Gitter gilt

Theorem (Baker ’76)

max
0≤n≤N

‖u(tn)− un
S‖ ≤ C(1 + T )

(
hk + τ2

)
für u ∈ L∞(0,T ;Hk (Ω)), ∂u

∂t ∈ L2(0,T ;Hk (Ω)) und
(

∂
∂t

)`
u ∈ L2(0,T ;L2(Ω)) für

` = 3,4 unter CFL-Bedingung τ2 ≤ 4
Cλ

h2 mit

max
0 6=v∈S

a(v , v)
‖v‖2 ≤

Cλ

h2 .



LTS-LF: Herleitung
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Annahme: y(tn−1) und y(tn) für d2y
dt2 (t) + Ay(t) = 0 sind bekannt.

Dann können y(tn+1) bestimmen, in dem wir

z′′n (s) + Azn(s) = 0, 0 < s < τ,

zn(0) = y(tn), z′n(0) = 0,
(3)

lösen und anschließend

y(tn+1)− 2y(tn) + y(tn−1) = 2[zn(τ)− zn(0)]

setzen.

Bis hier keine Approximation!
Wenn wir Azn(s) in (3) durch Azn(0) = Ay(tn) ersetzen, erhalten wir klassischen
Leap-Frog.



LTS-LF: Herleitung
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Ähnlich können wir LTS-LF herleiten: Starten bei (3)

z′′n (s) + Azn(s) = 0, 0 < s < τ,

zn(0) = y(tn), z′n(0) = 0,

Ersetze nun zn(s) = zc
n(s) + zf

n(s) = (I − P)zn(s) + Pzn(s) und verwende für
zc

n(s) die Approximation von LF:

z̃′′n (s) + A(I − P)y(tn) + APz̃n(s) = 0, 0 < s < τ,

z̃n(0) = y(tn), z̃′n(0) = 0,

lösen und anschließend

y(tn+1)− 2y(tn) + y(tn−1) = 2[z̃n(τ)− z̃n(0)].



LTS-LF: Algorithmus
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yn+1 = −yn−1 + 2 LTS2(yn,−A(I − P)yn),

wobei die Funktion znew = LTS2(z,w) definiert wird als:

1. znew := z + 1
2

(
τ
p

)2
(w − APz)

2. For m = 1, ...,p− 1
(i) zold := z; z := znew

(ii) znew := 2z − zold +
(

τ
p

)2
(w − APz)

Der LTS-LF Algorithmus ist äquivalent zu

yn+1 − 2yn + yn−1 = −τ2Apyn

mit Ap = A− 2
p2 ∑p−1

j=1

(
τ
p

)2j
αp

j (AP)jA ist symmetrisch.



Schwache Formulierung LTS
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(u0
S , v) = (u0, v), ∀v ∈ S,

(u1
S , v) = (u0, v) + τ(v0, v)−

τ2

2
ap(u0, v), ∀v ∈ S,(

un+1
S − 2un

S + un−1
S , v

)
+ τ2ap(un

S , v) = 0, ∀v ∈ S,

(4)

mit

ap (u, v) := a (u, v)− 2
p2

p−1

∑
j=1

αp
j

(
τ

p

)2j

a
(
(RNAS)

j u, v
)

∀u, v ∈ Vh,

wobei AS : S → S, RN : S → S lineare Abbildungen, die zu den Matrizen A und P
gehören.



LTS-LF: Konvergenz
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Theorem
Für u ∈ W 6,∞(0,T ;Hk (Ω)) und τ ∼ h klein genug (CFL Bedingung), erfüllt der
Fehler zur Zeit tn

‖u(tn)− un
S‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ CT (h

k + τ2),

wobei CT unabhängig von h, τ und p ist.

Schwierigkeiten:

Hohe Regularität nötig.

CFL-Bedingung abhängig vom feinen Bereich.

Ccontτ
2

(
1 +

C2
invC2

qu

h2

)
≤ min

{
6c2

eq

(
ccoer

Ccont

)3/2

,
4Ccont

max{Ccont,3}

}
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Theorem
Für u ∈ W 6,∞(0,T ;Hk (Ω)) und τ ∼ h klein genug (CFL Bedingung), erfüllt der
Fehler zur Zeit tn

‖u(tn)− ũn
S‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ CT (h

k + τ2),

wobei CT unabhängig von h, τ und p ist.

Schwierigkeiten:

Hohe Regularität nötig.
CFL-Bedingung abhängig vom feinen Bereich.

Ccontτ
2

(
1 +

C2
invCqu

2

h2

)
≤ min

{
6c2

eq

(
ccoer

Ccont

)3/2

,
4Ccont

max{Ccont,3}

}

Cqu =
h

hmin
, Quasiuniformitätskonstante



Konvergenz: Beweisideen
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Schwache Formulierung in erster Ordnung: Finde u, v : [0,T ]→ V so dass

(v̇ ,w) + a (u,w) = 0, ∀w ∈ H1
0 (Ω), t > 0,

(v ,w) = (u̇,w) ∀w ∈ H1
0 (Ω), t > 0, (5)

Semidiskretes Problem in erster Ordnung: Finde uS , vS : [0,T ]→ S so dass

(v̇S ,w) + a (uS ,w) = 0
(vS ,w) = (u̇S ,w)

}
∀w ∈ S, t > 0,

(uS (0) ,w) = (u0,w)

(vS (0) ,w) = (v0,w)

 ∀w ∈ S.



Konvergenz: Beweisideen
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LTS-LF: Formulierung in erster Ordnung

v (n+1/2)
S :=

u(n+1)
S − u(n)

S

τ
, (6)

und schreiben das LTS-LF-Verfahren um als 1-Schritt-Verfahren(
v (n+1/2)

S ,q
)
=
(

v (n−1/2)
S ,q

)
− τap

(
u(n)

S ,q
)
∀q ∈ S,

−τ
(

v (n+1/2)
S , r

)
+
(

u(n+1)
S , r

)
=
(

u(n)
S , r

)
∀r ∈ S,(

u(0)
S ,w

)
= (u0,w)(

v (1/2)
S ,w

)
= (v0,w)− τ

2
ap (u0,w) ∀w ∈ S.

(7)
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Fehlerdarstellung:

en+1 :=
(

e
(n+ 1

2 )
v ,e(n+1)

u

)ᵀ

= e(n+1)
S + e(n+1)

S,τ

with

e(n+1)
S :=

(
e(n+1/2)

v ,S

e(n+1)
u,S

)
:=
(

v (tn+1/2)− vS (tn+1/2)
u (tn+1)− uS (tn+1)

)
, (8)

e(n+1)
S,τ :=

(
e(n+1/2)

v ,S,τ

e(n+1)
u,S,τ

)
:=

(
vS (tn+1/2)− v (n+1/2)

S

uS (tn+1)− u(n+1)
S

)
. (9)
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e(n+1)
S ≤ Chk folgt mit Standardargumenten.

Zeit-Fehler erfüllt(
e(n+1/2)

v ,S,τ

e(n+1)
u,S,τ

)
= Sn

(
e(1/2)

v ,S,τ

e(1)
u,S,τ

)
+ τ

n−1

∑
`=0

S`
(

I2×2
S −S

)
σ(n−`)

= Sn

(
e(1/2)

v ,S,τ

e(1)
u,S,τ

)
+ τ

n−1

∑
`=1

S` diff(n−`)

+ τσ(n) − τSnσ(1).

mit

diff(n) :=

(
diff(n−1/2)

1

diff(n)2

)
:= σ(n) − σ(n+1)

=

 uS(tn+2)−2uS(tn+1)+uS(tn)
τ2 +

vS(tn+1/2)−vS(tn+3/2)
τ

uS(tn)−uS(tn+1)
τ + A−1

S,p

(
−vS(tn+3/2)+2vS(tn+1/2)−vS(tn−1/2)

τ2

)
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e(n+1)
S ≤ Chk folgt mit Standardargumenten.

Zeit-Fehler erfüllt(
e(n+1/2)

v ,S,τ

e(n+1)
u,S,τ

)
= Sn

(
e(1/2)

v ,S,τ

e(1)
u,S,τ

)
+ τ

n−1

∑
`=0

S`
(

I2×2
S −S

)
σ(n−`)

= Sn

(
e(1/2)

v ,S,τ

e(1)
u,S,τ

)
+ τ

n−1

∑
`=1

S` diff(n−`)

+ τσ(n) − τSnσ(1).

und

S : =
[

IS −τAS,p
τIS IS − τ2AS,p

]
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Mit Stabilitätsabschätzungen können wir zeigen, dass

∥∥∥e(n+1)
u,S,τ

∥∥∥ ≤ C0

∥∥∥e(1)
S,τ

∥∥∥
`1
+ C0τ

n−1

∑
`=1

∥∥∥diff(n−`)
∥∥∥
`1

(10)

+ τ
∥∥∥σ(n)

∥∥∥
`1
+ C0τ

∥∥∥σ(1)
∥∥∥
`1
,

wobei ‖v‖`1 := ‖v1‖+ ‖v2‖.

Die Therme werden nun einzeln abgeschätzt. Dann erhalten wir∥∥∥e(n+1)
u,S,τ

∥∥∥ ≤ Cτ2 (1 + T )M (uS)

mit

M (uS) := max
{

max
3≤`≤5

∥∥∥∂`t uS

∥∥∥
L∞([0,T ];L2(Ω))

}
Problem: Die Herleitung von (10) und die Abschätzung der Terme 2-4 benötigt
die CFL-Bedingung.
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Die Summanden enthalten Terme der Form A−1
S,pw . Wir können folgendes

Lemma zeigen mithilfe

Lemma
Es sei die CFL-Bedingung erfüllt. Dann gilt∥∥∥A−1

S,pw
∥∥∥ ≤ 2

ccoer
‖w‖ ∀w ∈ S,

Beweis erfordert viel Notation und lange Rechnungen. Deshalb verzichte ich
darauf ihn zu zeigen.

Schon wenn wir zeigen wollen, dass das ap(u, v) stetig und koerziv ist,
benötigen wir CFL.
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