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Motivation lokale Zeitschrittverfahren

Karlsruhe Institute of Technology

Problem

Lokal verfeinerte Gitter verursachen schwere Stabilitatseinschrankungen far
explizite Zeitschritt-Verfahren

Lésungen

m Lokal implizite Verfahren
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m Explizite lokale Zeitschrittverfahren
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Motivation lokale Zeitschrittverfahren

Problem

Lokal verfeinerte Gitter verursachen schwere Stabilitatseinschrankungen far
explizite Zeitschritt-Verfahren
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m Explizite lokale Zeitschrittverfahren

Insbesondere konzentrieren wir uns hier auf lokale Zeitschritt-Verfahren basierend
auf Leap-Frog.
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Modellproblem

Karlsruhe Institute of Technology

Klassische Wellengleichung

Un—V-<CZVU)=f, inQx (0, 7),
u=0, aufT'p x (0, T),
u=up, in Q x {t=0},
ut = vp, in Q) x {t =0}

Q ¢ RY beschrénktes Gebiet.
Schwache Formulierung

Finde u: [0, T] — H(Q) so dass,

(o, w)+a(u,w)=(fw)),
u(0) = uy,
U(O) = Vo,

firalle w € H}(Q), t > 0,

mit a(u, w) = (cVu,cVw).
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Schwache Lésung: Existenz und Eindeutigkeit [T

Schwache Formulierung
Finde u: [0, T] — HI(Q) so dass,

(o, w) +a(u,w) = (f,w), furallew e H}(Q), t >0,
u(0)
u(0)

[
§
—
=
&

V0.

Theorem
Sei up € HJ (Q), v € L2(Q) und f € L2(0, T; L2(Q))). Dann existiert eine
eindeutige schwache Lésung u von (1) mit u € C(0, T; H} (Q)) N C'(0, T; L3(QQ)).

Siehe z.B. Evans
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Galerkin-Approximation

Sei S C H}(Q) endlich dimensionaler Unterraum (bzw FE-Raum).

Finde ug : [0 T] x S — R so dass

(s, v) +a(us,v)=(f,v) YvesS, te(0,T).

Das ist (fiir f = 0) aquivalent zu

d’u
M—-(t)+ K U(t) =0, . T),
G2 (0 +KU(D) te(0.7)
wobei die Massenmatrix M und die Steifigkeitsmatrix K SPD sind.
d2
“FO+A) =0, te(0T),

mit y = M2 U und A immer noch SPD.
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Leap-Frog und schwache Formulierung ﬂ(“‘

d?’y
Leap-Frog:
yn+1 _ 2yn +yn71
2

+ A" =0, n=12....

Diskrete FE-L6sung

(g, v) = (up,v), VveS,

2
(uf,v) = (ug, v) +t(vp, v) — %a(uo, v), Vv € S, 2)
<ugJr1 —2ud+ul, v> +7%a(ud,v) =0, Vves,

7 Oktober 2017 M. Mehlin - Lokaler Zeitschritt-Verfahren in ination mit Finiten
Schwierigkeiten



Konvergenz LF Q(IT
Fir S={v e H}(Q) : v|x € PX"1(K),VK € T}, T, formreguléres Gitter gilt

Theorem (Baker '76)

_ Y < k 2
OgggNHu(tn) ugll < Cc(1+T) (h +7 )

14
fiir u € L®(0, T; HK(Q2)), 4 € L2(0, T; HX(Q2)) und (a%) u € L2(0, T; L2(Q)) fur
¢ = 3, 4 unter CFL-Bedingung 72 < c%hz mit
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LTS-LF: Herleitung

Annahme: y(t,_1) und y(t,) fur ﬂ(1‘) + Ay(t) = 0 sind bekannt.

a2
Dann kénnen y(f,,1) bestimmen, in dem wir

Z0(8) +Azp(s) =0, 0<s<T,
zp(0) = y(tn), z(0) =0,

I6sen und anschlieBend
Y(thi1) —2y(tn) + y(ta—1) = 2[2n(T) — 2n(0)]

setzen.

Bis hier keine Approximation!

AT

Wenn wir Az, (s) in (3) durch Az,(0) = Ay(fy) ersetzen, erhalten wir klassischen

Leap-Frog.

Oktober 2017 M. Mehlin - Lokaler Zeitschritt-Verfahren in ination mit Finiten
Schwierigkeiten



10

LTS-LF: Herleitung AT

Ahnlich kdnnen wir LTS-LF herleiten: Starten bei (3)

ZI(s)+ Azp(s) =0, 0<s<T,
z7(0) = y(ta), 2p(0) =0,

Ersetze nun z,(s) = z5(s) + z(s) = (I — P)zn(s) + Pzx(s) und verwende fr
z5(s) die Approximation von LF:

Z/(s) + Al — P)y(t)) + APZ,(s) =0, 0<s<T,
Z5(0) = y(ta), 2Zp(0) =0,

I6sen und anschlieBend

Y(tas1) — 2y(tn) + y(th—1) = 2[Zn(T) — Zn(0)].
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LTS-LF: Algorithmus

Yn+1 = —Yn-1+ 2LTS2(}’n, *A(I - P)}’n),
wobei die Funktion z,ew = LTS2(z, w) definiert wird als:

1(z 2
1. Znew : =2+ 3 (5> (w— APz)
2. For m=1,...,p—1
() Zowd = 2; Z := Znew
) 2
(i) Znew := 22—Zo/d+<,%) (w— APz)

Der LTS-LF Algorithmus ist &quivalent zu

Yni1 —2Yn+t Yn1 = _T2Ap}’n

2 .
mit Ap = A~ 3 7P () ' &P (APYIA ist symmetrisch.
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Schwache Formulierung LTS ﬂ(“'

(U, v) = (ug,v), VYveS,

2
(ub,v) = (uo, V) + (V0. V) = ap(Uo, V), YW ES,  (4)
<ugJr1 —2ud+ud ™, v) +12a,(ud,v) =0, VveS,
mit
2 p-1 p(T 2 j
ap(u,v):=a(uv)— 7z /; aj (B) a <(RNAS) u, v) Yu,v e Vp,

wobei Ag: S — S, Ry : S — S lineare Abbildungen, die zu den Matrizen Aund P
gehoren.
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LTS-LF: Konvergenz ﬂ(“.

Theorem

Fir u € W8> (0, T; HX(Q))) und T ~ h klein genug (CFL Bedingung), erfiillt der
Fehler zur Zeit t,

”u(tn) — ugHL”(O,T;LZ(Q)) < CT(hk A T2),

wobei Ct unabhangig von h, T und p ist.

Schwierigkeiten:

a Hohe Regularitét nétig.
a CFL-Bedingung abhéngig vom feinen Bereich.

ChvCh Cooer | >/ 4C
C 2 1 inv-qu < mi 6 2 coer ’ cont
contT ( + e S min Ceq Coont max{Ccom, 3}
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LTS-LF: Konvergenz ﬂ(“.

Theorem

Fir u € W8> (0, T; HX(Q))) und T ~ h klein genug (CFL Bedingung), erfiillt der
Fehler zur Zeit t,

”u(tn) - TlgHL‘”(O,T;L?(Q)) < CT(hk T Tz),
wobei Ct unabhangig von h, T und p ist.

Schwierigkeiten:

® Hohe Regularitét nétig.
a CFL-Bedingung abhangig vom feinen Bereich.

2, Cau? cooer \ 2 4C
C 2 1 inv ~qu < mi 6 2 coer , cont
contT ( + —pe = min Ceq Coont maX{Ccont, 3}

h - .
Cqu = —, Quasiuniformitatskonstante
hmin
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Konvergenz: Beweisideen ﬂ(“'

m Schwache Formulierung in erster Ordnung: Finde u, v : [0, T| — V so dass

(v,w)+a(uw)=0 VweH Q) t>0,
(v,w) = (u,w) VweHQ), t>0, 5)

m Semidiskretes Problem in erster Ordnung: Finde ug, vs : [0, T] — S so dass

(s, W()v:, iv()ui (VZL:W‘)’ } YweS, t>0

(us (0),w) = (ug, w) }
Yw e S.

(vs (0), w) = (v, W)
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Konvergenz: Beweisideen ﬂ(“'

a LTS-LF: Formulierung in erster Ordnung

(n+1)_ (n)
Vén+1/2) — Ug - Ug v 6)

und schreiben das LTS-LF-Verfahren um als 1-Schritt-Verfahren

<vé"+1/2>,q) _ (Vénq/z)’q) v (U(S"),q) vges,
—T (vé’“’”z), r) + (u<sn+1), r) = <uf9”), r) Vre S,

( (1/2) _%

vg T w) = (vo,w) ap (Up, w) Vw € S.
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Konvergenz: Beweisideen

a Fehlerdarstellung:

et . (e.(,n+%), e

AT

u St

.
(n+1)> :e<sn+1) el

with
(n+1/2)
et ._ [ Cus — ( V(tar1/2) = Vs (ta1/2) 8)
S efl";) ' U(thi1) — Us (ths1) '
(n+1/2) 1+1/2
e(n+1) L €, st L Vs (thy1/2) — Vén ) 9)
St (n+1) - (n+1) .
€ust ug (th1) — Ug
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Konvergenz: Beweisideen ﬂ(“'

a e(sn+1> < Chk folgt mit Standardargumenten.

m Zeit-Fehler erfillt

o(41/2) o172 R -
n / X n—¢
< ;V(I’II'I) > =6 ( e‘(-'l)'T ) +TZG (/S —6)0'
u,S T u,S,T (=0
e(1é2) n—1 ¢ pecnt)
n cee(n—2
=6 ( '(/h'r )—FTZG diff
u,S,t =1

+ 10 — 16" (1),

mit
ee(n—1/2)
diff™ .= (9 =N — (1)
diffy”)
US(tn+2>_2usgtn+1)+US(fn) + Vs(tai1/2)—Vs(thia/2)
T
= us(tn)*gs(tnﬁ) +TA§’1P(_VS(t”+3/2>+2V5(Tt£“/2)_‘/5(["’1/2))
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Konvergenz: Beweisideen ﬂ(“'

a e(sn+1> < Chk folgt mit Standardargumenten.

m Zeit-Fehler erfillt

e(n;—1/2) e(1é‘2) n—1 ¢ ( on ,
n 4 X n—¢t
( VST, >:6 ( VST >+726 (/s —6)0’< )
eu,S,T S (=0

e(1/2 n—1
=&"| ST )+ ) & diff"
S (=1

T -

und
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Konvergenz: Beweisideen ﬂ(“'

a Mit Stabilititsabschatzungen kdnnen wir zeigen, dass

Jers?] < oo, +eor Koo, wo
el +urfo],
wobei ||v|,1 == [[vi]| + [|va]|.

Die Therme werden nun einzeln abgeschéatzt. Dann erhalten wir

|

M (ug) := max {3r2 X HafusH

(<5

(n+1)
u,S,t

e < Ct?(1+T) M (ug)

mit

L2 ([0, TIL2(Q2)) }

Problem: Die Herleitung von (10) und die Abschétzung der Terme 2-4 benétigt
die CFL-Bedingung.
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Konvergenz: Beweisideen N(IT

nstitute of Technology

a Die Summanden enthalten Terme der Form A§1pw. Wir kénnen folgendes
Lemma zeigen mithilfe

Lemma
Es sei die CFL-Bedingung erfillt. Dann gilt

450w < 5

Yw € S,

m Beweis erfordert viel Notation und lange Rechnungen. Deshalb verzichte ich
darauf ihn zu zeigen.

m Schon wenn wir zeigen wollen, dass das ap(u, v) stetig und koerziv ist,
benotigen wir CFL.
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Zusammenfassung

Karlsruhe Institute of Technology

Konvergenzbeweis flr LTS-LF, aber

a Hohe Regularitédtsvorraussetzungen
a Nicht optimale CFL-Bedingung

Lésung: Siehe Présentation von Andreas
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Konvergenzbeweis flr LTS-LF, aber

a Hohe Regularitédtsvorraussetzungen
a Nicht optimale CFL-Bedingung

Lésung: Siehe Présentation von Andreas

Vielen Dank firr die Aufmerksamkeit!
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