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Motivation A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Dissertation von David (2017):
FE-Diskretisierungen linearer Wellengleichung mit dynamischen
Randbedingungen
a Allg. Framework: Evolutionsgleichung in Hilbertraum
m Wohlgestellheit mit Halbgruppentheorie
m Allgemeine Fehleranalyse von FE-Diskretisierungen

® Anwendung auf konkrete Gleichung
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Motivation A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Dissertation von David (2017):
FE-Diskretisierungen linearer Wellengleichung mit dynamischen
Randbedingungen
a Allg. Framework: Evolutionsgleichung in Hilbertraum

m Wohlgestellheit mit Halbgruppentheorie
m Allgemeine Fehleranalyse von FE-Diskretisierungen

® Anwendung auf konkrete Gleichung
Ziele:
m Erweiterung der Ergebnisse auf semilinearen Fall

a Untersuchung von Wohlgestelltheit
a Herleitung von FE-Diskretisierung
m Fehlerabschatzungen der FE-Approximation
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Wellengleichung mit kinetischen
Randbedingungen

Uty = AU, O x (O, T)y
et + Opu — Aru = A (t,x) + f(u), Ir'x (0, 7),
u(0) =u® u'(0) =0

m O C RY beschrinktes Gebiet mit C2-Rand T' = 9Q), d € {2,3}
® Ar = div Vr Laplace Beltrami Operator

® Vr Oberflichengradient, Vv := (I —nn")Vv

w f; € CH([0, T] xT;R)

a e CYR;R)
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Herleitung schwacher Formulierung ﬂ(IT

institut f Technologie.

utt o AU’ Q X (O, T),
et + Opu— Aru = A (t,x) + f(u), I'x(0,7)

® Multiplikation mit Testfunktion ¢: Q) — R und Integration

/umpdx—l—/ VuVpdx = /(‘),/ugods,
Q Q JT

/uttapds+/(‘),,ugpds—l—/vruvrgods:/E(t,x)gpds—i—/?z(u)gpds
r JT T T r
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Herleitung schwacher Formulierung ﬂ(IT

institut f Technologie.

utt o AU’ Q X (O, T),
et + Opu— Aru = A (t,x) + f(u), I'x(0,7)

® Multiplikation mit Testfunktion ¢: Q) — R und Integration

/umpdx—l—/ VuVpdx = /(‘),/ugods,
Q Q JT

/uttapds+/(‘),,ugpds—l—/vruvrgods:/E(t,x)gpds—i—/?z(u)gpds
r JT T T r

m Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite:

/umpdx+/umpds+\/VuV<pdx+/Vruvr@ds:/’E(t,x)tpd$+/};(u)tpds
9] r Q r T r
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Herleitung schwacher Formulierung ﬂ(IT

institut f Technologie.

/umpder/umpder/Vchpdx+/VruVrgods:/(E(t,x)+?2(u))<pds
O T Q r T

() () (o)

® mist Skalarprodukt auf Hilbertraum L?(Q) x [?(T) =: H

® a ist symmetrische, positiv semidefinite Bilinearform auf Hilbertraum
HY(T) = {v e H}(Q)]y(v) € H{I)} = V

m Gelfand-Triple: V i) H~ H* ri> Vv*
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Herleitung schwacher Formulierung ﬂ(IT

institut f Technologie.

/umpder/umpder/Vchpdx+/VruVrgods:/(E(t,x)+?2(u))<pds
O T Q r T

() () (o)

® mist Skalarprodukt auf Hilbertraum L?(Q) x [?(T) =: H

® a ist symmetrische, positiv semidefinite Bilinearform auf Hilbertraum
HY(T) = {v e H}(Q)]y(v) € H{I)} = V

= Gelfand-Triple: V <% H ~ H* & v#

Frage: Unter welchen Voraussetzungen an ?1 und ?2 ist die Gleichung
wohlgestellt?
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Schwache Formulierung ﬂ(IT
Finde u € C2([0, T]; H) N C([0, T]; V) mit

m(u"(t), ) +a(u(t), ) = m(f(t, u(t)). ¢), firalle p € V,t €0, T},
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Schwache Formulierung

Finde u € C2([0, T]; H) N C([0, T]; V) mit

m(u"(t), ) +a(u(t), ) = m(f(t, u(t)). ¢), firalle p € V,t €0, T},

Oder dquivalent in V*:

'+ Au=f(u), tel0,T]

u(0) =u® J(0) =0
mit A € L(V, V*) def. durch

(Av, o)y == a(v,¢) firallev,p eV
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Wohlgestelltheit AT

Gleichung: u € C?([0, T]; H)n C([0, T]; V) mit

m(u"(t), ) + a(u(t), ¢)

m(f(t, u(t)), @), furalle pe V,t €0, T],

wohlgestellt, falls

fe CL([0, T] x V;H) und lokal Lipschitz-stetig (bzgl.V)
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Wohlgestelltheit

Gleichung: u € C?([0, T]; H)n C([0, T]; V) mit

m(u"(t), )+ a(u(t), ) = m(f(t, u(t)). ¢), firalle p € V,t €0, T],

wohlgestellt, falls
fe CL([0, T] x V;H) und lokal Lipschitz-stetig (bzgl.V)

Beweis durch Umformulierung in Evolutionsgl. erster Ordnung und
anwenden von Halbgruppentheorie
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Voraussetzung an die Nichtlinearitaten

Erinnerung: Firve V,p e H:

m(f(t,v),¢) = +'/r72(U)99d5

Somit:

f e CL([0, T] x V; H) und lokal Lipschitz-stetig,
falls

e CY([o, T]; LA(T))

VA
us f(u) € CLHHYT); L2(T))

und Abbildungen lokal Lipschitz-stetig
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Voraussetzung an die Nichtlinearititen AT

m Fir alle g > 1 existiert stetige Einbettung

HY(T) < L9(T)

(wegen d = 2 bzw. 3)
m Es existiere g > 1 sodass fiir alle £ € R:

GG
HGIE

a Dann:
urs h(u) € CL(HY(T); L3(T))
und Abbildung ist lokal Lipschitz-stetig
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Finite Elemente Raum
Ab hier: T € Ck*1 p < k
Konstruktion der Finiten Elemente von Elliot, Ranner (2012), David (2017):
m V}, Raum isoparametrischer Elemente der Ordnung p iiber Triangulierung
Th, d.h.
a Fir alle K € T, gilt: K = FK(R) mit Fx € Pp, K Referenzsimplex

m T ist ,regulires” Gitter
a Rechengebiet O, = ﬂKe‘I,, K =~ Q) mit Rand T, = Q)
® V= {veC(Q) le € PpVK € Tp}
m Knotenbasis und alle Basisknoten von I'y, liegen auch auf I’
Abbildung: Beispiel-T}, fir Einheitskreis und p = 1 bzw. p = 2
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Semidiskretisierung mit finiten Elemente ﬂ(IT

w Setze fir v, op € Vp
an(vh, pn) = / Vv,Vpy dx+/ Vr,viVr,¢nds,
Qp Ty
mp(Vi, ¢n) = / Vhh dX+/ Vhpn ds
Qp T'p
als Diskretisierungen von a und m
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Semidiskretisierung mit finiten Elemente ﬂ(IT

institut f Technologie.

w Setze fir v, op € Vp
an(Vh on) = /Q Vv Vion dx + /r Ve, vaVr, on ds.
h h

mp(Vh, Ph) 32/0 VhsothJr/ Vhpp ds

h Iy

als Diskretisierungen von a und m
u Definiere Ay € L(V}, V}) durch

mh(Ath,gph) = ah(vh, (ph) fur alle Vh, Ph € Vi
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Semidiskretisierung mit Finiten Elemente ﬂ(IT

institut f Technologie.

Diskretisierung von f: Definiere f,: V, — V), fir vp, o, € V), durch

mp(f(vh), ©n) :/

rh

Inf(t, x)ppds +/r fo(vh)pnds
h

Hierbei: /,, Lagrange Interpolationsoperator
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Semidiskretisierung mit Finiten Elemente ﬂ(IT

Diskretisierung von f: Definiere f,: V, — V), fir vp, o, € V), durch

i (Fo(vi), on) = / A (£, x)gn s + /r B(vi)gnds

Iy
Hierbei: /,, Lagrange Interpolationsoperator
FE-semidiskretisierte Gleichung:
Finde up, € C2([0, T], V}) mit

u;,/ —|—Ahuh = fh(t, uh), t e [0, T],

up(0) = up,  uj(0) = v

12 10.10.2017
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Hauptresultat: Fehlerabschatzung \“(IT

ut far Technologie

® v Losung der semilinearen Wellengleichung mit kinetischen
Randbedingungen mit
muc Cl([o T]; H*(O; r}
@ u,u €L%([0, T]; HPT

)
(1))
w v’ € L™([0, T]; HP(O; T

)
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Hauptresultat: Fehlerabschatzung ﬂ(IT

u Loésung der semilinearen Wellengleichung mit kinetischen
Randbedingungen mit
w uc CY[0, T]; H2(Q;F2)
@ u,u € L0, T]; HPTH O T))
w u” € L0, T]; HP(Q;T))

up FE-Approximation der Ordnung p, p < k

Anfangswerte mit Ordnung hP approximiert
fi(t,-) € HP(T) fiir alle t € [0, T}

13 10.10.2017
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Hauptresultat: Fehlerabschatzung

® v Losung der semilinearen Wellengleichung mit kinetischen

Randbedingungen mit
w ue CHo, T]; H2(Q;F2)
@ u,u € L0, T]; HPTH O T))
w u” € L0, T]; HP(Q;T))
w uy FE-Approximation der Ordnung p, p < k
m Anfangswerte mit Ordnung hP approximiert
w fi(t,-) € HP(T) fiir alle t € [0, T]
Dann: Es ex. ein h* > 0, sodass fiir alle h < h* gilt:
up ex. auf [0, T] und es gilt eine Fehlerabschitzung

| @nun(t) — u()ll ) + | Qnupn(t) — v’ (D) 2(q)xi2(ry < C(£)HP
(Qir) (Q)xL2(T)

mit C unabhangig von h
Hierbei: Qp € £L(V}; V) Liftoperator
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10102017 Jan -
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Vorgehen zum Beweis der Fehlerabschiatzung AT

institut f Technologie.

1.Schritt: Allg. Abschatzung fiir Evolutionsgleichungen

m Startpunkt: Kontinuierliche und diskrete Gleichung in erster Ordnung
Formulierung

m Herleiten von Fehlergleichung
® VOC Formel liefert implizite Gleichung fiir Fehler

@ Abschatzen des Fehlers iiber lokale Lipschitz-Stetigkeit und
Gronwall-Lemma

® = Allgemeine Fehlerabschatzung, die Diskretisierungsfehler der Raume,
Skalarprodukt, Bilinearform und Nichtlinearitat enthalt

14 10102017  Jan Leibold - Finite Elemente Diskretisierung il i mit
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Vorgehen zum Beweis der Fehlerabschatzung ﬂ(IT
2.Schritt: Anwenden auf spezielle Gleichung & Diskretisierung
® Abschatzung der einzelnen Fehler aus allg. Fehlerabschatzung

(Interpolationsfehler, Fehler in Integralen, Fehler in der Nichtlinearitat)
a Z.b. Fehlertherme in Nichtlinearitat:

/ﬁ(t,x)thoh(x)dsf/ Inf(t,x)pn(x)ds und
T Ty

[ e u) Quon(x)ds = | (e, hu(x))on(x) ds
r Ty

15 10.10.2017
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Vorgehen zum Beweis der Fehlerabschatzung ﬂ(IT
2.Schritt: Anwenden auf spezielle Gleichung & Diskretisierung
® Abschatzung der einzelnen Fehler aus allg. Fehlerabschatzung

(Interpolationsfehler, Fehler in Integralen, Fehler in der Nichtlinearitat)
a Z.b. Fehlertherme in Nichtlinearitat:

/ﬁ(t,x)thoh(x)dsf/ Inf(t,x)pn(x)ds und
T Ty

[ e u) Quon(x)ds = | (e, hu(x))on(x) ds
r Ty

a Alle Terme haben Ordnung O(hP)
® = Fehlerabschatung (hangt von |lup(t)|,, und [Ju(t)] .t € [0, T] ab)

15 10.10.2017
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Vorgehen zum Beweis der Fehlerabschiatzung AT

2.Schritt: Anwenden auf spezielle Gleichung & Diskretisierung

® Abschatzung der einzelnen Fehler aus allg. Fehlerabschatzung
(Interpolationsfehler, Fehler in Integralen, Fehler in der Nichtlinearitat)

m Z.b. Fehlertherme in Nichtlinearitat:
[ x)Quen()ds = [ (e x)gn(x)ds und
h
[ Rl w)) Qupn(x) ds = [ Rt lu(x)) () ds
h
Alle Terme haben Ordnung O(hP)
= Fehlerabschatung (hangt von ||up(t)||, und |lu(t)]|..t € [0, T| ab)

= Fir h klein: ||up(t)]|, fir alle t € [0, T] unabhangig von h beschrankt
= Existenz der num. Lésung und Fehlerabschatzung unabhangig von uy
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Implementierung

Es sei {®1,..., Dy} Knotenbasis von Vp,

Up1
Zuh,(t i(x) und wp=| : |:[0,T] =RV
Up,N
uy, erfiillt ODE

Mpuj(t) + Apup = Fp1(t) + Fro(up(t)),

up(0) = up,  uf(0) =]
mit
(Ma),; = mo(@;, @), (Faa(0); = [ (e )®i(x) ds.
h
(Ah)i,j = ah(CDj,q),'), (Fh2 uh / fg uh X) (X) ds
16 10.10.2017 Jan Leibold - Finite Elemente Di isierungs ili i mit i Institut fiir Angewandte und Numerische
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Numerisches Experiment ﬂ(IT

Testbeispiel:
s O=58(0,1) C R? Einheitskreisscheibe
a Gleichung

Utt—AU:|U|U+FQ’1(t,X), (0, 7T) xQ,
U + Opu — Aru = |ul?u+ f(t, x), (0, T) x 0Q),
u(0,x) =0, u(0,x) =2mx1x0, in Q

mit
?Qvl(t,x) =— (47r2 + \sin(27rt)x1x2\) sin(2mt)x1x2  und

ﬁ(t, x) = —4n?sin(27t)xyx0 + 6 sin(27t)xy1x2 — (sin(27rt)x1xz)3

® Analytische Losung:

u(t,x) = sin(2mt)xix2

17 10.10.2017
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Ergebnisse

Karlsruher Institut fur Technologie

Fehler

E(t) = llun(t) = Inu(t) |l g2 (n,iry) + 11Uk (E) = ot (0]l 2000, x 12T

zur Zeit t =08 fir p=1und p =2:

101:\\\\\\ —— = -  — —
H—w—p=1 & ——p =2
H - — — Steigung 1 B 100 -~ Steigung 2 .
[se} 0 |- e}
s 1004 1 S
w F B w
~ [ 1 —
< [ B <
< —1 N <
e 10 E
10—2 \Hu\l L \\HH\O \Hu\l ! \\HH\O
10~ 10 10~ 10
Gitterweite h Gitterweite h
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Zusammenfassung ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Fehlerabschatzung fiir FE-Semidiskretisierungen semilinearer
Wellengleichungen mit dyn. Randbedingungen (Resultate von David
lassen sich tbertragen)

m Allgemeine Theorie die auf weitere Gleichungen und Diskretisierungen
anwendbar ist

Institut fiir Angewandte und Numerische
Mathematik
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Zusammenfassung ﬂ(IT

institut f Technologie.

w Fehlerabschatzung fiir FE-Semidiskretisierungen semilinearer
Wellengleichungen mit dyn. Randbedingungen (Resultate von David
lassen sich tbertragen)

m Allgemeine Theorie die auf weitere Gleichungen und Diskretisierungen
anwendbar ist

Schwierigkeiten:
m Nichtkonforme Diskretisierung (Q # Q)
® Behandlung der Nichtlinearitat

m Passende Voraussetzungen

u (Fréchet-)Differenzierbarkeit zeigen
a Diskretisierung

a Fehlerabschatzung

@ Implementierung
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Ausblick

Karlsruher Institut fur Technologie

m Volldiskretisierung
m Fehlerabschatzung fiir Standardzeitintegratoren
u Splittingverfahren (Gleichungen in Q) und T" getrennt Iésen)
m Bedingung an Nichtlinearitat lockern
® Anwenden der abstrakten Theorie auf weitere Beispiele
@ Weitere numerische Experimente

20 10102017  Jan Leibold - Finite Elemente Di
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