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Dissertation von David (2017):
FE-Diskretisierungen linearer Wellengleichung mit dynamischen
Randbedingungen

Allg. Framework: Evolutionsgleichung in Hilbertraum
Wohlgestellheit mit Halbgruppentheorie
Allgemeine Fehleranalyse von FE-Diskretisierungen

Anwendung auf konkrete Gleichung

Ziele:
Erweiterung der Ergebnisse auf semilinearen Fall

Untersuchung von Wohlgestelltheit
Herleitung von FE-Diskretisierung
Fehlerabschätzungen der FE-Approximation
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utt = ∆u, Ω× (0, T ),
utt + ∂νu − ∆Γu = f̃1(t, x) + f̃2(u), Γ× (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = v0

Ω ⊂ Rd beschränktes Gebiet mit C2-Rand Γ = ∂Ω, d ∈ {2, 3}
∆Γ = div∇Γ Laplace Beltrami Operator
∇Γ Oberflächengradient, ∇Γv := (I− nnT )∇v
f̃1 ∈ C1([0, T ]× Γ; R)

f̃2 ∈ C1(R; R)



Herleitung schwacher Formulierung
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utt = ∆u, Ω× (0, T ),
utt + ∂νu − ∆Γu = f̃1(t, x) + f̃2(u), Γ× (0, T )

Multiplikation mit Testfunktion ϕ : Ω→ R und Integration∫
Ω

uttϕ dx +

∫
Ω
∇u∇ϕ dx =

∫
Γ

∂νuϕ ds,∫
Γ

uttϕ ds +
∫

Γ
∂νuϕ ds +

∫
Γ
∇Γu∇Γϕ ds =

∫
Γ

f̃1(t, x)ϕ ds +
∫

Γ
f̃2(u)ϕ ds

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite:∫
Ω

uttϕ dx +

∫
Γ

uttϕ ds +

∫
Ω

∇u∇ϕ dx +

∫
Γ

∇Γu∇Γϕ ds =

∫
Γ

f̃1(t, x)ϕ ds +

∫
Γ

f̃2(u)ϕ ds
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∫
Ω

uttϕ dx +

∫
Γ

uttϕ ds︸ ︷︷ ︸
:=m
(
utt ,ϕ
) +

∫
Ω

∇u∇ϕ dx +

∫
Γ

∇Γu∇Γϕ ds︸ ︷︷ ︸
:=a
(
u,ϕ
) =

∫
Γ

(̃
f1(t, x) + f̃2(u)

)
ϕ ds︸ ︷︷ ︸

=m
(
f (t,u),ϕ

)
m ist Skalarprodukt auf Hilbertraum L2(Ω)× L2(Γ) =: H
a ist symmetrische, positiv semidefinite Bilinearform auf Hilbertraum
H1(Ω; Γ) = {v ∈ H1(Ω)

∣∣γ(v) ∈ H1(Γ)} =: V

Gelfand-Triple: V d
↪→ H ' H∗ d

↪→ V ∗

Frage: Unter welchen Voraussetzungen an f̃1 und f̃2 ist die Gleichung
wohlgestellt?
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Finde u ∈ C2([0, T ]; H) ∩ C([0, T ]; V ) mit

m
(
u′′(t),ϕ

)
+ a
(
u(t),ϕ

)
= m

(
f (t, u(t)),ϕ

)
, für alle ϕ ∈ V , t ∈ [0, T ],

u(0) = u0, u′(0) = v0

Oder äquivalent in V ∗:

u′′ +Au = f (u), t ∈ [0, T ],
u(0) = u0, u′(0) = v0,

mit A ∈ L(V , V ∗) def. durch

〈Av ,ϕ〉V := a
(
v ,ϕ

)
für alle v ,ϕ ∈ V
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Wohlgestelltheit
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Gleichung: u ∈ C2([0, T ]; H) ∩ C([0, T ]; V ) mit

m
(
u′′(t),ϕ

)
+ a
(
u(t),ϕ

)
= m

(
f (t, u(t)),ϕ

)
, für alle ϕ ∈ V , t ∈ [0, T ],

u(0) = u0, u′(0) = v0

wohlgestellt, falls

f ∈ C1([0, T ]×V ; H) und lokal Lipschitz-stetig (bzgl.V )

Beweis durch Umformulierung in Evolutionsgl. erster Ordnung und
anwenden von Halbgruppentheorie
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Erinnerung: Für v ∈ V ,ϕ ∈ H:

m
(
f (t, v),ϕ

)
=

∫
Γ

f̃1(t, x)ϕds +
∫

Γ
f̃2(u)ϕds

Somit:

f ∈ C1([0, T ]×V ; H) und lokal Lipschitz-stetig,

falls

t 7→ f̃1(t, ·) ∈ C1([0, T ]; L2(Γ)),
√

u 7→ f̃2(u) ∈ C1(H1(Γ); L2(Γ))

und Abbildungen lokal Lipschitz-stetig
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Für alle q̃ ≥ 1 existiert stetige Einbettung

H1(Γ) ↪→ Lq̃(Γ)

(wegen d = 2 bzw. 3)
Es existiere q ≥ 1 sodass für alle ξ ∈ R:

|f̃2(ξ)| ≤ |ξ|q,
|f̃ ′2(ξ)| ≤ |ξ|

q−1

Dann:

u 7→ f̃2(u) ∈ C1(H1(Γ); L2(Γ))

und Abbildung ist lokal Lipschitz-stetig
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Ab hier: Γ ∈ Ck+1, p ≤ k
Konstruktion der Finiten Elemente von Elliot, Ranner (2012), David (2017):

Vh Raum isoparametrischer Elemente der Ordnung p über Triangulierung
Th, d.h.

Für alle K ∈ Th gilt: K = FK (K̂ ) mit FK ∈ Pp , K̂ Referenzsimplex
Th ist „reguläres“ Gitter
Rechengebiet Ωh =

⋂
K∈Th

K ≈ Ω mit Rand Γh = ∂Ωh

Vh = {v ∈ C(Ωh)
∣∣ v
∣∣
K ∈ Pp∀K ∈ Th}

Knotenbasis und alle Basisknoten von Γh liegen auch auf Γ

Abbildung: Beispiel-Th für Einheitskreis und p = 1 bzw. p = 2
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Setze für vh,ϕh ∈ Vh

ah(vh,ϕh) :=
∫

Ωh
∇vh∇ϕh dx +

∫
Γh
∇Γhvh∇Γhϕh ds,

mh(vh,ϕh) :=
∫

Ωh
vhϕh dx +

∫
Γh

vhϕh ds

als Diskretisierungen von a und m

Definiere Ah ∈ L(Vh, Vh) durch

mh
(
Ahvh,ϕh

)
= ah

(
vh,ϕh

)
für alle vh,ϕh ∈ Vh
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Diskretisierung von f : Definiere fh : Vh → Vh für vh,ϕh ∈ Vh durch

mh(fh(vh),ϕh) =
∫

Γh
Ih f̃1(t, x)ϕh ds +

∫
Γh

f̃2(vh)ϕh ds

Hierbei: Ih Lagrange Interpolationsoperator

FE-semidiskretisierte Gleichung:

Finde uh ∈ C2([0, T ], Vh) mit

u′′h + Ahuh = fh(t, uh), t ∈ [0, T ],
uh(0) = u0h, u′h(0) = v0h
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u Lösung der semilinearen Wellengleichung mit kinetischen
Randbedingungen mit

u ∈ C1([0, T ]; H2(Ω; Γ))
u, u′ ∈ L∞([0, T ]; Hp+1(Ω; Γ))
u′′ ∈ L∞([0, T ]; Hp(Ω; Γ))

uh FE-Approximation der Ordnung p, p ≤ k
Anfangswerte mit Ordnung hp approximiert
f̃1(t, ·) ∈ Hp(Γ) für alle t ∈ [0, T ]

Dann: Es ex. ein h∗ > 0, sodass für alle h < h∗ gilt:
uh ex. auf [0, T ] und es gilt eine Fehlerabschätzung

‖Qhuh(t)− u(t)‖H1(Ω;Γ) + ‖Qhu′h(t)− u′(t)‖L2(Ω)×L2(Γ) ≤ C(t)hp

mit C unabhängig von h
Hierbei: Qh ∈ L(Vh; V ) Liftoperator
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1.Schritt: Allg. Abschätzung für Evolutionsgleichungen
Startpunkt: Kontinuierliche und diskrete Gleichung in erster Ordnung
Formulierung
Herleiten von Fehlergleichung
VOC Formel liefert implizite Gleichung für Fehler
Abschätzen des Fehlers über lokale Lipschitz-Stetigkeit und
Gronwall-Lemma
⇒ Allgemeine Fehlerabschätzung, die Diskretisierungsfehler der Räume,
Skalarprodukt, Bilinearform und Nichtlinearität enthält
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2.Schritt: Anwenden auf spezielle Gleichung & Diskretisierung
Abschätzung der einzelnen Fehler aus allg. Fehlerabschätzung
(Interpolationsfehler, Fehler in Integralen, Fehler in der Nichtlinearität)
Z.b. Fehlertherme in Nichtlinearität:∫

Γ
f̃1(t, x)Qhϕh(x) ds −

∫
Γh

Ih f̃1(t, x)ϕh(x) ds und∫
Γ

f̃2(t, u(x))Qhϕh(x) ds −
∫

Γh
f̃2(t, Ihu(x))ϕh(x) ds

Alle Terme haben Ordnung O(hp)
⇒ Fehlerabschätung (hängt von ‖uh(t)‖∞ und ‖u(t)‖∞, t ∈ [0, T ] ab)
⇒ Für h klein: ‖uh(t)‖∞ für alle t ∈ [0, T ] unabhängig von h beschränkt
⇒ Existenz der num. Lösung und Fehlerabschätzung unabhängig von uh
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Es sei {Φ1, . . . , ΦN} Knotenbasis von Vh,

uh(t)(x) =
N∑
i=1

uh,i (t)Φi (x) und uh :=

uh,1
...

uh,N

 : [0, T ]→ RN .

uh erfüllt ODE

Mhu′′h(t) + Ahuh = Fh,1(t) + Fh,2(uh(t)),
uh(0) = u0

h, u′h(0) = v0
h

mit

(Mh)i ,j = mh
(
Φj , Φi

)
, (Fh,1(t))i =

∫
Γh

Ih,Γ f̃1(t, x)Φi (x) ds,

(Ah)i ,j = ah
(
Φj , Φi

)
, (Fh,2(uh))i =

∫
Γh

f̃2(uh(x))Φi (x) ds
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Testbeispiel:
Ω = B(0, 1) ⊂ R2 Einheitskreisscheibe
Gleichung

utt − ∆u = |u|u + f̃Ω,1(t, x), (0, T )×Ω,
utt + ∂nu − ∆Γu = |u|2u + f̃1(t, x), (0, T )× ∂Ω,

u(0, x) = 0, ut(0, x) = 2πx1x2, in Ω

mit

f̃Ω,1(t, x) = −
(
4π2 + |sin(2πt)x1x2|

)
sin(2πt)x1x2 und

f̃1(t, x) = −4π2 sin(2πt)x1x2 + 6 sin(2πt)x1x2 − (sin(2πt)x1x2)3

Analytische Lösung:

u(t, x) = sin(2πt)x1x2



Ergebnisse
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Fehler

E (t) := ‖uh(t)− Ihu(t)‖H1(Ωh;Γh) + ‖u
′
h(t)− Ihu′(t)‖L2(Ωh)×L2(Γh)

zur Zeit t = 0.8 für p = 1 und p = 2:

10−1 100
10−2

10−1

100

101

Gitterweite h

Fe
hl
er

E
(0

.8
)

p = 1
Steigung 1

10−1 100

10−2

100

Gitterweite h

Fe
hl
er

E
(0

.8
)

p = 2
Steigung 2



Zusammenfassung
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Fehlerabschätzung für FE-Semidiskretisierungen semilinearer
Wellengleichungen mit dyn. Randbedingungen (Resultate von David
lassen sich übertragen)
Allgemeine Theorie die auf weitere Gleichungen und Diskretisierungen
anwendbar ist

Schwierigkeiten:
Nichtkonforme Diskretisierung (Ω 6= Ωh)
Behandlung der Nichtlinearität

Passende Voraussetzungen
(Fréchet-)Differenzierbarkeit zeigen
Diskretisierung
Fehlerabschätzung

Implementierung
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Ausblick
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Volldiskretisierung
Fehlerabschätzung für Standardzeitintegratoren
Splittingverfahren (Gleichungen in Ω und Γ getrennt lösen)

Bedingung an Nichtlinearität lockern
Anwenden der abstrakten Theorie auf weitere Beispiele
Weitere numerische Experimente
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