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Krylov-Unterraume ﬂ("'

m Polynomialer Krylov-Unterraum:

Km(A,v) =span{v,Av,..., ATy}
= {Pm-1(A)V|Pm-1 € Pm-1}

a Shift-and-Invert-Krylov-Unterrdume:
ICm((/+ YA, v) = span{v, (I + ) (I+ 7A)7(m71)v}

= {Pm-1((I+7A) ")V, Pm-1E Pm_1}

_ {rm—1 (A)V _ Pm-1 (A)

= va Pm-1 € Pm—1}

a Rationale Krylov-Unterraume

a Erweiterte Krylov-Unterraume
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Problemstellung: ¢,(—tA)v

® Ac C™"dinnbesetzt, F(A) CCg

a A aus Ortsdiskretisierung zeitabhangiger PDE— ODE

k (-1

Ut = Aut)+ Y ap v u(0) = up

==
m Variation der Konstanten

K

u(t) = e Auy + Y apt' po(—tA)v,

=1
z ! (1-s)z !
()= g2 = [ e T
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Krylov-Unterraum-Approximation ﬂ("'

@ Konstruktion einer ONB {vy, ..., Vm} von Km(A, v) oder Km((1+~vA)~1),v)
® Sm = VAV, c C™m

® Approximation

oo(—tA)VV = ||V|| Voo (—tSm))er, m<n
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Krylov-Unterraum-Approximation ﬂ("'

@ Konstruktion einer ONB {vy, ..., Vm} von Km(A, v) oder Km((1+~vA)~1),v)
® Sm = VAV, c C™m

® Approximation

oo(—tA)VV = ||V|| Voo (—tSm))er, m<n

PD Ortsdiskretisierung Skalarprodukt

\ /

Eigenschaften von A, v
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Krylov-Unterraum-Approximation ﬂ("'

© Konstruktion einer ONB {vy,..., Vm} von Km(A, v) oder Km((1+9A)~1),v)
® Sm = VIMM= 1SV, = VHSV,,  VEMVy = In

© Approximation

@e(—tA)V = ||V Vmee(— tSm))er, m<n

PDE Ortsdiskretisierung Skalarprodukt

e

FEM (v,w)y = whiMy

\ /

Eigenschaften von A, v
A= MT'S
M = MH positiv definit
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Ziele Aﬂ(“‘

institut f Technologie.

® Auswahl und Anwendung von KUV zur Approximation von ¢,(—tA)v erleichtern

m Strategien entwickeln, Implementierung von Hilfsroutinen
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Ziele
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® Auswahl und Anwendung von KUV zur Approximation von ¢,(—tA)v erleichtern

m Strategien entwickeln, Implementierung von Hilfsroutinen

infoA=struct(...) t,A,v,1 getinfoAv(t,A,v,1)
. e e
options=struct(...) A=struct(’°M’,M,’S’,S)

etinfopol .
€ . P . -~ checkoptions
getinfosai
Polynomiales KV Shift-and-Invert-V
Parameter Parameter
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Ziele
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® Auswahl und Anwendung von KUV zur Approximation von ¢,(—tA)v erleichtern

m Strategien entwickeln, Implementierung von Hilfsroutinen

infoA=struct(...) t,A,v,1

options=struct(...) A=struct(’M’,M,’S?,S) getinfohv(t,A,v,1)

|

A = AM
= M1 its =8H etinfopol .
2 M,Smlt..s, S gets po -~ checkoptions
weitere Félle: getinfosai
schiefsym, sektoriell.... ]
|
|
|
4
Polynomiales KV Erweitertes KV Shift-and-Invert-V
Parameter Parameter Parameter
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Krylov-Unterraum-Approximationen
Polynomial Shift-and-Invert

Input : ¢, S, v, tol
Output : um =~ @p(—tS)v

15::Hv|,v1::g W= vy
2
3 while Fehlerschétzer > tol do
4 w:= Svp Lose LGS (I +94S)vpi1 = w
5
6 for k=1:mdo
7 hm = viiw
8 Vi1 = Vmi1 — NimVk
9 end
10 Amy1,m = IV
1" Vi1 = Vme1/ Pmia,m
W= Vpi1
12
13 VYm = ([)((7me)91 Ym = q’;(*%(/me;ﬂ))eW
14
15 em := Fehlerschétzer
16 end

17 Um = BVmym
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Polynomia

Input : t, M, S, v, tol
Output : Uy =~ ¢ (—tM~'S)v

Bi=vim vi =5
while Fehlerschétzer > tol do
w:= Svnp
Lése LGS Mvj.1 = w
for k=1:mdo
hm = v,’("w
Vit 2= Vmi1 — hemVk
end
hmst.m = [Vms1llm
Vm+1 1= Vmi1/Ami1,m
Ym = @¢(—tHn)e;
em = Fehlerschéatzer
end
Um = BVmym

Lena Martin

Shift-and-Invert

Karlsruher Institut fur Technologie

w = Mvy

Lose LGS (M+yS)vpi1 = w

W= MVyq

W= MVp.q

Pmstm = VvAw

Ym = @e(—=L(lm = Hp')) e

(I+9A) =+ yM'S) v = (M+4S)~"Mv



Schitzen der bendtigten Iterationen AT

a-priori Fehlerschranken abhangig von F(A)
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Schatzen der bendétigten Iterationen

a-priori Fehlerschranken abhangig von F(A)

M-Wertebereich
AX, Hs
v o) = XU _ X8 e c\{o}

» F(S)cCf =FV(A) ccf

® M~ 'S ahnlich M—1/25m-1/2

a) o(M'S) =o(M12SM1/2)

b) FM(A) =F(M~1/28M~1/2)
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Near-Best-Eigenschaft der
M-Krylov-Unterraum-Approximationen

m Approximation:

u(t) = @o(—tAV = ||V|| e (—tVH SVin) ey

=:Um(t)

m Fehleriem(t) = u(t) — um(t)

a Abschétzung fur polynomiale Krylov-Unterraum-Approximation:

llem(t)[lm < 2C|\V|\Mp inf ~ max )\W(—Z) = p(2)]-

ePm-1 zeFM (1A
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Near-Best-Eigenschaft der ﬂ("'
M-Krylov-Unterraum-Approximationen
m Approximation:

u(t) = @o(—tAV = ||V|| e (—tVH SVin) ey

=:Um(t)

Fehler: epm(t) = u(t) — um(t)

Abschéatzung fir polynomiale Krylov-Unterraum-Approximation:

llem(D)lly < 2C[[vlly_inf =~ max [,(=2) —p(2)].
peP™-1 ZzeFM(tA)

Abschéatzung fir Shift-and-Invert-Approximation:

lem(D)m < 2C[lvlly inf — max g (=2) - r(2)]
reRM 1 () zEFM(tA)
=2C|lv inf max |fl(z) — p(z
IVl i, max 16(2) = p(z)
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A-priori Fehlerabschatzungen fiir S = S" AT
Polynomiale Krylov-Unterraum-Approximation an ¢,(—tA)v, £ > 0

a Hochbruck, Lubich (1997, 2008, 2013)

m ¢ > 0: superlineare Konvergenz flir m > w

s=s" w= tAmaX

S = 7SH w = t)\max

| Amax = maxjco(A) A
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Spektralradius Amax schatzen ﬂ("'

@ M diagonal: Satz von Gershgorin
a Fir verallgemeinetes EWP:

M~ 1Sx=Ax, x#0 & Sx=AMx, x#0
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Spektralradius Amax schatzen ﬂ("'

institut f Technologie.

@ M diagonal: Satz von Gershgorin
a Fir verallgemeinetes EWP:

M~ 1Sx=Ax, x#0 & Sx=AMx, x#0

m Varga, Kosti¢, Cvetkovic (2009): verallgemeinerte Gershgorin-Mengen
m Nakatsukasa (2011): verallgemeinerte Gershgorin Kreise

m M strikt diagonaldominant (sdd), falls

n
Yo myl < |myil, i=1,..., n
j=1
i
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Verallgemeinerte Gershgorin Kreise Aﬂ(“'
Einschlussmenge fir verallgemeinerte Eigenwerte:
n
K(S,M) = | J Ki(S,M), wobei K;(S,M) = KM 0 K®
i=1
Betrachte i-te Zeile

M

Sii

sdd: KM Kreisscheibe um o

nsdd: KM =C
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Verallgemeinerte Gershgorin Kreise Aﬂ(“'
Einschlussmenge fir verallgemeinerte Eigenwerte:
n
K(S,M) = | J Ki(S,M), wobei K;(S,M) = KM 0 K®
i=1
Betrachte i-te Zeile
M S

sdd: KM Kreisscheibe um A a) K Kreisscheibe

b) K,.S auBeres einer Kreisscheibe
¢) K° Halbebene

x — s
In allen Fallen gilt m € K.

nsdd: KM =cC KS=C
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Beispiel: Verallgemeinerte Gershgorinkreise AT

stitut for Technologie

FEM-Diskretisierung hom. WLG

ur(x, t) = uxx(x,t) Vt>0,x€(0,1), u(0,t)=u(1,t)=0, u(x,0)=ug

m aquidistantes Gitter mit n+ 2 Punkten, h = -1= =

n+1 — 10
. Amax < 1200
M= gtridiag(1,4, 1) 1,000
1, ..
S= Etrldlag(—1,2,—1) 500
6 (1 nn ’
— cos (&
Amax = (2 (n;“)) ~ 1160
W (2+ (7%7)) =500

—-500 0 500 1,000
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Alternativen?

m eigs zu teuer
a Sollte ohne Berechnung von M~1S berechenbar sein
a Kann vom Nutzer Ubergeben werden

a Erweitertes Krylov-Unterraum-Verfahren

12.10.2016 Lena Martin
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A-priori Fehlerschranken

Shift-and-Invert
m Schranken abhangig von -, asymptotisch: v =

[

m

a Eshof, Hochbruck (2006): hermitesche Matrizen

—1
m e M'Sy g=gH

lemllm < 2[VIMEn_1(7), 7= %
Ep_1(y):= inf sup |r(z) —exp(—tz)|

reR™=1 z€[0,00)

inf  sup |p(w)—fi(w
| sup lo(w) 4 (w)

12.10.2016 Lena Martin
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A-priori-Fehlerschranke fur SalA

m asymptotisch: v = v2/m
a polynomiale Bestapproximation: Remez-Algorithmus

® Minimierung von Ep_1(yopt(M, Amax))

1072 —‘o— Inf ||
— ESH
— — 1
5104} g
<
T
= 107 1
Sy
1078 e
Il Il Il
5 10 15 20
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A-priori-Fehlerschranke fir SalA AT

Karlsruher Institut fur Technologie

m asymptotisch: v = v2/m
a polynomiale Bestapproximation: Remez-Algorithmus

® Minimierung von Ep_1(yopt(M, Amax))

: 1073 ¢
10—2 I —+—Inf || £
— ESH
— —— 1
510t | _
< T 107
| oo =
= 1076 8
53
1075 ] 107°
Il Il 1 F
5 10 15 20

m

m Tabellen fur @,-Funktionen ¢ = 1,2
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Wahl des Shift-Parameters

Karlsruher Institut fur Technologie

Mit Remez-Algorithmus ermittelte Werte flr opt (M, Amax)

30 50 70 90 o
1.6162 1.6566 1.6768 1.6970 1.6970
0.4444 0.4646 0.4848 0.4848 0.4848
0.2424 0.2424 0.2626 0.2626 0.2626
0.1616 0.1616 0.4242 0.4242 0.4242 <
0.2424 0.2424 0.2626 0.2626 0.2626
0.1616 0.1818 0.1818 0.1818 0.1818 0.1
0.1212 0.1212 0.2424 0.2424 0.2424
0.1616 0.1010 0.1010 0.1818 0.1818
0.1212 0.0808 0.1414 0.1414 0.1414
0.0606 0.1010 0.1616 0.1616 0.1616
0.0808 0.1212 0.0606 0.1212 0.1212
0.0606 0.1010 0.1010 0.1010 0.1010
0.0404 0.0606 0.1212 0.1212 0.1212
0.0606 0.0404 0.1010 0.1010 0.1010
0.0404 0.0606 0.0606 0.1212 0.1212
0.0606 0.0404 0.0606 0.1010 0.1010
0.0404 0.0606 0.0808 0.0404 0.0404
0.0606 0.0404 0.0606 0.0606 0.0606
0.0404 0.0606 0.0404 0.0404 0.0404
0.0404 0.0404 0.0404 0.0606 0.0606 53] ——90
1012 | —=—Inf
=

5 10 15 20

>
3
o
£

0.04

1075}

10-9 |~ 50

m—1 (’Yoph )\HMI,.’I,‘)

333333333333333333383
Il

Il
N o m 8 a L OENOUTE WN —

CQOWoONOOOTHA,WN—=O
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Preprocessing ﬂ(".

institut f Technologie.

getinfolv
m prift Symmetrieeigenschaften fir S

m Schatzt, sofern méglich Spektralradius

Berechnet ||v| y

® options.tol, default 1e-8

— entsprechende Schranken bzw. Schatzung
[mMax,w ,bound,memoryv]=getinfopol(t,infoA,v,1,options)
[mMax,y,error,bound]=getinfosai(t,infol,v,1,options)
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Matlab: pdetool, refinement regular

Level n nnz | nnz/r? Amin | Amax
1 72 430 0.08295 12.6174 1549
2 315 2071 0.02087 12.4048 8227
3 1317 8965 0.005169 12.3550 3.75e+04
4 5385 3.72e+04 0.001283 12.3415 1.542e+05
5 2.178e+04 1.515e+05 0.0003194 12.3381 6.225e+05
6 8.758e+04 6.112e+05 7.967e-05 12.3373 2.533e+06
7 3.513e+05 2.455e+06 1.989e-05 12.3371 1.023e+07
8 1.407e+06 9.842e+06 4.971e-06 12.3370 4.101e+07
’size’, ’nonzeros’,’density’,’real’,’memory’,sym’,’bandwidth’,’spec’
1 1 wnuv.;f‘;:mg%vi
0.5 < 05 RE}
PR
RS0
’ " B
DS QXX
R
—0.5 J —0.5 RERIRES
KISBRRS
Egés'[ .vsé
-1 — T 30300
0 1 ' b
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T

institut f Technologie.

Verallgemeinertes Eigenwertproblem, Verallgemeinerung des Satzes von
Gershgorin, M strikt diagonaldominant?!

Kosten Matrix-Vektor-Multiplikation vs. Kosten Lésung des LGS

Gestalt von M

Symmetrie, spektrale Eigenschaften von M~'S,

S=

SH spd, Cholesky-Zerlegung / pcg genauso wie fir M

Anzahl m der benétigten lterationen: Speicher- u. Rechenaufwand wachsen

12.10.2016

Orthogonalisierung: O(m?) - n

Berechnung ym = ¢¢(—Sm)es O(m®)

m+ 2 Vektoren der Ldnge n

Overhead LU-Faktoren -> fill in trotz Umsortierung

LU 1n® +O(n?), % je fir vorwarts und riickwértseinsetzen.
Cholesky £n® + O(n?),je fiir vorwérts und riickwértseinsetzen.
LU- Bandmatrix: npg, p, q obere und untere Bandbreite
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