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Modellproblem: (F in L2(Ω), 0 < η � 1){
Finde uη ∈ H1

0 (Ω), sodass
Bη(uη,w) = (F ,w), ∀w ∈ H1

0 (Ω),

mit Bη(v ,w) =
∫

Ω
aη(x)∇v(x) · ∇w(x)dx.



Heterogene Multiskalenmethode
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Homogenisiertes Problem:{
Finde ueff ∈ H1

0 (Ω), sodass
Beff(ueff,w) = (F ,w), ∀w ∈ H1

0 (Ω),

mit Beff(v ,w) =
∫

Ω
aeff(x)∇v(x) · ∇w(x)dx,

wobei

aeff(x̄) =
1

|Yη(x̄)|

∫
Yη(x̄)

(
I + DT

x χ
(

x̄,
x
η

))T
aη
(

x̄,
x
η

)(
I + DT

x χ
(

x̄,
x
η

))
dx.

Zellprobleme:{
−∇x ·

(
a
(

x̄, x
η

) (
ei +∇x χi

(
x̄, x

η

)))
= 0, in Yη =

(
− η

2 ,
η
2

)d
,

χi Y-periodisch in der zweiten Variablen.



Heterogene Multiskalenmethode
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Diskretisierung:

Beff
H (vH ,wH) = ∑

K ,j
ωK ,ja

eff (xK ,j
)
∇vH

(
xK ,j

)
· ∇wH

(
xK ,j

)
dx

Beff(v ,w) =
∫

Ω aeff(x)∇v(x) · ∇w(x)dx



Heterogene Multiskalenmethode

4 14. 10. 2016 Bernhard MaierImplementierung der Heterogenen Multiskalenmethode in Deal II

Diskretisierung:

Beff
H (vH ,wH) = ∑

K ,j
ωK ,ja

eff (xK ,j
)
∇vH

(
xK ,j

)
· ∇wH

(
xK ,j

)
dx

= ∑
K ,j

ωK ,j

|Yη |

∫
Yη(xK ,j)

a
(

xK ,j ,
x
η

) [(
I + DT

x χ

(
xK ,j ,

x
η

))
∇vH

(
xK ,j

)]
·
[(

I + DT
x χ

(
xK ,j ,

x
η

))
∇wH

(
xK ,j

)]
dx

aeff(x) = 1
|Yη(x)|

∫
Yη(x)

(
I + DT

x χ
(

x, x
η

))T
aη(x)

(
I + DT

x χ
(

x, x
η

))
dx
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Diskretisierung:

Beff
H (vH ,wH) = ∑

K ,j
ωK ,ja

eff (xK ,j
)
∇vH

(
xK ,j

)
· ∇wH

(
xK ,j

)
dx

= ∑
K ,j

ωK ,j

|Yη |

∫
Yη(xK ,j)

a
(

xK ,j ,
x
η

) [(
I + DT

x χ

(
xK ,j ,

x
η

))
∇vH

(
xK ,j

)]
·
[(

I + DT
x χ

(
xK ,j ,

x
η

))
∇wH

(
xK ,j

)]
dx

≈∑
K ,j

ωK ,j

|Yη |

∫
Yη(xK ,j)

a
(

xK ,j ,
x
η

)
∇x ṽ

(
xK ,j , x

)
· ∇xw̃

(
xK ,j , x

)
dx

Was wissen wir über ṽ und w̃?
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Für ṽ (bzw. w̃) gilt:

∇x ṽ
(
xK ,j , x

)
=

(
I + DT

x χ

(
x,

x
η

))
∇vH

(
xK ,j

)
ṽ
(
xK ,j , x

)
= vH,lin(xK ,j ,x)

(x) + ηχ

(
xK ,j ,

x
η

)
· ∇vH

(
xK ,j

)
+ const .

Es folgt:

−∇x ·
(

a
(

xK ,j ,
x
η

)
∇x ṽ

(
xK ,j , x

))
= 0
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Für ṽ (bzw. w̃) gilt:

∇x ṽ
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x
η
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(x) + ηχ
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xK ,j ,

x
η
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· ∇vH

(
xK ,j

)
+ const .

Es folgt:

−∇x ·
(

a
(

xK ,j ,
x
η

)
∇x ṽ

(
xK ,j , x

))
= 0

{
−∇x ·

(
a
(

x̄, x
η

) (
ei +∇x χi

(
x̄, x

η

)))
= 0, in Yη =

(
− η

2 ,
η
2

)d
,

χi Y-periodisch in der zweiten Variablen.
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Für ṽ (bzw. w̃) gilt:

∇x ṽ
(
xK ,j , x

)
=

(
I + DT

x χ

(
x,

x
η

))
∇vH

(
xK ,j

)
ṽ
(
xK ,j , x

)
= vH,lin(xK ,j ,x)

(x) + ηχ

(
xK ,j ,

x
η

)
· ∇vH

(
xK ,j

)
+ const .

Es folgt:

−∇x ·
(

a
(

xK ,j ,
x
η

)
∇x ṽ

(
xK ,j , x

))
= 0

∫
Yη(xK ,j)

a
(

xK ,j ,
x
η

)
∇ṽ · ∇zhdx = 0, ∀zh ∈ Sq

per(Yη

(
xK ,j

)
, Th).
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Makroproblem:{
Finde uH ∈ S`

0(Ω), sodass
BHMM

H (uH ,wH) = (F ,wH), ∀wH ∈ S`
0(Ω),

mit BHMM
H (vH ,wH) = ∑

K ,j

ωK ,j

|Yη |

∫
Yη(xK ,j)

a
(

xK ,j ,
x
η

)
∇ṽh (x) · ∇w̃h (x) dx.

Mikroproblem: Finde ṽh ∈ vH,lin(xK ,j)
(
xK ,j

)
+ Sq

per(Yη

(
xK ,j

)
, Th)), sodass∫

Yη(xK ,j)
a
(

xK ,j ,
x
η

)
∇ṽh · ∇zhdx = 0, ∀zh ∈ Sq

per(Yη

(
xK ,j

)
, Th).
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Mikroproblem (1)
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Mikroproblem (1)
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Mikroproblem (2)
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Mikroproblem (2)
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Mikroproblem (2)
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Mikroproblem (2)
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Makroproblem:{
Finde uH ∈ S`

0(Ω), sodass
BHMM

H (uH ,wH) = (F ,wH), ∀wH ∈ S`
0(Ω),

mit BHMM
H (vH ,wH) = ∑

K ,j

ωK ,j

|Yη |

∫
Yη(xK ,j)

a
(

xK ,j ,
x
η

)
∇ṽh (x) · ∇w̃h (x) dx.

Mikroproblem: Finde ṽh ∈ vH,lin(xK ,j)
(
xK ,j

)
+ Sq

per(Yη

(
xK ,j

)
, Th)), sodass∫

Yη(xK ,j)
a
(

xK ,j ,
x
η

)
∇ṽh · ∇zhdx = 0, ∀zh ∈ Sq

per(Yη

(
xK ,j

)
, Th).



Makroproblem
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Setup
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Ω = [−1,1]× [−1,1]

aη(x) =

(√
2 + sin(2π x1

η ) 0

0
√

2

)
f (x) = π2(1+

√
2) sin(πx1) sin(πx2)

gD ≡ 0 auf ∂Ω

{
Finde uη ∈ H1

0 (Ω), sodass
Bη(uη,w) = (F ,w), ∀w ∈ H1

0 (Ω),

Bη(v ,w) =
∫

Ω
aη(x)∇v(x) · ∇w(x)dx.
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homogenisierte Lösung

⇒ aeff(x) =

(
1 0
0
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2

)
⇒ ueff(x) = sin(πx1) sin(πx2)



Setup

12 14. 10. 2016 Bernhard MaierImplementierung der Heterogenen Multiskalenmethode in Deal II

Ω = [−1,1]× [−1,1]

aη(x) =

(√
2 + sin(2π x1

η ) 0

0
√

2

)
f (x) = π2(1+

√
2) sin(πx1) sin(πx2)

gD ≡ 0 auf ∂Ω

{
Finde uη ∈ H1

0 (Ω), sodass
Bη(uη,w) = (F ,w), ∀w ∈ H1

0 (Ω),

Bη(v ,w) =
∫

Ω
aη(x)∇v(x) · ∇w(x)dx.

-1

1

-0.5

0.5 1

0

0.5

0.5

0

1

0
-0.5

-0.5

-1 -1

homogenisierte Lösung

⇒ aeff(x) =

(
1 0
0
√

2

)
⇒ ueff(x) = sin(πx1) sin(πx2)



L2-Fehler
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H ||L2
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||ueff − uHMM
H || ≤ ||ueff − ueff

H ||︸ ︷︷ ︸
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+ ||ueff
H − uHMM

H ||︸ ︷︷ ︸
emikro
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14 14. 10. 2016 Bernhard MaierImplementierung der Heterogenen Multiskalenmethode in Deal II

10−3 10−2 10−1 100

10−5

10−3

10−1

101

H

||ueff − uHMM
H ||L2 , ||ueff

H − uHMM
H ||L2

H2

h = 2−1η

h = 2−2η

h = 2−3η

h = 2−4η

h = 2−5η

h = 2−6η

||ueff − uHMM
H ||L2 ≤ C

(
H2 +

(
h
η
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H1-Fehler
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Übersicht
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Matlab-Code von A. Abdulle et al. ermöglicht:

elliptische und parabolische Probleme, jeweils linear und nichtlinear
(2009 bzw. 2011)
Stokes-Gleichungen mit DG-FEM (2015)
Dreiecks-, Vierecks- und gemischte Gitter

Aber dieser Code ist langsamer!



Rechenzeit
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CPU: AMD FX-8320 (8 Kerne, 3.5 GHz)
RAM: DDR3 8 GB

Auflösung Rechenzeit
Makro Mikro Matlab (2009) Deal II

4 4 ca. 58s ca. 16s
4 5 ca. 228s ca. 64s
5 4 ca. 225s ca. 65s
5 5 ca. 930s ca. 270s



Ausblick
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Anwendung auf Wellengleichungen und Maxwellgleichungen
paralleles Lösen der Mikroprobleme
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