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¢¢-Funktionen ﬂ(".

a ODE, Variation der Konstanten, Exponentielle Integratoren

01
V) =)+ v Y0 =

a In Lésung: Funktionen der Form

1 /-1
. 4 _ (1-s)z_S
po(2) = €% ¢(2) /oe (R
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¢¢-Funktionen ﬂ(".

a ODE, Variation der Konstanten, Exponentielle Integratoren
(-1

V) =)+ v Y0 =

a In Lésung: Funktionen der Form

(—1

T ez S
o(2) = €, (pe(Z):/o el S>Z(é_1)!ds, 0>
m Alternative Darstellung
e’ —t1(2) =1 zn
pu(2) = P ti_1(2) = n:om

m hebbare Singularitat: ¢,(0) = £
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Shift-and-Invert-Approximation ﬂ(“'

m Shift-and-Invert-Krylovraum, v ¢ F(A)

Om(A V) = {pm—1((v = A)")v, Pm-1 € Pm-1}
— {1 (A = mv, Pt € Pt}

® Spx VHAV, =1 — Hp' — by mVE AV, 1 €D HR '
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Shift-and-Invert-Approximation ﬂ(“'

m Shift-and-Invert-Krylovraum, v ¢ F(A)

Om(A V) = {pm—1((v = A)")v, Pm-1 € Pm-1}
— {1 (A = mv, Pt € Pt}

® Spx VHAV, =1 — Hp' — by mVE AV, 1 €D HR '
w @A)V = ||V||Vmee(Sm)e

m Berechnung von ¢,(Sm)eq
m S, normal: diagonalisieien, phi.m
m Trick: erweiterte Matrix Sy, ¢, expm.m, (Sidje 1998, Expokit)

m Im Weiteren: F(A) CC,, >0, [v|]=1
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Spezialfall: A= A", po(A)v = eAv AT

@ Hochbruck u. J.v.d.Eshof (2004), Moret u. Novati (2004)
m Potenzenmethode, Lanczos Verfahren fir Eigenwerte
a A(*A) g F(*A) — [/\min,/\max] C [0,°0>

m Spektrale Transformation:

1 1 c (o, 1]

A((IYI_A)_U < ]:((’)//—A)_1) - Amax + 7 Amin+ Y

mf(t)=ert" te(o

]
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Diskreter Laplace-Operator 1-D ﬂ("'
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m evy, mit Ay = N?tridiag(1, —2,1) € RV-"*N-1 t = 0.025
m F(Ay) — (—oo, —7?]

a Konvergenz der Shift-and-Invert-Approximation gitterunabhangig
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Schrodingergleichung 1-D: Finite Differenzen
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N=1024
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w vy, mit Ay = N2tridiag(1, —2,1) € RN-1*N=1t = 0.025

m F(Ay) — i(—o0, —1?],
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Resultate fiir ¢,(A)v, ¢ > 1 ﬂ("'

Dissertation Tanja: Gitterunabhangige Konvergenz fir ¢,(A)v, £ > 1

C(,
gAY~ Vopr(Smenll < S v
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Resultate fiir ¢,(A)v, ¢ > 1 ﬂ("'

Dissertation Tanja: Gitterunabhangige Konvergenz fir ¢,(A)v, £ > 1

C(,
gAY~ Vopr(Smenll < S v

Ideen im Beweis:

m Reduktion auf skalares Approximationsproblem (Crouzeix, Neumann)

[F(A)V = 1 (A)v]| < 2C |v| Sgg\f(z) —rm-1(2)],  FA) SO

= Mobiustransformation T(z) = 22 = w

N

» gi(2) = (T (w)) = £y (w), weD\{-1}

® ¢(2) |z|i>0,€>0 ,setze f,(—1) =¢
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Wahl des Shifts v fiir A = AH AT
m Fir festen Grad m: Ergebnis von Saff, Schénhage u. Varga

_ t)
el te(0,0) rm(t) = Pt

(1 +5)m
d.h. wahle v := m.

m Verscharfung duch Andersson: v = %
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Wahl des Shifts v fiir A = AH AT
m Fir festen Grad m: Ergebnis von Saff, Schénhage u. Varga
e lte[0,0), rm(t)= M

IGESOL
d.h. wahle v := m.

m Verscharfung duch Andersson: v = %

a Shift-and-Invert, mi.A. nicht vorher bekannt Eshof u. Hochbruck
Ansatz Gber Bestapproximationsproblem:

inf sup |f,(y—t7") —p(t)]
PEPm—1 fG[O,%)

m Remez-Algorithmus fir reelle Bestapproximation

m Tabelle angegeben mit Toleranz und zug. yopt, M
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Bestapproximation mit reeller CFM
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F(A) enthalten in einem Sektor Sy

Moret u. Novati, Restricted Denominator rational Arnoldi method

m A sektorieller Operator: 7(A) in Sektor Sy, < %

m+2( m+{
a 2COS(9) S ')/opt S Y

a Nutzt Gitterunabhénigkeit fir Wahl von +:

© Grobe Diskretisierung um m abzuschétzen
@ setze v gemaB oben

m RD-Method nicht sehr empfindlich fiir Wahl von
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Eigener Ansatz ﬂ(".

m Heuristischen Ansatz verallgemeinern auf A # A", F(A) CCy,

m Genauer: F(A) innerhalb eines Kreises, Ellipse, Sektor, Polygon

® Ansatz analog zu Hochbruck u. Eshof
a Médbiustransformation — polynomiale Bestapproximation

CxN Im E Im
1 T(z)=w = R
< N y "
[ Eaey ) |w )T
C \\\?0’/// v Re TV\-(Zo) /Il Re
~__ \\\\ //
T (w) ==z
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Bestapproximation auf dem Einheitskreis AT

m Carathéodory- Fejér Approximationen

© FFT zur Bestimmung von Taylorkoeffizienten — Hankelmatrix C

@ Singularwertzerlegung von C

@ Rechter Singularvektor enthalt Koeffizienten eines Blaschkeprodukt
O Koeffizientenvergleich — Near-Best-Approximation

a Javed, Trefethen: CCF.m - 30 Jahre alt
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Bestapproximation auf dem Einheitskreis AT

m Carathéodory- Fejér Approximationen
© FFT zur Bestimmung von Taylorkoeffizienten — Hankelmatrix C

@ Singularwertzerlegung von C
@ Rechter Singularvektor enthalt Koeffizienten eines Blaschkeprodukt
O Koeffizientenvergleich — Near-Best-Approximation
a Javed, Trefethen: CCF.m - 30 Jahre alt
Problem:
a Polynomiale Variante: Pole von f, nahe D

a Rationale Variante: Pole nicht frei wahlbar
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Neuer Ansatz ﬂ(".

Idee: Nutze Near-Best-Eigenschaft aus
I#(A)v — m-1(A)v]| < 2C V]| _int suplf(2) ~rm1(2)]. F(A)CO

m—1 z&

=B

e N

Om(A v) ={rm1(A)V = pm_1 (('Yl_ A)_1)V,pm,1 € Pm-1}

® Kp=(v,Bv,B?v,...,B" 1v)
@ Vo, = KnRm, Rm obere Dreiecksmatrix

® Pn-1(B)V = Vimg((Sm)er = KmRm¢(Sm)er =
Km(ao, a, ..., am,1)T

m Koeffizienten von pp,_1
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Diskretisierung von Q)

m Geeignete Diskretisierung ()4 von Q,
— Diagonalmatrix D, v = (1,..., T

® Qn(Dv) —p
m Setze feinere Diskretisierung Qp in p ein, berechne

ET = max gs(2) - Pn(2)]

L
w Suche ,m, sodass E[’ = min
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Diskretisierung von Q)

AT

[Ir(2) — ¢0(2)]|c = 2.77€ — 09 Krylov error vs. pred error
109 pred:2.77e-09 109 5.38e-09 2.56e-08
s — . = 101 | —SMin ||
2 > .0 102 _errpred §
~, . . rand
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Remez vs. Diskretisierung von Q) ﬂ("'

Diagonalmatrix-Ansatz

= —
—

10°5 5 4 ¢ & 1075 74 78 7
0 2 46 81012141618 20
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Remez-Algorithmus

100 —
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0 2 4 6 8 1012141618 20
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Tabellarische Werte ﬂ("'

Diagonalmatrix-Ansatz Remez-Algorithmus
lerr| [voptl  m lerr| [voptll  m
0.050946 22 3 0.021008 2551 3
0.018913 3.8 4 0.0048412 1 4
0.0026376 38 6 0.0011041 4102 6
0.0010714 54 7 9.62e-05 29388 7
0.00041553 7 8 0.0001932 7.2041 8
6.7163e-05 7 10 2.4458e-05 7.2041 10
9.6903e-06 10.2 12 4.6717e-06 10.306 12
6.7773e-07 11.8 15 4.5104e-08 11.857 17
1.7816e-08 14.8 19 7.7198e-09 14959 19
7.0254e-09 13.2 20 2.9625e-09 13.408 20
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Diagonalmatrix-Ansatz () = Sy

Sektor Sy, 0 = {5
100
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Sektor Sy, 0 =

0 2 4 6 8 1012141618 20



