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Einleitung

Die Molekiildynamik-Simulation ist ein aktuelles Forschungsgebiet, das in den letzten Jahren
standig an Bedeutung gewonnen hat. Die klassische Molekiildynamik ist momentan die wich-
tigste Moglichkeit, tiber das dynamische Verhalten grofier Molekiile Erkenntnisse zu gewinnen.
Viele Chemiker und Physiker verbringen daher heute mehr und mehr Zeit in einem virtuel-
len Labor, an einem Computer sitzend. Die Herausforderungen auf diesem Gebiet sind dabei
nicht gering. Die Molekiildynamik-Simulationen umfassen mehrere Zeitskalen, die von 1 fs (=1
Femtosekunde=10"'s) bis zu 10 Sekunden bei der Faltung groier Molekiile reichen und in der-
selben Simulation auftreten. Hiufig sind erst Zeitskalen im Bereich von Pikosekunden (10712)
fiir die Interpretation der Daten interessant, und es wiirde geniigen die Losung in gréferen
Absténden zu kennen.

Im mathematischen Modell spiegelt sich dieser Umstand dadurch wieder, dass die Losung hoch-
frequente Losungskomponenten mit kleiner Amplitude besitzt, wobei die Losung haufig nur auf
einem Gitter mit einer Zeitschrittweite h gesucht wird, fiir die hw > 1 ist, wobei w die hoéchste im
System auftretende Frequenz bezeichnet. Differentialgleichungen diesen Typs werden oszillatori-
sche Differentialgleichungen genannt. Wegen ihrer Bedeutung nicht nur in der Molekiildynamik
sind oszillatorische Differentialgleichungen in den letzten Jahren zunehmend ins Zentrum des
Interesses gertickt.

Das Standard-Verfahren zur numerischen Integration dieser Differentialgleichungen ist das Verlet-
Schema und seine Varianten (z.B. leap-frog). Dieses Verfahren ist einfach zu implementieren,
funktioniert bei kleiner Schrittweite sehr gut, benétigt aber viel zu viele Schritte, um oszillatori-
sche Differentialgleichungen iiber ldngere Zeitintervalle numerisch effizient 16sen zu kénnen. Das
liegt daran, dass die hohen Frequenzen bei der numerischen Integration einer oszillatorischen
Differentialgleichung von dem Verlet-Schema vollstédndig aufgelost werden miissen, damit das
Verfahren eine korrekte Losung liefert. Dasselbe Verhalten zeigen alle bekannten Verfahren, wie
implizite und explizite Runge-Kutta-Verfahren sowie Mehrschrittverfahren. Mit diesen Verfah-
ren konnen viele Phinomene die auf groberen Zeitskalen ablaufen, obwohl auf diesem Gebiet
Rechenzeiten in der Groflenordnung von Monaten nicht uniiblich sind, nicht beobachtet wer-
den. Wiinschenswert sind daher numerische Integrationsverfahren (sog. Integratoren), die der
Schrittweiteneinschrankung nicht unterliegen und damit weniger rechenaufwindig sind.

In den letzten fiinf Jahren wurden Lange-Zeitschritt-Integratoren entwickelt. Damit werden Ver-
fahren bezeichnet, die Fehlerabschétzungen unabhingig von der Glattheit der Losung zulassen
und die die Losung auf einem Gitter mit Zeitschrittweite h und hw > 1, wobei w die hochste
auftretenden Frequenz bezeichnet, berechnen kénnen. Als einzige Voraussetzung wird dabei ge-
fordert, dass das System beschrinkte Energie hat, eine physikalisch plausible Bedingung.

Ahnlich wie bei der Theorie zur numerischen Integration steifer Systeme, erfordert auch die Ana-
lyse von Verfahren fiir oszillatorische Probleme v6llig neue mathematische Techniken. Die Ursa-
che hierfiir liegt in der nichtglatten exakten Losung der Differentialgleichung, die die Verwendung
von Taylorentwicklung derselben unmoglich macht. Diese neuen Techniken geben gleichzeitig
Aufschluss iiber die Konstruktion neuer Lange-Zeitschritt-Integratoren.

Bisher sind Lange-Zeitschritt-Verfahren nur fiir Differentialgleichungen bekannt, bei denen die
hohen Frequenzen aus einem zeitunabhéingigen linearen Anteil resultieren. Diese Integratoren



erfordern die Berechnung des Produkts ¢(h€2)v einer analytischen Funktion ¢ ausgewertet an
einer mit der Zeitschrittweite skalierten, symmetrischen Matrix €2 mit einem Vektor v. Diese
konnen zum Beispiel mit Krylov-Unterraumverfahren approximiert werden (vgl. [7, 8, 14, 24]).
Da die auftretenden Funktionen ¢ mit Hilfe der Exponentialfunktion dargestellt werden kénnen,
wird auch von exponentiellen Integratoren gesprochen (vgl. [17]).

Ziel dieser Arbeit ist es, Lange-Zeitschritt-Verfahren fiir eine allgemeinere Klasse von oszillatori-
schen Problemen zu konstruieren und zu analysieren, denn in den Problemen aus der Molekiildy-
namik erweist sich die oben genannte Einschrinkung auf zeitunabhéngige lineare Anteile als zu
strikt. Es soll jedoch weiterhin nur die physikalisch sinnvolle Voraussetzung der beschréinkten
Energie gefordert werden, so dass die Ergebnisse auch praktisch relevant sind.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert: Im ersten Kapitel wird nach einer Einleitung
in oszillatorische Differentialgleichungen die Molekiildynamik als ein groies Anwendungsgebiet,
in dem oszillatorische Differentialgleichungen auftreten, vorgestellt. Ferner werden die iiblichen
Verfahren betrachtet, mit denen oszillatorische Differentialgleichungen numerisch gel6st werden,
dabei auch die ersten Lange-Zeitschritt-Integratoren und unter welchen Voraussetzungen die Ei-
genschaft, ein Lange-Zeitschritt-Integrator zu sein, bewiesen wurde. Das erste Kapitel beinhaltet
bekannte Aussagen. Im Gegensatz dazu sind alle vorgestellten Sétze und Beweismethoden der
weiteren Kapitel neu. Wenn bereits vorhandene Ergebnisse verwendet werden, werden diese nur
zitiert und der Beweis nicht wiedergegeben.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit nichtautonomen, linearen, homogenen, oszillatorischen
Differentialgleichungen. Diese Differentialgleichungen stellen fiir sich ein interessantes aktuelles
Forschungsgebiet dar (z.B. [18], [19]). Um einen vorgeschlagenen exponentiellen Integrator zu
analysieren, musste ein neuer funktionalanalytischer Ansatz entwickelt werden. Mit den vorge-
stellten Techniken ist eine weitere Analyse und Ableitung weiterer neuer Verfahren fiir diese
Differentialgleichungen moglich. Dies wird an dieser Stelle aber nicht durchgefiihrt, sondern
nur so weit, wie es fiir die Theorie in den weiteren Kapiteln notig ist. Die Beweismethoden lei-
sten einen wichtigen Beitrag zum Verstédndnis homogener oszillatorischer Differentialgleichungen.
Es sind die ersten Sétze, die allgemeine Aussagen iiber den globalen Fehler einer numerischen
Niherungsmethode fiir homogene, lineare, nichtautonome Systeme treffen. Bisher waren solche
Ergebnisse nur fiir spezielle skalare Gleichungen bekannt (vgl. [18], [19]).

Ostzillatorische Differentialgleichungen, bei denen die hohen Frequenzen von einem nichtauto-
nomen, linearen, oszillatorischen Teil der Differentialgleichung erzeugt werden, treten in vielen
Anwendungen auf. Die Molekiildynamik oder Semidiskretisierungen von partiellen Differential-
gleichungen, die Wellenphdnomene beschreiben, sind Beispiele hierfiir. Im dritten Kapitel werden
exponentielle Einschritt- und Zweischrittverfahren vorgestellt, die Lange-Zeitschritt-Integratoren
sind, und diese Eigenschaft bewiesen. Zum Abschluss werden einige numerische Experimente mit
diesen Verfahren vorgestellt.

Fiir die Praxis sind die Ergebnisse des vierten Kapitels von besonders grofler Bedeutung. Von
einem bereits fiir die Molekiildynamik vorgeschlagenen Gautschi-Typ-Verfahren (vgl. [13]) wird
unter Verwendung der physikalisch sinnvollen Finite-Energie-Bedingung gezeigt, dass das Ver-
fahren ein Lange-Zeitschritt-Integrator fiir nichtlineare oszillatorische Differentialgleichungen
zweiter Ordnung darstellt. Dieses Verfahren ist das erste, von dem diese Eigenschaft bewie-
sen werden konnte. In ein Paket zur Simulation in der Molekiildynamik implementiert lésst das
Verfahren durch die theoretischen Ergebnisse und die numerischen Tests in Kapitel 4 eine grofe
Rechenzeiteinsparung erwarten.
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Kapitel 1

Oszillatorische Probleme und deren
Zeitintegration

1.1 Oszillatorische Differentialgleichungen

In dieser Arbeit wird die numerische Losung von speziellen Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung untersucht. Differentialgleichungen dieses Typs treten z.B. bei N-Korper-Problemen oder
bei der Semidiskretisierung von partiellen Differentialgleichungen, die nichtlineare Wellenphéno-
mene beschreiben, auf. Besonderes Augenmerk wird auf Differentialgleichungen gelegt, die in
der Molekiildynamik auftreten.

Die rechte Seite der Differentialgleichung sei wie angedeutet in zwei Teile aufgespaltet,

§=—fy)+9), (1.1)

die Funktionen f und g seien Gradienten, und ihre Jacobimatrizen damit symmetrisch. Die
Differentialgleichung wird als oszillatorisch bezeichnet, wenn f, symmetrisch positiv-semidefinit
ist und in der Spektralnorm || f, || > 1 gilt, aber ||g|l, |lgy|l, ||gyy| und || fyy | mit kleiner Konstante
beschrankt sind. Ferner wird angenommen, dass die Differentialgleichung so transformiert ist,
dass die Losung in einer Kugel um Null bleibt. Unter dieser Annahme lésst sich die oszillatorische
Differentialgleichung auch in der Form

i=—fy(v)y+3y)

schreiben, wobei g dieselben Voraussetzungen erfiillt wie zuvor g. In dieser Schreibweise tritt der
fir das oszillatorische Verhalten der Differentialgleichung verantwortliche Teil f,(y)y deutlicher
zu Tage. Jetzt kann eine weitere wichtige Vorraussetzung formuliert werden. Fiir das Differen-
tialgleichungssystem (1.1) gelte die Finite-Energie-Bedingung

o1, 1 1
H(y,9) = §Hy\|§ + §nyy(y)y < §K2.

Diese Bedingung ist keine beweistechnische Vorraussetzung sondern eine physikalisch sinnvolle
Voraussetzung. Bei den Systemen aus der Molekiildynamik, die im n#chsten Abschnitt vorge-
stellt werden, hat diese Gréfle z.B. unter dem Namen harmonische Energie eine anschauliche
Bedeutung.



Die Losungen dergestalter Systeme besitzen schnell oszillierende Komponenten, die durch die
grofien Eigenwerte von f, erzeugt werden. In vielen Anwendungen gilt das Interesse aber nicht
der hochoszillierenden Losung an sich, sondern nur einem Mittelwert der oszillatorischen Losung.
Ein Beispiel sind Systeme in der klassischen Molekiildynamik, die Proteinfaltungen simulieren.
Der Faltungsprozess und die Endkonformation sind von Interesse, die exakte Auflosung der
Bindungsschwingungen aber nicht. Im folgenden Schaubild ist eine Losung einer oszillatorischen
Differentialgleichung und eine Vergrélerung des Anfangs dargestellt.

-2.21

—24f

-2.61

-2.8F

-3 -1.952

-3.2r

-34
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Interessant ist hier nur die globale Bewegung, die kleinen schnellen Oszillationen nicht. Ein
Standardintegrator muss aber alle Oszillationen auflésen, und die wihlbare Schrittweite des In-
tegrators ist damit durch die Hélfte der Periode der hochsten auftretenden Frequenz beschrénkt.
In [9] werden Lange-Zeitschritt-Verfahren als solche Verfahren definiert, die auch bei gréeren
Schrittweiten noch die richtige Losung berechnen kénnen, die also in der Lage sind, ganze Pe-
rioden zu iiberspringen und trotzdem auf der richtigen Losung zu landen. Zum theoretischen
Nachweis dieser Eigenschaft muss fiir die Verfahren eine Fehlerschranke unabhingig von der
Jacobimatrix f, nachgewiesen werden. Im folgenden Schaubild ist noch einmal der Anfang der
oszillatorischen Losung aufgetragen, zusammen mit den Stellen, die mit einer Lange-Zeitschritt-
Methode aus Kapitel 4 berechnet wurden.

-1.948

-1.95} [ '

-1.952

Alternativ zur Konstruktion von Lange-Zeitschritt-Methoden kann auch versucht werden, die
Differentialgleichung zu homogenisieren, d.h. das System so abzuéndern, dass es eine gemittelte
Losung ohne hochoszillatorische Komponenten liefert. Dieser Ansatz ist schwierig und in der
Regel erfordert er tiefe Einsicht in das spezielle Problem, das geldst werden soll. Mit jedem neuen
System sind meistens auch die Verdnderungen, um die korrekte gemittelte Losung zu erhalten,



neu (vgl. [3]). Die Lange-Zeitschritt-Methoden bieten eine weniger radikale Moglichkeit, solche
Systeme trotzdem mit vertretbarem Aufwand zu 16sen. Die Konstruktion solcher Verfahren ist
nicht einfach, aber ein wichtiger Beitrag zu dem aktuellen Forschungsgebiet hochoszillatorischer
Differentialgleichungen (vgl. [2, 5, 9, 11, 12, 16, 19, 22]).

Die in dieser Arbeit betrachteten Differentialgleichungssysteme erfiillen eine weitere Eigenschaft,
die bei groflen Systemen von oszillatorischen Differentialgleichungen h#uftig auftritt, besonders
fiir die im néchsten Abschnitt vorgestellten Systeme aus der Molekiildynamik. Die rechte Seite
der Differentialgleichung ist derart, dass die numerische Auswertung von f und f, billig, die von
g aber teuer ist.

1.2 Molekiildynamik

Die exakte Beschreibung der atomaren Dynamik eines Molekiils erfordert die Loésung einer
zeitabhéngigen Schrodingergleichung. Schon bei einem Molekiil mit wenigen Atomen ist der
Rechenaufwand zur Losung dieser immens. Da die direkte Losung der Schrédingergleichung
nicht moglich ist, wird die Molekiilbewegung in der klassischen Molekiildynamik durch mecha-
nische Modelle simuliert. Das Kraftfeld, das die Bewegung der Atomkerne antreibt, besteht
aus chemisch motivierten mechanischen Modellen fiir lokale Terme, wie Bindungsstreckpoten-
tiale, Bindungswinkelpotentiale, Torsionspotentiale und Kréfte zur Beschreibung von Wasser-
stoffbriickenbindungen als auch aus nichtlokalen Wechselwirkungen wie den langreichweitigen
Coulomb-Kriften zwischen geladenen Atomen und der Van-der-Waals-Anziehung. Dabei werden
in den Molekiilmodellen iiblicherweise nicht die Krifte direkt angegeben, sondern die Potentia-
le der Krifte. Mit ihnen lésst sich die Hamilton-Funktion eines klassisch simulierten Molekiils
H(p, q) aufstellen, aus der sich die zu lésende Differentialgleichung durch

dp; dH .

— = - =1,..,d
dt qu ) ? )y
% - dH

dt N dpi

ergibt. Dabei ist ¢ ein Vektor, der die Ortskoordinaten beschreibt, und p ein Vektor, der die Im-
pulse beschreibt. 2d ist die Dimension des Differentialgleichungssystems. Eine typische Hamilton-
Funktion eines klassisch simulierten Molekiils hat die Gestalt (vgl. [1], [23]):

1 _ 1 1
Hpq) = Sp"M7'p+ > SKb—b)+ Y K0 —00)
Bindungen Bindungswinkel
1 4iq;
+ Z - RV + > K=t
Torsionswinkel ungebundene Paare

Dabei ist M eine Diagonalmatrix, die die Massen der Atome enthilt. Die genauen Werte, wie
Molekiile am besten simuliert werden, sind empirisch bestimmt und daher wurde eine Reihe
verschiedener Kraftfelder entwickelt (z.B.: [4, 6, 31]). Durch Vergleich von Simulationen mit
experimentellen Daten werden diese sténdig verfeinert.

Die entstehenden Krifte lassen sich dabei in schnelle Kréfte, das sind solche, die eine Jacobi-
matrix mit groflen positiven Eigenwerten erzeugen, und langsame Krifte unterteilen. Bei der
Unterteilung gibt es eine gewisse Willkiir. Die Bindungen, Bindungswinkel und Torsionswinkel



werden meistens zu den schnellen Kriften gezéhlt, die elektrostatischen und Van-der-Waals-
Krifte werden mit Hilfe einer Umschaltefunktion in schnelle und langsame Kréfte unterteilt.
Atome, die nahe beieinander sind, erzeugen schnelle Krifte bei diesen ungebundenen Kriften,
weiter entferntere langsamere Krifte. Grob hat das System die Gestalt:

1 _
H(p,q) = §pTM 't Uschnell (4) + Ulangsam(Q)'

Da die bindungsabhingigen Krifte nur zwischen Atomen, die dann auch nahe beieinander sind,
wirken, und von den elektrostatischen und Van-der-Waals-Kriften genau die nahe beieinander
liegenden Atome die schnellen Krifte erzeugen, ist fiir grofie Molekiile sofort klar, dass die Aus-
wertung der schnellen Krifte billig ist, die der langsamen aber, da hier jedes Atom mit jedem
wechselwirkt, sehr teuer. Auch beim Einsatz von Multipolverfahren bleibt die Auswertung der
langsamen Kréfte der dominierende Teil des Arbeitsaufwandes. Fiir eine grofie Simulation auf
einem Parallelrechner oder einem Cluster kommt hinzu, dass die Auswertung der langsamen
Krifte einen hohen Kommunikationsaufwand erfordert. Dies macht die Auswertung der langsa-
men Krifte noch unangenehmer.

Bei Zimmertemperaturen, also nicht bei Hochenergiedynamik, gibt es ein nicht unbedingt ein-
deutig bestimmtes lokales Minimum ¢* des Energiepotentials in der Ndhe der Losung. Durch die
einfache Koordinatentransformation p = M ~'/2p und § = M'/?(q — ¢*) und Umbenennung

7 ~ * —1/2 ~ 7 ~ * —1/2~
Uschnell (@) = Uschnen (4" + M ) bzw. Ulangsam(Q) = Ulangsam(q + M)
geht dieses System in ein weiteres Hamiton-System iiber. Wird dieses System mit y = ¢ ge-
schrieben, lautet es

j = Usehmell () langsam
dy dy ’

mit der Hamilton-Funktion

. 1, . 1-
H(y, y) = §||y”% + §Uschnel](y) + QUlangsam(y)a

und hat damit genau die Form einer oszillatorischen Differentialgleichung. Physikalisch sinnvolle
Losungen erfiillen dabei die Finite-Energie-Bedingung

Hr(oy) = 13 + g el o 2y
In diesem Zusammenhang heifit Hr auch reduzierte oder harmonische Energie. Manche Auto-
ren setzen auch eine Finite-Energie-Bedingung mit einer konstanten Matrix A voraus und ldsen
die hohen Frequenzen die ganze Simulation hindurch mit den Eigenwerten dieser Matrix auf
(z.B. [21]). Beim Beweis aller Lange-Zeitschritt-Integratoren, die bis jetzt bekannt sind, wur-
de fiir den Nachweis der entscheidenden Ordnungsbedingung, dass das Verfahren tatséchlich
ein Lange-Zeitschritt-Integrator ist, diese Voraussetzung gemacht. Im Gegensatz dazu werden
in dieser Arbeit Lange-Zeitschritt-Verfahren hergeleitet und ihre Eigenschaften bewiesen, die
mit der allgemeineren Finite-Energie-Bedingung auskommen und wéhrend der Simulation die
Jacobimatrix der schnellen Krifte an die aktuellen Orte anpassen kénnen.

1.3 Verlet-Schema

Der bekannteste Integrator fiir eine oszillatorische Differentialgleichung,

=1,  ylto) =vo,  Y(to) = 7o,



besonders in der Molekiildynamik, ist das Stormer-Verlet-Verfahren (vgl. [30]):

Yntl — 2Yn + Yn—1 = h2f(yn)a

mit Startschritt ,

) h
y1=yo +hy(to) + 5 f(yo)-
Néherungen an die Geschwindigkeiten kénnen durch

_ Yn+1 — Yn—1
" 2h

gewonnen werden. Das Stormer-Verlet-Schema erlaubt auch eine Einschritt-Formulierung mit
der Néherung 9,,11/2 = ¥n + %f(yn):

. . h
Unti/2 = Unt Ef(yn)
Yn+1 = Yn T+ hyn+1/2

. . h
Yn+1 = yn+1/2+§f(yn+1)'

In der Molekiildynamik werden exakte Losungen zum Vergleich mit dem Stérmer-Verlet-Schema
mit kleiner Schrittweite berechnet. Das Verlet-Schema, ist leicht zu implementieren und symplek-
tisch.

Symplektizitét ist eine geometrische Eigenschaft des Losungsoperators ®(t,to)y, die jedem An-
fangswert y fiir fest gewéhlte ¢,ty durch die Losung der Differentialgleichung einen Punkt im
Phasenraum zuordnet. Der Hauptsatz der Hamilton-Theorie lautet: Der Losungsoperator eines
Hamilton-Systems erfiillt fiir bel. feste t,tg die Eigenschaft

doT 4o 0 I
— J— = J=
dy —dy ’ [—I O}’

d.h. der Fluss des Hamilton-Systems ist symplektisch. Wird der Fluss der numerischen Lésung
mit ¢(tg + h,to)y bezeichnet, so heifit ein numerisches Verfahren symplektisch, falls der nume-
rische Fluss symplektisch ist, also gilt

d T
do™ ,d¢ _
dy — dy

Durch die Erhaltung der geometrischen Struktur sind symplektische Verfahren fiir die Losung
vieler Systeme, besonders wenn es auf das qualitative Verhalten der Losung ankommt, besser
geeignet. Ein guter Einblick in die Bedeutung geometrischer Integration kann z.B. in [12], [25]
und [27] gefunden werden. Die geometrische numerische Integration ist ein aktuelles Forschungs-
gebiet von grofler Bedeutung. Dies hat dazu gefiihrt, dass viele Forscher ein Verfahren dann als
geeignet fiir hochoszillatorische Probleme der Molekiilldynamik ansehen, wenn es symplektisch
ist. Dabei ist die Bedeutung der Eigenschaft der Symplektizitat fiir die hochoszillatorischen
Probleme unklar. In [12] wurde eine reversible KAM-Theorie entwickelt, die fiir symmetrische
Verfahren dieselben guten Eigenschaften nachweist wie fiir symplektische Verfahren. Eines ist
aber klar: Weder aus der Symmetrie noch der Symplektizitéit eines Integrators folgt, dass er
ein Lange-Zeitschritt-Integrator ist. Bestes Beispiel hierfiir ist das Verlet-Schema selbst. Es ist
symplektisch und symmetrisch, aber kein Lange-Zeitschritt-Integrator. Fiir den Nachweis, dass
ein Verfahren ein Lange-Zeitschritt-Integrator ist, muss eine Ordnungsschranke fiir den globalen

10



Fehler unabhéngig von der Norm von f,, d.h. unabhéngig von den hohen Frequenzen, nachge-
wiesen werden. Da es nicht leicht ist, solche Verfahren abzuleiten, und bisher keine Anhalts-
punkte in der Literatur bekannt sind, warum symplektische Verfahren vorteilhaft sind, werden
im Verlauf der Arbeit hauptsichlich symmetrische Verfahren betrachtet, die nicht oder nur fiir
Spezialfille symplektisch sind. Die Bedeutung der Symmetrie fiir die hochoszillatorischen Sy-
steme ist nachgewiesen (vgl. [12], Kapitel 13). Daher ist die Beschrankung auf symmetrische
Verfahren gerechtfertigt. Symmetrische Lange-Zeitschritt-Methoden sind einfacher abzuleiten
als symplektische.

1.4 Splitting-Verfahren

Mit z = [q,p] = [y, y] ist das oszillatorische Molekiildynamiksystem in der 1. Ordnung-Formu-
lierung vom Typ

2= f1(2) + f2(2), (1.2)

wobei f1(z) z.B. die schnellen Kréfte und f2(z) die langsamen Krifte bezeichnet. Mit qb%” bzw.

qbf} wird der exakte Fluss des Systems Z = fi(z) bzw. 2 = fa(z) bezeichnet. Ein einfaches
N&herungsschema ist dann

o

Statt die Differentialgleichung komplett zu losen, wird der jeweils andere Teil ignoriert und
anschliefend werden die Losungen kombiniert. Diese Ndherung wird auch als Lie-Trotter-Formel
bezeichnet (vgl. [28]). Ein weiteres Splitting ist das Strang-Splitting (vgl. [26]):

¢§}O¢E]O¢§L

Wird ein separables Hamilton-System mit Hamiltonfunktion H(p,q) = T'(p) + V(g) in kineti-
sche und potentielle Energie aufgespaltet, und die dazugehérenden Systeme mit ¢V bzw. ¢
bezeichnet, dann ist das Strang-Splitting

by 0 Of o B
2 2
nichts anderes als das Verlet-Schema.

Diese Idee, die Differentialgleichung aufzuspalten, ldsst sich iterativ anwenden und es ergeben
sich Splittings beliebiger klassischer Ordnung.

Wird die Loésung von qb%l} bzw. qu} durch ein numerisches Verfahren berechnet, ergeben sich
numerische Splitting-Verfahren. Sind dabei die numerischen Verfahren in einem symmetrischen
Splitting, wie dem Strang-Splitting, symmetrisch, so ist auch die Komposition symmetrisch.
Sind die Naherungsverfahren symplektisch, so ist auch das kombinierte Verfahren symplektisch.
Diese Eigenschaften machen die Splitting-Verfahren in der Molekiildynamik sehr beliebt.

Ist die 1. Ordnung-Formulierung der Differentialgleichung so aufgespaltet, dass fi die Krifte
aus dem Potential der kinetischen Energie und die schnellen Kréaften beinhaltet und fo die
langsamen Kréfte, dann entsteht aus dem Strang-Splitting, wenn qﬁg] mit einem numerischen

Verfahren kleiner Schrittweite gelost wird und gbf] mit einem expliziten Eulerschritt gelost wird,
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ein einfacher Fall der Impuls-Methode (vgl. [10], [29]). Sie ldsst sich auch schreiben als
o pllo. . ool
2 N N 2
N-mal

Dieses Verfahren stellt schon eine deutliche Verbesserung gegeniiber dem Verlet-Schema dar. Es
wird fiir groBlere Schrittweiten nicht sofort instabil. Es ist aber auch keine Lange-Zeitschritt-
Methode in dem Sinn, dass von ihm die Eigenschaft einer Ordnungsbedingung unabhéngig der
Norm der Jacobimartix von f; nachgewiesen werden kann. Es ldsst sich zeigen, dass das Ver-
fahren fiir ein einfaches System bereits eine Ordnungsreduktion von zwei auf eins in den Orten
und von zwei auf Null in den Impulsen durchlauft (vgl. [9]). In diesen Bereichen hat die nume-
rische Losung zumindest in den Impulsen wenig mit der tatséchlichen Losung des Systems zu
tun. In [9] werden aus diesem Verfahren die ersten Lange-Zeitschritt-Verfahren entwickelt. Dabei
konnte diese Eigenschaft nur fiir Systeme mit linearer Funktion f;(y) = —Ay, d.h. fiir oszillato-
rische Systeme mit konstanter Matrix, nachgewiesen werden, und nicht unter den allgemeineren
Voraussetzungen, die in dieser Arbeit gestellt werden.

1.5 Exponentielle Integratoren

Um die Idee eines exponentiellen Integrators zu vermitteln, wird zunéchst der einfachste expo-
nentielle Integrator (vgl. [17]) vorgestellt. Um das 1. Ordnung-Differentialgleichungssystem

y=Ay+g(y) = f(y) (1.3)

zu 16sen, wird zunéchst die Losungsdarstellung mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel
betrachtet:

t+h
y(t +h) = My(t) + / (Hh=5)A g 1Y) ds.
t

Wird y(s) unter dem Integral durch die einzig bekannte Stelle y(t) ersetzt, folgt

y(t+h) = e"y(t) + /t - eTh=)4g(y(t)) ds +r(h),

mit

In erster Naherung ergibt sich also

y(t+h) = e"y(t) + ho(hA)g(y(t) = y(t) + he(hA) f(y(t)),

mit 5 _q
o) = .

X

Da hierbei die Exponentialfunktion fiir die Matrix A ausgewertet werden muss, heifit das Ver-
fahren

Yn+1 = Yn + h(z)(hA)f(yn)

exponentieller Integrator. Ist g(y(t)) glatt, so hat das Verfahren die Ordnung 2, wie sich am
Fehlerterm erkennen ldsst.
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Nach dieser Kurzeinfithrung wird nun zu den Systemen zweiter Ordnung iibergegangen. Be-
trachtet wird eine Differentialgleichung der Form

i =—Ay+g(y), y(to) = yo, y(to) = 9o

HNETIHEr
p —A 0 ][p 9() |’
Die exakte Losung lédsst sich mit Hilfe der Variaton-der-Konstanten-Formel darstellen als:

(VO] 0 e ] [ vl ]

+/t0t [ Q_c;;?(_t ;);2)9 } g(y(s)) ds.

bzw. mit p=9,q =y

Dies legt mit Q = V/A Verfahren der Form

Ynt+l | cos hf) O~ 1sin hQ UYn %hQ\I'gn
[ Unil ] B [ —QsinhQ  coshQ) ] [ Un ] [ 2(Wogn + V1gni1) ]

mit g, = g(Py,), ® = ¢(hQ), ¥ = (hQ), Yo = Po(hQ), ¥; = 11(hQ2) mit Funktionen

#,1,10,71 nahe, die glatt von 22 abhiingen (vgl. [11]). Fiir ¢(0) = ¥(0) = ¥ (0) = ¥1(0) = 1

hat das Verfahren die klassische Ordnung 2. Durch Austausch von n < n+1, h <> —h lésst sich

erkennen, dass das Verfahren fiir

Y(x) = sincz ¢1(x), o(x) = cosx 1 ()

symmetrisch ist. Das Verfahren ist symplektisch, wenn zusétzlich ¢(z) = Uy(z) gilt. Fiir die
Funktionen
Y(z) = sinc’z, ¢(x) = sincz

ist das Verfahren in [9] mit der geddmpften Impuls-Methode identisch, fiir das als erstes bewiesen
wurde, dass das Verfahren fiir Systeme des Typs (1.3) eine Lange-Zeitschritt-Methode darstellt.
Der neue Satz fiir allgemeinere Systeme in Abschnitt 3.2 liefert fiir eine grofle Anzahl von
Funktionen ¢, v, ¥, ¥1 Bedingungen, unter denen das Verfahren nicht-glatte Ordnung 2 in den
Orten und 1 in den Impulsen besitzt, indem die Ergebnisse auf den vorliegenden Spezialfall
angewendet werden. Diese Ergebnisse sind neu.

Da g nicht von ¢, abhéngt, ldsst sich das System als Zweischrittverfahren schreiben (vgl. [11]):
Ynt1 — 208 By + yni1 = h* Vg,

Die Impulse konnen, falls fiir die Eigenwerte w von €2 gilt, dass sie nicht in der N#he von k7
liegen, durch
Yntl — Yn—1 = 2h sinc hQy,

gewonnen werden. Eine bessere Methode liefert die Rekursion
. . ) 1
Yn+1 — Yn—1 = —2Qsin thn + E(qllgn—&-l + 2\110.gn + \Illgn—l)'

Fiir das Verfahren .
Y(x) = sinc 9 Y1(z) =0, 1o = 2sinc(z)

wird in [16] gezeigt, dass dieses Verfahren fiir Systeme des Typs (1.3) ebenfalls einen Lange-
Zeitschritt-Integrator darstellt.
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1.6 Nichtlineare Methoden

Als nichtlineare Integratoren sollen solche bezeichnet werden, die zur numerischen Losung einer
Differentialgleichung die exakte Losung einer nichtlinearen Differentialgleichung verwenden. Ein
Beispiel ist das in [9] angegebene geddmpfte Impuls-Verfahren. Lisst die Differentialgleichung
ein Splitting (1.2) zu, kann das geddmpfte Impuls-Verfahren dargestellt werden als:

h
prt = pn+§Aq(h7Qn)Tf2(A(h’Qn)Qn)

) = ([])

_ h
Pn+1 = pn+1+§Aq(haQn+1)Tf2(A(h7Qn+1)Qn+1)'

Die Dampfung A(h, g,) ergibt sich mit Hilfe einer Mittelungsfunktion v (¢) und von
Q(t) _ ¢[1] dn
p(t) ! 0

A(h, qn) = %/_Oo z/;(%)q(t) dt.

zu

Um die Losung qﬁ][f” der Differentialgleichung Z = fi(z) zu berechnen, wird wieder ein Verfahren
mit kleiner Schrittweite verwendet. Zur Berechnung der Jacobimatrix muss die Variationsglei-
chung entlag der Losung ebenfalls numerisch berechnet werden. Das ist eine Matrixdifferential-
gleichung und der Aufwand ist daher fiir grofle Matrixdimensionen sehr grof.

Die Zweischrittverfahren wurden ebenfalls in einer nichtlinearen Variante vorgeschlagen (vgl.
[16]). Zur Losung der Differentialgleichung

i=fly) +9), y(to) = Yo, y(to) = Yo,

wird im n-ten Schritt zunéchst eine Mittelung ¥, von y, berechnet. Das kann z.B. wie bei den
Einschrittverfahren erreicht werden. Anschliefend werden mit Hilfe der Lésung u von

U= f(u) + g(?n)’ u(O) = Yn, U(O) = Yn,
die neuen Ndherungen 4,41 und 9,+1 aus

Yntl — 2Un + Ynt1 = U(h) - 2“(0) + u(_h)>
Un+1 = n-1 = u(h) —i(=h)
berechnet. Der Aufwand bei dieser Methode ist, zumindest wenn eine Mittelung wie bei den
Einschrittverfahren vorgeschlagen verwendet wird, ebenfalls grof3.

Die nichtlinearen Einschritt- und Zweischrittverfahren werden in dieser Arbeit nicht ndher un-
tersucht. Neben des grofieren Aufwandes steht die theoretische Analyse vor demselben Problem
wie bei vielen nichtlinearen Methoden in der Numerik. Es ist sehr wahrscheinlich moglich mit
den Methoden, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, und der nichtlinearen Variation-der-
Konstanten-Formel zu zeigen, dass die nichtlinearen Varianten unter den gemachten Vorausset-
zungen dieselben guten Eigenschaften wie die exponentiellen Integratoren besitzen. Dann aber
sind die exponentiellen Integratoren zur numerischen Losung genauso gut geeignet und berech-
nen die Losung mit geringerem Rechenaufwand. D.h. die nichtlineare Variante ist numerisch
nicht sinnvoll.
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Kapitel 2

Ein einfacher exponentieller
Integrator fiir die nichtautonome,
lineare, oszillatorische, homogene
Differentialgleichung zweiter
Ordnung

In Abschnitt 2.1 wird zuerst eine analytische Darstellung der exakten Losung der nichtautono-
men, linearen und homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung angegeben. Diese ist fiir
die spéteren Untersuchungen besonders geeignet.

Ein einfacher exponentieller Integrator wird im Abschnitt 2.3 vorgestellt. Dabei erweist sich die
Konvergenzanalyse als mithsam, gibt allerdings das exakte Verhalten des numerischen Verfahrens
wieder, wie in Abschnitt 2.5 an einfachen Beispielen gezeigt wird.

2.1 Eine Darstellung der Losung (mit funktionalanalytischen
Hilfsmitteln)

Zunichst wird die exakte Losung der Differentialgleichung 2.0rdnung

i =—A(t)y, y(to) = Yo, y(to) = Yo, (2.1)

bzw. des dquivalenten Systems erster Ordnung mit ¢ =y, p =19

q = D q(tO):y()? (22)
p = —At)g p(to) = Yo

untersucht. Dabei sei, im Intervall I = [to,to + T], A(t) € C(I,IR"*") eine symmetrisch
positiv-semidefinite Matrix mit

1A@®)|2 < N1, VEE,

aber beliebig groBer Norm ||A(t)||2 > 1. Je nach Bedarf wird zusitzlich || A(t)||o < N gefordert.
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Mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel lasst sich die Losung mit fest gewéhltem 7 € [
und mit der Matrixwurzel

0(r) = /AT,
die fiir symmetrisch positiv-semidefinite Matrizen existiert, darstellen als:
y(t) = cos(t — to)QUr)y(to) + Q7 1(7) sin(t — t0)Q(7)y(to) (2.3)
+ [ 07 snte = 9 (A7) — A6 o(6) s,
y(t) = —Q(OT) sin(t — to)Q(7)y(to) + cos(t — to)Q27)y(to) (2.4)
+ /t: cos(t — 8)Q1) (A(T) — A(s)) y(s) ds.

Dabei wird die Konvention verwendet, dass die erste Matrix nach einer analytischen Funktion
mit zum Argument gehort, um ein Klammerpaar zu sparen.

Ublicherweise ist 7 € I, spiter wird allerdings auch ein 7 € J mit I C J, J ein kompaktes
Intervall, zugelassen, ohne dass ndher darauf hingewiesen wird.

Hat die Matrix Q den Eigenwert 0, so existiert 2! nicht. In diesem Fall wird die Darstellung

sinz
Q LsintQ = tsinc(tQ), mit  sinc(z) = ,
x

verwendet. Die rechte Seite ist durch Grenziibergang auch fiir singulére 2 definiert.

Im Folgenden sei

ylloo := max |y(t)||2, fir alle y e C(I,R"),
tE[to,t0+T}
bzw.
Y |loo := max ||V (t)]]2, fiir alle Y € C(I, R™"),
tE[to,to—l-T]
wobei || - ||2 die Euklidnorm, bzw. die zur Euklidnorm gehorige Matrixnorm bezeichnet. Die

beiden Raume sind Banachrdume. Die Normen fiir Vektor- und Matrixfunktionen haben dasselbe
Symbol, aber aus dem Kontext ist immer klar, welche Norm gemeint ist.

Die Idee hinter der folgende Definition von Integraloperatoren ist, eine giinstigere Darstellung
von (2.3) bzw. (2.4) zu erreichen.

Definition 2.1 Firy € C(I,R") bzw. y € C(I, R"*™) seien die beiden Operatoren
t
(S-y)(t) := / QY1) sin(t — s)Q7) (A(T) — A(s)) y(s) ds (2.5)
to

und

t
(Sfy)(t) = / cos(t — s)QT) (A(T) — A(s)) y(s) ds (2.6)

to

definiert. Wie iiblich bezeichnet (S%)(t) = y(t) die Identitit und SI die j-fache Iteration eines
Operators, hier des Operators Sr.
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S;, S, sind stetige Operatoren (lineare Abbildungen) mit
S, 8, C,X)—CcY(I,X)cc,X),
mit X = IR"™ oder X = R"*".

Die Stetigkeit ergibt sich durch eine einfache Abschétzung. Fiir die Normen der Operatoren gilt:

1 .
157l x)—ca,x) < §T3N1, bzw.  ||S:|lci.x)—cux) < T*Ny. (2.7)

Die Operatorennormen werden im Folgenden mit || - || bezeichnet, egal ob X = IR™ oder X =
IR™™ gemeint ist. Die Normen koénnen unterschiedlich sein, in den folgenden Beweisen werden
die Normen aber stets mit derselben Konstante nach oben abgeschétzt.

Die Bilder der Operatoren sind differenzierbar und die Ableitungen lauten:

d

%(STy)(t) = (ST )(t)7 (2'8)

bzw.
d -

2 Ory)(t) = —A(T)(Sry)(t) + (A7) — AR))y(?)- (2.9)

Die angestrebte Darstellung der exakten Losung ergibt sich nun durch Auflésen der Fixpunkt-
gleichung

y = cos(- — to)Q(7)y(to) + Q7 (1) sin(- — t0)Q7)y(to) + Sry
also

y= (I~ S;)7" (cos(- — to)r)y(to) + Q7' (7) sin(- — t)(7)§(to)) -

Diese Losung wird dann in die Variation-der-Konstanten-Formel (2.4) eingesetzt. Die Beweise
fiir die Existenz der Inversen, die aus der Funktionalanalysis bekannt sind, werden teilweise
wiederholt, aber nur dann, wenn die Abschéitzungen unabhingig von der Norm von A(t) eine
Rolle spielen.

Satz 2.1 Die Losung der Differentialgleichung (2.1) ldsst sich im Intervall I = [to,to+T] unter
der Vorraussetzung ||A(t)||2 < N1 darstellen als:

y = (=8 (eos(- — t)2r)ylto) + (T = S,)7HQr) ™ sin(- — 1)) (te)) (210)
= —Q(r)sin(- — to)UT)y(to) + S+ (L — S7) " (cos(- — o) Ay(t0)) (2.11)
)i

FEin Fundamentalsystem von (2.2) hat die Gestalt

(I = S1) " (cos(- — 1)) (1) ((T = S,)~H(Q(r) " sin(- — to)2(7)) (¢)
Y(t,to) = —Q(7) sin(t — to)Q(r)+ cos(t — to)Q(r)+
(8- = )7 (eos(- ~ 1)) (1) ($+(1 = $7)7HQ7) sin(- — )2(7)) ()

(2.12)
Dabei gilt weiter: STy € C'(j)(I), d.h. die Funktionen werden im Gegensatz zur Taylorentwicklung
immer glatter. In der Operatornorm gelten die Abschditzungen:

[[(I — S;)~Y| < cosh(T/TNy), 1S-(I — S;)7Y|| < T2 Ny cosh(T/TNy). (2.13)
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Beweis: Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Um die Darstellung iibersichtlich zu gestalten,
wird S, S anstatt S;, S; geschrieben und die Abhéngigkeit von 7 auf diese Weise unterdriickt.
Zuerst wird gezeigt, dass die Reihe

(I-9)"1=> sV
j=0

(in der Norm also) gleichméBig konvergiert. Wir zeigen zunéchst

. 1 L
1(S7y)(@)]]2 < W(t —t0) ¥ TIN ||ylloo, Wt € [to, to + T, (2.14)
also auch )
1157ylloo < @TQ](\/TNl)QJHylloo,
und damit )
157]] < @(T TNy ).

Die Behauptung (2.14) wird durch vollsténdige Induktion nach j bewiesen. Fiir j = 0 ist die
Aussage klar. Der Schritt von j — 1 — j ergibt sich durch

. t .
N7z = I t Q7 () sin(t — )2(7)(A(7) — A(5))(57 " y)(s) ds||2
0
t
< / (t = s)l|((t = 5)(r)) " sin(t — )Qr) |2 TN [|(S71y) ()] |2 ds
to
< /t(t_s);(s—to)%% TN [[yl|
— Ju (2( —1))! P
g
Damit folgen weiter die Abschétzungen:
> s : 1 : :
1D Fylloo <D 115yl <D @TQJ(\/T]\H)Q]HyHOO — cosh(T/TND)|[y]| oo
j=0 j=0 j=0

bzw. wegen (2.7)

o >
15 5ylloo < 11511 D 1157yllo0 < T* N1 cosh(T+/TN)||y|oo-
j=0 j=0

Damit wurde eine konvergente Majorante gefunden. Es existieren die Grenzwerte der unendlichen
Reihen gleichméfig und die erhaltenen Funktionen sind stetig. Da y € C beliebig war, folgt
(2.13).

Wird im Raum der C(I, IR"*™) mit der obigen Matrixnorm gearbeitet, folgt die Existenz der
angegebenen Reihen auch fiir die Matrixfunktionen.

Jetzt wird noch nachgerechnet, dass die angegebenen Funktionen tatséchlich das Anfangswert-
problem losen. Es ist klar, dass die Funktionen die richtigen Anfangswerte annehmen. Die
zunédchst formale gliedweise Differentiation von (2.10) ergibt (2.11), wobei

%(wa (t) = %<s<sj-1y>)<t> (357 1) (1) = (557 (1)
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fir j > 1 verwendet wird. Da diese Reihe gleichméfig konvergiert, ist y differenzierbar und
(2.11) die Ableitung. Unter Beachtung von

SEs)0) = S37) 0 L A (S(7) () + (Alr) ~ AWD) (7)1
= ARSI + (AR - AD) (S

ergibt die zunéchst wieder formale gliedweise Differentiation von (2.11):

g(t) = —A(r)cos(t —to)2r)y(to)

[ — A(T)(S7 (cos(- — to)QT)y(t0))) (t)

M

<
I
o

+
+H(A(T) — A1) (57 (cos(- — to)Q(T)y(to)))(t)}
— Q(7)sin(t — t0)Q(7)y(to)

+ 2{: [ )(STTHQT(7) sin( — to)QT)Y(to)))(t)

=0

.

+(A(T) = AW)(S7(Q7 (7) sin(- — o)A (1)) ().

Da diese Reihen wieder gleichmiflig konvergieren, ist ¢(t) differenzierbar und Zusammenfassen
der Reihen ergibt:

jt) = —A@ (Zsj(cos('to) +ZSJ ) sin(- tommy(to))(t))
j=0
= A,

Bei der obigen Rechnung wurde nie y € C(I, IR") benutzt. Dieselbe Rechnung gilt also auch fiir
Matrixfunktionen. Die Tatsache, dass

> S (cos(- — to)T)y(to))(t) = (Z 7 (cos(- — to)ﬂ(f))(t)) y(to),
j=0 Jj=0

gilt, bzw. die dquivalente Vertauschung bei den anderen Termen, zeigt die behauptete Darstel-
lung der Fundamentalmatrix (2.12). O

Um spéter Integratoren abzuleiten, die unabhéngig von ||A(t)||2 gute Ergebnisse liefern, ist es
wichtig zu wissen, an welchen Stellen ||A(t)||2 in die exakte Losung der Differentialgleichung
(2.1) eingeht. Mit den Abschéitzungen (2.13) und wegen

1971 () sin(- — to)Q7)§(to)llo < TG (to)2

folgt sofort
[Ylloo < cosh(Tv/TN1)ly(to)ll2 + T cosh(T/TN)|[g(to)] |2- (2.15)

[|yl|loo héngt auf dem Losungsintervall also nur von den Anfangswerten, T und Ni, also der
Ableitung von A(t), aber nicht von ||A(t)||2 ab. Fiir die Impulse folgt dagegen:

[illso < 1Q(7)]I2ly(to)||2 + T N1 cosh(T/TNy)||y(to)||2
+[[5(t0)||2 + T* Ny cosh(T+/TN1)|[5(to)]|2-
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[|9l]loc héngt also von ||2(7)||2 ab. In der Regel kann dieser Term bei grofler Norm von ()
nicht umgangen werden. a

Fiir die Normen der Teilmatrizen der Fundamentalmatrix ergeben sich die Abschéitzungen

||Y11(t,t0)||2 < COSh(T TNl), ||Y12(t,t0)||2 < TCOSh(T TNl), (2.16)
||Yao(t, to)||2 < 1+ TNy cosh(T+/TNy),

aber
Va1 (t, t0)||2 < [|Q(7)||2 + TNy cosh(T/TNy).

D.h. die Norm der linken unteren Teilmatrix der Fundamentalmatrix ist als einzige nicht un-
abhingig von ||Q(7)||2 bzw. ||A(7)||2 beschrinkt.

2.2 Eigenschaften des Integraloperators S

Spéter werden noch weitere Eigenschaften der Fundamentalmatrix benotigt. Um diese einsehen
zu koénnen, muss der Integraloperator S ausfiihrlicher untersucht werden.

Im Intervall I = [to,tp + T| werde der folgende Operator betrachtet:

(Sruy)(t) = / Q~L(r) sin(t — )Q(r)(A(r) — A(s))y(s) ds.

Es werden wieder dieselben Rdume wie oben betrachtet. Fiir den Operator gilt ebenfalls
Sy s C(I,X) - CW(I,X)CC(I,X).

Die Rdume X = IR"™ bzw, X = IR™*" seien dabei wieder mit denselben Normen versehen wie
zuvor. Der Operator S; aus Satz 2.1 ist gerade der Operator Sr,.

Satz 2.2 Vr,v €I ist S;, beschrinkt, also stetig,

(I - ST,V)_l = 2571',1/
=0

existiert und es gilt die Abschdtzung

(I — S7.,) Y| < cosh(T/TNy).
Beweis: Durch vollstédndige Induktion wird zunéchst bewiesen:

1
1(S1,9)(®)]]2 < W(t )N lyllos,  VEEL
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Der Induktionsanfang ist klar. Der Induktionsschritt lautet:
l—1—1:
15Dl = || [ Q71 (r)sin(t — $)27)(A(T) — A(5)) (S5, y) (s) ds| |2

1(S2,9) @)1z

A
~
|
&
—
—~
~
|
V)

)Q(7)) " sin(t — $)2(7)|[2NiT|(S5,'y) ()] |2 ds

< [ 1= sl — )2 sin(t — ()]
G~ PN sl
< /\t—sr (e~ s NIl

= (2l) (t - V)QlNlTlHyHOO

Damit folgt sofort

St 0o = max St t —_TANLT 00"
|| T,Vy” tG[to,?;J T]||( T,yy)( )||2 (2[) 1 HyH
Da y beliebig war, folgt also:
T+/N1T 2
|| TVH = (2[) ( 1 ) )

also

I Z | < cosh(T'/N1T).

Damit existiert der Operator

(I S’?’ V Z

Lemma 2.3 Fir den Operator (I — Sm,)*1 gt N1, 19,11, 0 € 1

||(I - S‘I‘1,V1)_1 - (I - STQ,VQ)_IH < ||ST1,V1 - STQ7V2H COSh(2T TNl)'

Beweis: Es gilt:

1 l
||Z Z TQ,VQH—HZ( Tl,y1—572y2)|\<2|r St = Sl

21



Dabei gilt fiir alle [ € IV:

H T1,V1 TQVQH_HZ ‘ll'l,:ll/lk T1 VI_S7'27V2>S7]?2,V2H
< [Srm = T2,V2‘|Z‘|S‘lr1,11/1k”” St
< |1Sr01 — S T/ TN, =1R)—(T7/TN;y)?*
= H 1,V1 2, QHZ )) ( 1) (2]{7)'( 1)
1 T+/TNy)2(=1)
= [Srn - me: (2 -yt
2/~€ “R)! 20— 1))
20—-2
1 (T+/TN;)2(-1)
< N1Srun — Sraw ——21—1!—
< snin = Saall X gy mrry =m0 DM -y
(1+1)(2l72):221—2
/ 20-2
< HST1,V1 - STz,V2H(2T TNI) (20 — 2)!'
Damit folgt
(2T /T Ny)?—2
HZ T1,V1 TQZ/Q)H S ZH T1,V1 T2 1253 ‘ <ZHS7'17V1 - 7—27’/2H—

HST1,V1 -

Lemma 2.4 Fir den Operator (I —S7,)”

(I = Sru)

Beweis: Wegen Lemma 2.3 bleibt nur ||S;,, —

t
Ko
v

yund t € I:

H((ST,V1 - ST,VQ)?/) ®)l]2

/t
1)
/V2
1%}
/1/2
141

vy — v

IN

IN

Z ||Sﬁ,l/1 )
=0

Sty || cosh(2T

V1 — UV
(1o s, Y <

Q_I(T) sin(t — s)Q(7)(A(T) — A(s))y(s) ds

Q_l(T) sin(t — s)Q(7)(A(1) — A(s))y(s) ds

(21— 2)!

(QT\/ Ny)%
0!

TNy).

s

L gilt Vo, ve, 7 € 1

| N1T? cosh(2T\/TNy).

Sr.us|| abzuschitzen. Es folgt weiter fiir beliebiges

1(7') sin(t — s)Q(7)(A(7) — A(s))y(s) ds

2

2

|t = s[ds NiT||y||o

1]

NT?[lyl]o
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Da y,t beliebig, gilt:

HSTJ/l - ST,VQH < |V2 — V1|N1T2'

O
Wichtigstes Ergebnis fiir die spateren Untersuchungen sind Abschétzungen, wie sich die Teil-
matrizen der Fundamentalmatrix gegeniiber Stoérungen in t verhalten. Zum Beispiel gilt der

folgende Satz:
Satz 2.5 Fiir die Teilmatriz Y12 der Fundamentalmatriz gilt mit t; = to+ jh € I, h € IR

cosh(2T+/TNy)).

T3N
[[Vi2(tn, t1) = Yia(tn, t5)]] < h(cosh(TV/TN1) + ——

Beweis: Zunichst wird Satz 2.1 mit 7 =t =1, und ¢y = t; 1 bzw. tg = t; angewendet. Damit
folgt
[Yi2(tn, tj41) — Yia(tn, )2

= (T = Statyer) QT (En) sin(- — t141)Q(En)
—(I = Stot,) Q7 (tn) sin(- = £)Q(tn))) ()],

< (T = Spy0) QT (En) sin(- = £511)Q(tn)) — (I = Styay) ™ Q7 () sin(- — 5)Q(tn))|

o0

< = Styen)THQT () sin — t11)Q(t))
~(I = St,,) QT () sin(- = £41)2(tn))lo

[ = Styty) QT (En) sin( = £41)Qtn)) — (1= Stoy) ™ Q7 () sin( — £)Q(tn)] oo
= [ = Sttger) T = (= Sty) ™) (7 () sin(- = 541)2(tn) o

HI (T = Stt,) ™) (7 () sin(- — £41)Qtn) — Q7 (tn) sin(- — 5)Qtn)) o

IN

(7 = Sttye) ™ = (1 = Sua) 11927 (B) sinG- — £41)2(t0) oo

+ (= St) T 17 () sin(- — 1) Q(tn) — Q7 () sin( — £)Q(tn) oo

Lemma 2.4 N T3
< h 12 cosh(27v/T'Ny)

+ cosh(T TNl)HQ_l(tn) sin(- — tj41)Q(tyn) — Q_l(tn) sin(- — t5)Qtn)||oo-

Weiter gilt mit Transformation der Matrix Q(t,) auf Diagonalgestalt A(t,) = diag(\;) fiir ein
beliebiges t € I:

197 (t) sin(t — tj01)Q(tn) — Q7 (ta) sin(t — t;)Qtn) |2 =
AT () sin(t — tj1)A(tn) — A7 () sin(t — ;) A(tn)]]2
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Wegen
1 1
)\— sin(t - thrl))‘i - )\— sin(t - tj)>\i == —(tj+1 - tj) COS(t - €)>\17

7 7

fir ein £ € [tj,t;41] folgt schlieflich
Q1) sin(t — tj11)Q(tn) — Q7 H(t,) sin(t — £)Q(t,)]|2 < h.
Da t € I beliebig war, folgt also

Q7 () sin(- — tj11)Qty) — Q7 (ty) sin(- — £)Q(tn)] oo < A

Lemma 2.6 Fir den Operator (I — S;,)~! gilt

— TD
(T = Spy ) = (I = Sr) M| < Mﬂm (1 +2TM + 7) cosh(2T/TNy)

2

V711, T2, v € I unter der zusdtzlichen Annahme, dass Q(t) die Eigenwertzerlegung

Q(t) = QAM)QT (1),

besitzt, wobei A(t) eine Diagonalmatriz und ||Q|| < M und ||A|| < D ist.

Beweis: Nach Lemma 2.3 bleibt ||S, , — Sr, || abzuschiitzen. Es gilt:
1(Sris— Smoulylle = max| / )sin(t — 5)2(r1) (A(r) — A()y(s) ds
- / Q1 (m)sin(t — 5)272)(A(72) — A(s))y(s) ds .
Fiir ¢ € T beliebig gilt fiir den Ausdruck unter der Norm:
(Snw — Smadp) Bz < | / )sin(t — 5)62(r1) (A(ry) — A())y(s) ds
- / () sin(t — 5)2ra)(A(71) — A(s))y(s) ds
A / )sin(t — 5)62(r2) (A(r1) — A(s)y(s) ds
- / Q1 () sin(t — $)2r) (A(72) — A())y(s) dsl.

Der zweite Term ist:
I / )sin(t — 5)2m)(A(r1) — A(r2))y(s) s>
| / (t = 5)((t — 5)2m)) " sin(t — $)2r) (A(r) — A(m2))y(s) ds]lo

ST2IAm) — AE)I: 3l < 5T Nilm2 = 7allyllc

\ /\
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Fiir den ersten Term gilt
[l / )sin(t — s)Q(11) — Q71 () sin(t — 5)Q72)) (A(1) — A(s))y(s) ds| |2

gu/ (t— ) (((t—s)Q(ﬁ))‘lsin(t—S)Q(ﬁ)—((t—s)Q(TQ))‘lsm(t—S)Q(Tg))
(A(r1) — A(s))y(s) ds||2

< %T max||((t — $)2(m)) " sin(t — $)Qn) — ((t = $)r2)) " sin(t — $)2A72) [T M|yl

Fir t € I gilt:

H((t — S)Q(Tl))_l sin(t — s)Q(11) — ((t — S)Q(Tg))_l sin(t — s)Q(12)||2

= 11Q(r)((t = $)A(m)) " sin(t — s)A(r)Q” (m1)
~Q(12)((t — $)A(12)) ™ sin(t — 5)A(m2) Q" (72)|l2

< N(Q(1) — Q(72)) ((t — s)A(11)) Sm(t - S)A(T1)QT( 1)]]2
+ 1Q(m2) ((t = s)A(1)) ™ sin(t — s)A(T1)(QT (1) — QT (72)) ]2
+11Q(r2) [((t = )A(r)) " sin(t — 5)A(m)
—((t — $)A(r2)) " sin(t — s)A(Tg))} T ()|

< 2(|Qlll7e — 7ol + [[((t — s)A(r1)) " sin(t — s)A(m1)) —
((t = s)A(72)) " sin(t — s)A(72))]]2-

SchlieBlich folgt mit

ds, Vi,

sin(t — s)\i(11)  sin(t —s)Ai(m2) /(t_s)/\i(“) Scoss —sin s
(

t—s)Xi(m)  E—9)X(n) i) 52
dass der letzte Term durch

scoss —sins

. 1 .
max | | T{[Alloolme = 7| < 5 T'{|Alloo|2 — 71

seR 52

beschrankt ist. O

Die Voraussetzung in Lemma 2.6, dass eine Eigenwertzerlegung der Matrix () existiert, ist
nicht notig. Um das zu beweisen, wird das folgende Lemma benstigt.
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Lemma 2.7 Sind A, A symetrisch positiv-semidefinite reelle Matrizen mit Q = VA und Q =
\/Z Weiter sei h > 0. Dann gelten die Relationen

h
cos h§) — coshQ) = / Q 'sin(h — 5)Q (A — A) cossQds
0
= / cos(h — s)Q (A — A) Q sin sQ ds,
0
h
Q tsin hQ — QL sin hQ ::!/ Q tsin(h — s)Q (A — A) Q 'sin sQ ds,
0

h
—QsinhQ + QsinhQ = / cos(h — s)Q (A — A) cossQds.
0

Beweis: Die Differenz

cos hf) O 1sin hQ _ cos hQ Q~Lsin hQ)
—Qsin hQ) cos h§? —Qsin h) cos hQ

wird auf andere Weise aufgeschrieben. Die erste Matrix ist auch Losung der Differentialgleichung

Y =—AY, Y(0)=1I, Y(0)=1I.
bzw.
Q = P Q) =1
P = —AQ, P(0) =1,

an der Stelle h.

Analog ist die zweite Matrix Losung der Differentialgleichung
P, Q) =1
= —AQ, P0) =1,

"Ul. @1.
I

an der Stelle h.

Die erste Matrix ist auch Losung von

Q = P Q(0) =1,
P = —AQ+(A-A)Q, PO)=I

an der Stelle h, oder

HEEHI P I

Anwenden der Variation-der-Konstanten-Formel ergibt:
Qh) | _ U Q
{PW) =i 5 P
h
0 I 0 0 0 I
—I-/ exp(h—s [ ~ })[~ ]exp(s[ ])ds
0 ( ) -A 0 A-A 0 —-A 0
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oder

cos hf? Q Lsin hQ) _ cos hQ Q~Lsin hQ
—Qsin hQ) cos h§) —Qsin hQ cos hQ

B /h cos(h — S)Q Q 'sin(h — s)Q 0 0 cossQ  Q lsinsQ ds
“Jo | —Qsin(h — cos(h — 5) A-A 0 —QsinsQ  cos s

5)Q
"] —Qsin(h — 5)Q (A — A) cossQ Q Lsin(h — 5)Q (A — A)Q Lsin sQ J
N /0 [ cos(h — s)Q (A — ) cos s§) cos(h — 5)Q (A — A) Q' sin sQ ] 5

Vergleich der Untermatrizen ergibt die Behauptung des Lemmas. O

Diese Relationen lassen sich auch einzeln nachrechnen. (Zum Beispiel)
h ~ ~
/ Q Lsin(h —s)Q (A — A) cossQds
0
h _ o h _ B
= / Q lsin(h — s)Q A cossQds — / Q Lsin(h — s)Q A cos sQds
0 0

h
= / Qsin(h — s)Q cos sQ ds
0
h

~ ~ h ~
— Q7 sin(h — 5)Q A Q sinsQ +/ cos(h — s) Q sinsQ ds
0

0

= cos(h — s)Qcos s + / cos(h — s)Q Q sinsQds — / cos(h — s)Q Q sin sQ ds
0 0

0

= cos hQ) — cos hQ).

Mit Lemma 2.7 ergeben sich weitere niitzliche Aussagen, so gelten die folgenden Darstellungen
und Abschétzungen:

Korollar 2.8 Sind A, A symmetrisch positive-semidefinite reelle Matrizen mit Q@ = A und
() = \/Z, so gilt mit h > 0 die Darstellung

sin A} B sin hQ
hQ hQ

1
= h? / (1—s)(h(1— 3)9)71 sinh(1—s)Q2(A—A)s (th)71 sinhsQds (2.17)
0
und damit die Abschdtzung

sinhQ)  sin hQ
hQ hQ

sowie die Darstellung
1
cos h§) — cos hQ) = h2/ (1—s)(h(1— S)Q)fl sinh(1 —s)Q2 (A — A) coshsQds (2.18)
0
und damit die Abschdtzung

- h2 0 -
Hcoshﬂ—coshQH < —HA—AH )
2 2 2
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Beweis: Es handelt sich um leichte Folgerungen aus Lemma 2.7.

] hQ i hQ emma 1 h~ 2 1
il _mg. :“E/O O Vsin(h — )0 (A — 4)Q sin sQds

1
= / Q lsinh(l —s)Q (A — A)Q sinhsQds
0

= K2 /1(1 — 5)(h(1 = $)0) ' sinh(1 — 5)Q (A — A) s (hsQ) " sin hsQ ds,
0
also

sin h§2 _ sin hQ
hQ hQ

- 1 2 -
2§h2HA—AH2/O (1—5)st:% ‘A—AHQ.

Ebenso folgt

h

cos hQ) — cos hQ) = Q Lsin(h — s)Q (A — A) cos sQds

Il
>

S 5—

Q lsinh(l—s)Q(A— A) cos hsQds

1

R [ (1—s)(h(1—)Q) ' sinh(1 — 5)Q (A — A) cos hsQds,

S—

also . )
HcoshQ—coshQH §h2H/~l—AH / (1-s)ds= h ‘A—AH .
2 2 Jo 2 2

Lemma 2.9 Fir den Operator (I — S;,)~! gilt Vr1,70,v € I:

|1 — o

(1 = Sr) ™ = (I = 8rp) 7| <

T3N-
T2N, <1+ . 1>cosh(2T TN).

Beweis: Der Beweis verlauft wie der Beweis von Lemma 2.6, nur dass jetzt mit Hilfe von Korollar
2.8 die Abschitzung

mae (¢ = $)02(r)) " sin(t = $)2(r) = (£ = $)27)) " sin(t — 5)272)][2

N, T?

T2
< 5 [A(m) = A(m2)l2 <

|T1 — T2

verwendet wird. O

Die meisten Ergebnisse dieses Abschnitts kann man auch iiber eine Darstellung mit der Variation-
der-Konstanten-Formel mit weniger Funktionalanalysis erreichen. Wenn die Funktionalanalysis
allerdings zur Verfiigung steht, ist diese Art der Ableitung der Ergebnisse aufschlussreicher. So
kann man mit der Variation-der-Konstanten-Formel alleine nicht auf einfache Weise sehen, dass
die exakte Losung der Differentialgleichung (2.1) unabhéngig von der Norm von A(t) beschriankt
bleibt.
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2.3 Ein einfacher exponentieller Integrator

Die Variation-der-Konstanten-Formel ergibt fiir beliebiges :

y(t) _ cos(t — to) () Q) Usin(t — to)Q(r) y(to)
[ y(®) ] - [ —Q(7) sin(t — t0)Q(7) cos(t —to)2(7) } { ' ] (2.19)

ET Q1) tsin(t — s)Q(7) (e lvle) ds
i /to { cos(t — s)Q(r) } (A(7) = A(s))y(s) ds.

Dabei wird unter dem Integral eine vereinfachte Schreibweise verwendet. Wird die Variation-
der-Konstanten-Formel mit dem Startwert t,, statt tg und 7 =t, + % angewendet, legt dies das
folgende einfache Naherungsschema nahe:

3:)-
yn+1

mit der Schreibweise Q(t,, + %) =, 11/2- Das Verfahren ist symmetrisch.

_Qn+l/2 sin hQn+1/2 cos hQn+1/2 Yn

cos h€y 11 /2 QoS ] { Yn } (2.20)

Um das Fehlerverhalten im ,nicht-glatten* Fall zu untersuchen, wird ein Riickwérts-Fehler-
analyse-Argument benutzt. Die Urspriinge dieser Technik liegen in der numerischen linearen
Algebra (vgl. [32]). Ihre Bedeutung fiir die Analyse von Verfahren zur Losung von gewohnlichen
Differentialgleichungen wurde erst spéter entdeckt. Eine Einfiihrung und viele Referenzen auf
Originalarbeiten lassen sich z.B. in [12] und [27] finden.

Im Folgenden wird streng genommen ein leicht verallgemeinerter Losungsbegriff einer Differen-
tialgleichung verwendet. Es werden solche Losungen noch zugelassen, die stetig und bis auf eine
endliche Menge an Punkten differenzierbar sind und iiberall, wo sie differenzierbar sind, die
Differentialgleichung erfiillen.

Satz 2.10 Die numerische Lisung definiert durch Schema (2.20) erfillt yn = §(tn), Un = §(tn),
wobei § die exakte Losung der Differentialgleichung 2. Ordnung

[e.9]

== Y N OApapd, 0 =w ) = o, (2:21)

j=—00
bzw. des Systems (¢ =7, §= D)

q="p, q(to) = Yo,

< - - . 2.22
p=- Z 1[tjatj+1)(t)Aj+l/2qa p(to) = Yo. ( )

j=—o00

1st.

Beweis: Die rechte Seite von System (2.22) erfiillt eine Lipschitz-Bedingung. Der Beweis des
Satzes von Picard-Lindelof kann auf Systeme dieses Typs iibertragen werden, um zu zeigen, dass
dieses System eine stetige, bis auf die Stellen ¢; differenzierbare, eindeutige Losung besitzt. Fiir
t € [to,t1) lautet das System (2.22)

Ds q(to) = vo,
p=—A )20, p(to) = o

..
Il
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mit der exakten Losung

{ q(t) ] _ cos(t — o)1 2 Ql_/12 sin(t — £0)$ /2
ﬁ(t) _Ql/Q Sin(t — tO)Ql/Z COS(t — tO)Ql/Z

[ Yo }
Yo |
Stetigkeit der Losung an der Stelle ¢; ergibt schliellich

- L

Wiederholung dieses Argumentes ergibt die Behauptung des Satzes. O

cos hQy Q;/lg sin hQy /9
_Ql/Q sin th/Q COS hQ1/2

Sofort lisst sich erkennen: Wird die rechte Seite von (2.22) mit fy,(2), z = (g, p)’ und die rechte
Seite des urspriinglichen Differentialgleichungssystems mit f(z) bezeichnet, so folgt fiir die rech-
ten Seiten bereits die angenehme Eigenschaft || f,(z) — f(2)|| = O(h) unabhéngig von ||A(t)|]2.

Der Trick der Riickwértsfehleranalyse besteht nun darin, die exakten Losungen der Differential-
gleichungen (2.22) und (2.2) zu vergleichen und so diese Eigenschaft auf den globalen Fehler des
numerischen Verfahrens zu iibertragen. Auf diese Weise folgt der Satz:

Satz 2.11 Fir die Differenz der Lisungen von (2.22) und (2.2) bei exakten Startwerten gilt mit

Z(t) = [ g } , z(t) = [ Z ] , mit Z Lésung von (2.22) bzw. z Lésung von (2.2):

|2(t) — 2(t)||]a = O(R)  wunabhingig von ||A(t)|]2 Yt € [to,to + T).

Beweis: Fiir die Losung von (2.22) gilt auch

q = b q(to) = o,

o0

ﬁ = —At)q+ (A(t) — Z l[tj7tj+1)<t)Aj+1/2)(ja p(to) = Yo-

j=—o00

Es existiert eine eindeutige stetige Losung ¢,p dieser Differentialgleichung. Hierfiir wird die
Variation-der-Konstanten-Formel angewendet, die ebenfalls fiir stiickweise stetig-differenzierbare
Funktionen gilt. Damit folgt:

ERCIEE / Y6 | (s - SF (@A) O |50 ] e

wobei Y (¢, s) die Fundamentallgsung (2.12) bezeichnet. Genau wie in Abschnitt 2.1 wird jetzt
ein Operator

t 0 0
(L2)(#) = tOY“’S)[mw)—z;iool[tj,w)(s)Am/Q) o}z@ds

eingefiihrt (z bezeichnet hier wieder (¢, p) ). Fiir den Kern

Kit) =Y{o) [ 4o - Tt : }

j=—o00 1[tj’tj+1) (S)AJ+1/2) 0
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gilt ||K (¢, 5)|]2 < Ch, da

. Kll(t,s) 0
K(t78) - |: KQl(t,S) 0 :| )
mit -
Kii(t,s) = Yia(s,t) (A(s) = D L) () A1)
l=—0c0
und -
Koi(t,s) = Yao(s,8) (A(s) = Y L) (9)Arr2)-
l=—00

Fiir die Norm folgt also mit (2.16) und wegen

[e.e]
|| A(s) — Z Lty i) (8) A1 2ll2 < Nih

l=—00
die Abschitzung
1Kt s)ll2 < max {[[K11(t,s)l]2, [[K21(t, 5)||2} (2.23)

< max { cosh(T'\/TNy) N1h, (1 + T3 N, cosh(T+/TNy)) Nlh}
< Ch.

Insgesamt gilt fiir den Operator

¢
(Lz)(t) = | K(t,s)z(s)ds, mit [|K(t,s)||l2 < Ch, C' unabh. von [|Q2(t)]]2.

to

Wir zeigen jetzt durch Induktion

. 1 .. )
[(L72)(#)]]2 < ﬁCW(t — t0)?||2[[oo-

=1
I(L2)(B)]|2 < (t = t0)Ch|z]
(=1 —J:
IOl = | t K(t,s)(L"'2)(s)ds|| < Ch t m(s—to)j_lcj_lhj_ldSIIZIloo

1 .. .
= ﬁCJhJ(t—tO)JHzHOO.

Damit folgt fiir den Operator
> 1 .. .
13" Dalloe < 37 50t = to) el oe < 2l e,
j=0 j=0"

und fiir die Lésung
2= (I-L)"Y(-t0)z(to)

2(t) =Y LYY (- t0)2(to)) (1) = Y (£, to)z(to) + Y L (Y(-,t0)2(t0)) (¢)-
/ <

j=0
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Aus
S LY (- t0)2(to))(t) = > L7 (L(Y (-, t0)2(t0)) ) (t)
j=1 Jj=0

folgt

1D L (Y (- to)=(t0)) oo < €MLY (-, t0)=(t0)))o-
j=1

Die Norm von z kann beliebig grof} sein, sie hingt von || A(¢)||2 ab. Die wichtige Frage ist, ob sich
die Differenz der exakten Losung und der Losung des gestérten Systems trotzdem unabhéngig
von ||A(t)||2 abschétzen ldsst, also ob sich

12(t) = 2(®)[]2 = [12(2) — Y'(£,t0) 2(t0)] |2

gutartig verhélt. Die Aufsummierung der potenzierten Losungsoperatoren verhélt sich gutartig.
Bleibt Vt € [tg,to + T
< hTCl[z(to)]]2

(2.24)
zu zeigen. Gliicklicherweise féllt die Matrix Ys; in der Fundamentalmatrix, die sich nicht un-
abhéngig von ||2(t)||2 abschétzen ldsst, heraus! Berechnen der Matrix unter dem Integral ergibt

t 0

0
Y‘t’s)[m(s)—zw Loty (5) A1 2 o}”s’t‘”z“@ds

j=—o0

to 2

0 0
YO | (e S5 o)Ay 0 RCOE
[Ku(t,s)YH(S,to) Kll(t,S)Y12(8,t0)

Ko (t,s)Y11(s,t0) Ka21(t, s)Y12(s, t0)

Mit denselben Abschétzungen wie in (2.23) folgt wegen
A BT _|[4a 0], [oB], [00], [0o0
C D |, 0 0 0 0 cC 0 0 D

die Behauptung (2.24).

< [|All2+[|Bll2+[|Cll2+ D2
2

Aus Satz 2.11 ergibt sich sofort ein Satz tiber die Ordnung des einfachen exponentiellen Inte-
grators.

Satz 2.12 Ist A(t) in (2.2) mit || Al < N1 in [to,to+T), dann gilt fiir das Schema (2.20) mit

Zn = (Qnapn)T:
||2(tn) — 2znll2 = O(h), VY mit to<t,<to+T,

wobei der O-Term nur vom Anfangswert, T und N1, aber nicht von ||A(t)||2 abhdngt.
Beweis: Da z, = Z(t,), also gerade die Losung von System (2.22) ist, gilt
12(tn) = zall2 = [|2(tn) = Z(tn)ll2 = O(h)
nach Satz 2.11. O

Bei numerischen Experimenten scheint dieses einfache Verfahren h#ufig mehr als Ordnung 1
zu besitzen. Im Folgenden werden zwei Félle identifiziert, unter denen das Verfahren mehr als
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Ordnung O(h) besitzt. Dazu wird jetzt der klassische Ansatz zur Bestimmung der Ordnung eines
Verfahrens verfolgt, d.h. erst Untersuchung des lokalen Fehlers und anschlieend Betrachten der
Fehlerrekursion, also der Fehlerfortpflanzung.

Der lokale Defekt an der Stelle ¢,

][]

wird durch Einsetzen der exakten Losung y(¢) in das numerische Losungsverfahren erhalten.

CcOos hQn+1/2 Q;Jlrl/z sin hQn+1/2 I: y(tn) :|
Q17280 h 410 cos hfdy 11 /2 y(tn)

Vor dem néchsten Lemma sei noch einmal an die Vereinbarung erinnert, dass die erste Matrix
nach einer analytischen Funktion (hier: cos und sin) mit zum Argument der Funktion gehort.

Lemma 2.13 Der lokale Fehler des Verfahrens (2.20) zur Lésung von (2.1) im Intervall I =
[to,to + T unter der Voraussetzung ||A(t)|l2 < Ni, ||A(t)|]2 < Nz in den Orten lautet fir
to <tp, <to+1T:

d,, = h3l, + h'z,

mit
1
ZW—A(l—Q«1—$M%Hp)%mhﬂ—@Qmuﬂ%Hm@_”MUW+mﬁk

und

1 1 .
[nllz < §N1HyHoo < gNl(COSh(T\/ TN)|ly(to)l|2 + T cosh(T/TN1)|[y(to)]2),

1 1 .
4—8N2Hy\|oo < 4—8N2(008h(T T'N1)|ly(to)l|2 + T cosh(T'/TN1)|[5(to)]]2).

IN

1202

Und der Fehler in den Impulsen _ '
dp = Bl + h3%,

mit )
I, = /0 cosh(1l — s)QnH/QAnH/Q(% — 8)y(tn + hs)ds
und
lialle < {Nillylloo < N1 (cosh(T/TND)lly(to)] 2 + T cosh(Ty TN lg(eo) ).
alle < gpNallulle < 57N (cosh(TyTNDlly(to)ll2 + T cosh(T/TND) (10 2).

Beweis: Aus der Variation-der-Konstanten-Formel (2.19) mit 7 = ¢,, + % ergibt sich fiir den
lokalen Fehler des Verfahrens in der y- bzw. y-Komponente zunéchst:

tn+h
dn = /t QT_lJlrl/Q sin(tn +h — S)Qn-i-l/? (An+1/2 - A(S))y(s) ds, lok. Fehler iny

_ tn+h
d, = / cos(tn +h — 8)Qpi1/2 (An+1/2 — A(s))y(s) ds, lok. Fehler in .
tn
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Fiir den lokalen Fehler in den Orten ergibt sich damit:
1
d, = h2/ (1—s)((1- s)hQnH/Q)_l sinh(1 — $)Q 412 (Ang1/2 — Atn + hs))y(tn + hs) ds
0

1
= [ = 8 i) iR = s 2 joh( — S)ultn + hs) ds
0
1 1
- h2/ (1—s)((1- S)hQn+1/2)_l sinh(l — s)Qn+1/2/ (1 —u)A(t, + % +uh(s — 1)) du
0 0
K2 (3 — 8)%y(tn + hs) ds
= B3, + h'z,.

Dabei gilt mit der Eigenwertzerlegung von €, 11/ und max;ep |Sigx] <1

1
1
Ille < (=9l = slds N lylloe = § NIyl

1 1
1
lzalls < /(1—s><%—s>2ds/<1—u>duzv2uy|oo——Nzuyuoo.

Die weitere Abschétzung von ||y||c ist wegen (2.15) klar. Fiir den lokalen Fehler in den Impulsen
folgt nun:

1
dn = h2 /0 COS h(l — S)Qn+1/2An+1/2(% — S))y(tn + hS) ds

1 1
- h/ cosh(l — 5)Qn+1/2/ (1 —w)A(ty, + 2 +uh(s — 1)) duh®(s — 3)?y(t, + hs) ds
0 0

= B2, + Wiz,
mit
. o 1
lialls < [ 1= slds N lolloo = 3 1 [yl
1 ) 1 1
laalle < [ (b= sPds [ (1= u)duNa ollo = 55 N vl
0 0

a

Als néchstes wird untersucht, wie sich der lokale Fehler fortpflanzt. Dies fithrt zur Bestimmung
des globalen Fehlers auf die Rekursion:

[ ent1 ] _ coS hQn+1/2 Q;}rlﬂ sin hQn+1/2 ] [ €n } n { dn ]
€n+1 —Qpq1/osinhld, /0 cos hly 112 €n dy |’
=R(tn+%)
mit e, = Y(tn) — Yn, én = Y(tn) — . Weiter sei
R(tj,t5) = 1,
R(tnit1,tn—j) = R(ta+12) - R(t,—;+1).

Auflésen der Rekursion ergibt:

[ €nt1 ] = R(tns1,to) [ Zg ] +zn:R(tn+1,th) [ gj ] .

(&
n+1 =0
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Nach Satz 2.11 gilt Y (¢,,,t0) = R(tn,t0) + O(h) unabh. von ||Q(t)||2. Also gilt weiter:

[ Z o ] = Y(tny1,to) [ o } + E Y (tny1,tj41) [ d]- ] + (R(tnt1,t0) — Y (tns1,t0)) [ €0 ]
ntl ol 5 7 O(h) ”

J

i=0 —O(h)

Dieses Ergebnis wird in dem folgenden Lemma festgehalten:

Lemma 2.14 Mit der Fundamentallosung Y der exakten Differentialgleichung ldsst sich die
Fehlerrekursion schreiben als:

entl | _ €0 - , dj €o
[ énin ] = Y(tnt1,to) [ ¢o } +§Y(tn+17t]+1) [ d; ] +h M(tpy1,to) [ ¢ ]

+ hZM(th,th)[d?],
J

Jj=0

wobei M (tn,t;) = £ (R(tn,t;) — Y (tn,t;)) und ||[M||os < C unabhingig von ||A||s.

Um den Fehler auf diese Weise aufzuschreiben, wurde bereits Satz 2.11 verwendet. Es gibt auch
die Moglichkeit, dieses Ergebnis elementar herzuleiten, aber das ist wesentlich rechenaufwéndi-
ger.

Satz 2.15 Als zusdtzliche Annahmen neben ||A(t)||2 < Ny und ||A(t)||s < Na gelte fir 0 < a <
1 und fiir alle t € I = [to,to + T):

1. 1, 1
SIOIB+ IR0 0] < 5C2 (225)

fiir die exakte Losung y. Dann gilt fiir den Fehler in den Orten

y(tn) — ynll2 < ChH_aa
fir to < t, <to+T, wobei C nur von Cy, T, N1, No und ||y(to)||2 abhingt. Gilt weiter

12 At)y(1)]]2 < Ca (2.26)
fir die exakte Lisung y, so folgt die Ordnung auch fiir die Impulse

19(tn) = gnll2 < C R,

fir tg < t, <to+T, wobei C nur von Cy, T, N1, Ny und ||y(to)||2 abhdngt.

Fiir die erste Aussage wird A(t) zweimal stetig differenzierbar nicht benétigt. Es gilt auch der
Satz
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Satz 2.16 Als zusditzliche Annahme neben ||A(t)|]a < Ny gelte fir 0 < o < 1 und fiir alle

tel = [to,to —i—T].'
1. 1 1
§|Iy(t)!|§ + §|\Q(t)°‘y(t)|!§ < 503
fir die exakte Losung y. Dann gilt fiir den Fehler in den Orten
y(tn) — ynll2 < Ch1+aa

fir tg < t, <to+ T, wobei C nur von Cy, T, N1 und ||y(to)||2 abhdingt.

(2.27)

Der Beweis dieses Satzes wird nicht aufgefiihrt, da er im Wesentlichen wie der folgende Beweis
von Satz 2.15 verlduft, aber eine Darstellung des lokalen Fehlers mit einer Entwicklung von A(t)
bis zum O-ten Glied und Integralrestglied verwendet. Alle anderen Vorgehensweisen bleiben

gleich.

Um Satz 2.15 zu beweisen, wird zunéchst ein Lemma bewiesen, das klart, wie sich der lokale

Fehler der Impulse unter der Bedingung (2.27) bzw. (2.26) &ndert.

Lemma 2.17 Gilt Bedingung (2.27), so hat der lokale Fehler die Gestalt:
1
=1 [ cosh(1 = )c1jpngaa( = 9)ds ylt+ ) + O02H),
0

gilt zusdtzlich Bedingung (2.26), so hat der Fehler in den Impulsen die Gestalt:
dp = O(R*).

Beweis: Wir starten mit der Darstellung fiir die lokalen Fehler aus Lemma 2.13, wobei ||y||~

in Lemma 2.13 jetzt wegen (2.27) auch mit

g1z < ly(o)ll2 + | /0 §(s) dsl|2 < ly(to)ll2 + TCa

abgeschétzt werden kann. Weiter gilt
1
dp =h2/ h(1 = 8)Qpi1/2An11/2( — tn+hs )ds+ O3
) cos h( s) +1/2 +1/2(2 s)y( s )ds (h?)
tn+%+h(s—%)
1
- h2/0 cosh(1 — S)QHH/QA,LH/Q(% —3) [cos h(s — %)Qnﬂ/gy(tn + %)

+ Q;j_l/g Sinh(s - %)Qn—&—l/ﬂ)(tn + %)

1 h
h(5_§)+t7L+§ 1 . 1 A
+ /t L Qn+1/2 sin(h(s — 5) +tn + 3 — u)Qpi1/2 (An+1/2 — A(u))y(u) du] ds
nty
+ O(n?)

1
— h2/0 cos h(1 = 8)Qy11/94n11/2(5 — 8) cos h(s — 5) Qi1 /2y(tn + L) ds

1
+ h2/0 CcOS h(]_ — S)Qn—&-l/QAn—&-l/Q(% — S)Q;_’l_l/2 Sil’l h(S — %)Qn+1/2 dS y(tn + %)

+ O(h?).
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Hier kann man bereits erkennen, wie die Voraussetzung gewinnbringend eingesetzt werden kann.

Zuerst wird der zweite Term behandelt. Es folgt
1
h2/0 cos h(1 = )11 /24n41/2(5 — S)Q;Jlrl/g sinfi(s — 5)Qny1/2 ds Gt + 5)
1
i -1
= hg/o cosh(1 = 8)Qni1/24n41/2(5 = 8)h(s = 5) (~(s = 5)np1/2)
sinh(s — 5)Qps1/2dsy(tn +5)

1
= —h3/0 cos h(1 = 8)Q 4172 A0 41/2(s — 5)* (h(s — 5)Qni1/2)

sinh(s — %)QRH/Q dsy(t, + %)

1

= O(h?),

mit dem Sinus-Trick, und da [|9||ec < Cq wegen (2.27) fiir die exakte Losung gilt.

Nun zum ersten Term:

1
h2/0 cosh(1l — S)Qn+1/2z4n+1/2(% — s)cosh(s — %)Qnﬂ/z dsy(ty + %)
1
- hZ/O cosh(1 = 8)Qni1/24n41/2(5 — 8) dsy(tn + %)

1
+h2/0 cosh(1l — s)QnH/QAnH/Q(% — s)(cos h(s — %)Qn+1/2 — I)y(tn + %) ds.

Im Folgenden wird die Inverse einer Matrix auch als Bruch geschrieben, wenn Zé#hler und Nenner
kommutieren. Wegen

-1

cos(acc)t‘ <C fir a€(0,1] und ze€lR
T
und damit
cos h(s — l)Qn+1/2 -1
he(s — 5)° : Oy y(tn + 5)| < s = 3|°ClIQ 1 0y (tn + B)l2
2 (h(s _ %)Qn+1/2)a +1/2 2 , 2 +1/2 2
gilt

1
dp = h2/0 cos h(1 = 8)Q 11704 11/0(3 — $)y(ty + &) ds + O(R*F).

Damit ist die erste Aussage des Lemmas bewiesen. Steht auch die zweite Bedingung (2.26) zur
Verfiigung, folgt weiter

1
dn = h2/0 (% - S) ds An+1/2y(tn + %)
=0

1
+ h2/0 (COSh(l_s)Qn-H/?_I)An+1/2(%—S)y(tn+%)ds+(’)(h2+0‘)

1
= O(h2+°‘) + h2/0 (% — 3)((:05 h(1 — S)Qn+1/2 - I)An+1/2y(tn + %) ds.
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Wegen

1
cos h(s—5)Q,11/2—1 .
(s — 4y %12
1/2 +1/2
2 (h(s=3)nq1/2)* nt1/2m

gilt schliefllich

< h%s — %IQCHQgHmAnHQHQ
2

dp, = O(R*F9).
O

Beweis von Satz 2.15: Fiir den Fehler in den Orten ergibt sich mit Lemma 2.14 und Lemma
2.17

n n
ent1 = Y11(tny1,to)eo + Yia(tnt1,to)éo + Z Yii(tns1, tje1)dj + Z Yio(tnt1,tjr1)dj + frn + Gns
=0 =0

eo
Il <ne| @]

d.
< J
: IIQnH_CH[dj ]

Lésst man die Fehler in der Anfangsbedingung (d.h. Datenfehler) weg, setzt also g = 0 und
éo = 0, so ergibt sich die Darstellung

2 2

n—1 n—1
en =Y Yir(tn,tj11)dj + Y Yia(tn, ti1)dj + gn,  |ldjll2 = O(R?),  ldnlla = O(BY),
=0 =0

also ||gnll2 = O(h?). Fiir die erste Summe folgt sofort
n—1 n—1
D Yiiltnstis)dj| < CY_[ldjlla = OR?).
j=0 ,  i=0
Fiir die zweite Summe gilt
n—1 n—1 1
Yio(tn, tiz1)d; = Yia(tn, tjp1)h? h(1 = 8)Qip124: 12(2 —8)dsy(t; + 1)
12(ln, Lj+1)a;j 12{ln; Lj+1 A cos S)Sijq1/24541/2(5 — §)ASY(lj T 3
j=0 §=0

n—1
+ ZY12(tn,tj+1)O(h2+a) = (*).
j=0

O(hi+e)
Mit dem simplen Trick
Yl?(tm tj+1) = ((I - S’tj+%’tj+1)_1(§2;_:1/2 Sin(’ - tj+1)Qj+1/2)) (tn)
= ((I- Stj+%7tj+1)—1(sin(- —t5+1)254172)) (tn) Q7L

beschrankt
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folgt weiter

(x) = h? Z ((I - Stj+%,t-+1)_1(Sin(' —t54+1)Q41/2)) (tn)

J

1
jSl/z/o (cos h(1 = 8)Qp1/0 = D) Ajirjo(z — 8) dsy(t; + 3)

1
07k [ DAl - 9ds vty + ) + 0mH)
=0
n—1
= O(h1+a) + hQ Z ((I - Stj+%7tj+1)_1(Sin(' - tj-l-l)Qj-i-l/Q)) (tn) :
j=0

1
h/o (1 — 8) (h(]. — S)Qj+1/2)_1(COS h(l — S)Qj+1/2 — I)AJ+1/2(% — S) ds y(t] + %)

= O +0(h?)
— O(hlJra)_

Falls auch Bedingung (2.26) gilt, so folgt sofort

n—1 n—1
D Yia(tn,tirn)d|| < C ldjlla = OB,
j=0 , =0
und die ganze Miihe bisher wére unnétig gewesen.
Damit gilt e, = O(h'T%), der globale Fehler in den Orten ist also O(h!T%).
Fiir den Fehler in den Impulsen ergibt sich:

n—1 n-l
. [ d‘
en =2 Youlln tjs1)dj + 3 Voolln, tj41)d + gns lgnll2 < C H [ d, ]
i=0 7=0 j

.
Die Bedingung (2.26) sei ab hier immer erfiillt. Nach Lemma 2.17 gilt d, = O(h**®). Dann folgt
gn = O(R?T) und

n—1 n—1
> Yaoltustis))dsl| < O3 lldjllz = ORI,
Jj=0 9 Jj=0
Nach Satz 2.1 gilt:
Yor(tn tj41)d; = —Qpipesin(tn — 4j11)Qj41/2d;

+(Stj+§,tj+1(l - Stj+%,tj+1)71 (cos(- — tj+1)Qj+1/2)) (tn)d;

und folglich

n—1 n—1
Z You(tn, tj+1)d; = Z —Qj 1 pa8in(ty — tj11)Q41/0d; + O(R?),
=0 =0
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da

Z ( t; +2,tj+1 SJ+’L tir ) I(COS(' - tHl)QjH/?))(tn)dj

7=0

n—1

Satz 2.1

C’Z ld;l]2 < h*C
7=0

2

Nach Lemma 2.13 gilt:
n—1
> Vou(tn,tjr1)d;
j=0
= Z —Qj+1/2 sin(tn - tj+1)Qj+1/2 h2 .
j=0

/ Qg+1/2 sin h(1 )Qj+1/2Aj+1/z(% — 8)y(tn + hs)ds

+ Z — Q12 8in(tn — tj41)Q) 41720 25
=0

Genaues Betrachten des Fehlerterms z, zeigt, dass [|[hQ;,; /]| < C gilt, wobei C' unabhiingig
von der Norm von {2 ist. Damit folgt

n—1

Y Qupsin(ty — tj)Qphtz < B Z Isin(tn — t5+1)Q41/20l2 17825412252

Jj=0 9

< h2C’.
Der fiithrende Fehlerterm ldsst sich jetzt schreiben als
—h2 Z Sll’l — tj_t,_l j+1/2 ¢
1 .
/ sin h(l — S)Qj+1/2Aj+1/2(% - S)y(tn + hS) ds + O(hQ)
0
= —h2 Z SIH t]Jrl ]+1/2ha .
1 Y .
/o (1= 8)*(A(1 = 8)Qj4172) " " sinh(l = 8)Q41 20541 A 11/0(5 — 8)y(tn + hs) ds

—h2+a Z Sin(tn — tj+1)Qj+1/2 .

J=0

1
0= (00 = 92 1170) ™ sin (1 = )1/50 o Ay 3 = (e + D) s
= O(R').
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Damit gilt auch fiir den Impulsfehler

én = O(RMT9).

2.4 Nichtglatte Ordnung ohne Finite-Energie-Bedingung

Der folgende Satz ist interessant, da er eine Aussage iiber die Ordnung des einfachen exponentiel-
len Integrators ohne zusétzliche Bedingungen macht. Er zeigt, dass der exponentielle Integrator
bis auf wenige Resonanzstellen ohnehin die Ordnung 2 besitzt. Analoge Resultate lassen sich mit
denselben Techniken auch bei nichthomogenen oszillatorischen Differentialgleichungen hinschrei-
ben. Der technische Aufwand ist aber sehr grof}. Das ist schon beim Beweis des folgenden Satzes
zu sehen. Bei einem ersten Lesen der Arbeit kann der Beweis ohne Schaden fiir das Versténdnis
der weiteren Kapitel iibergangen werden.

Satz 2.18 Gelte ||A(t)|]2 < Ny und ||A(t)||a < Na. Fir Q == Q(to) sei Q = QAQT mit A =
diag(N\;) die Figenwertzerlegung. Dann gilt unter der Nichtresonanzbedingung

|h& — 2km| > ¢ >0 (2.28)
mit einer Konstanten c, fir alle ganzen Zahlen k # 0 und k € o(A),
1y(tn) = yall2 < Ch?,
firtg < t, <tg+T, wobei C nur von N1, No, T, ¢ und der Norm der Anfangswerte abhdingt.
Gelten zusdtzlich zur Nichtresonanzbedingung (2.28) die weiteren Nichtresonanzbedingungen

|hk1 — hko —21k| > ¢>0
|hk1 + hke —27k| > ¢ >0 (2.29)
mit einer Konstanten c, fir alle ganzen Zahlen k # 0 und k1, k2 € o(A), so gilt

9(tn) — 9ml] < Ch2,

fiirtg <t, <tg+T, wobei C nur von N1, No, T, ¢ und den Anfangswerten abhdngt.

o(A) bezeichnet dabei das Spektrum der Matrix A.
Beweis: Wir starten wieder bei der Gleichung fiir die Ortsfehler:
n—1 n—1 )
en =Y Yiiltn tj))di + > Yia(tn,tjs1)dj + gn,  ldjlla = O(R?),  ||dnll2 = O(B%),
7=0 7=0

also ||gnll2 = O(h?). Fiir die erste Summe folgt mit Lemma 2.13 und (2.16) sofort

n—1 n—1
S Vit tids| <O lldslla = O(n2).
=0 =0

2
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Wegen Lemma 2.13, Korollar 2.8 und nach Anwenden der Vartiation-der-Konstanten-Formel
bleibt fiir den Ortsfehler zu untersuchen:
n—1 )
> Yis(tn, tj1) dj = O(h?)
§=0
n—1 1 )
+ Z Yio(tn,tj+1) h2/ cosh(1 —s)QA 12 (3 — s) coshsQds y(t;)
=0 0
n—1 1 )
+ Z Yio(tn,tj+1) h2/ cosh(1 —s)QA 12 (2 —5)Q ' sinhsQds y(t)).
=0 0

Nach Lemma 2.19 ist die zweite Summe unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) O(h?). Die
erste Summe ist unter der Nichtresonanzbedingung ebenfalls O(h?), wie Lemma 2.20 zeigt.
Damit folgt die Behauptung fiir die Orte.

Fiir die Impulse gilt die Rekursion

n—1 n-1
by = Z Y1 (tn, tj+1)d; + Z Yoo (tn, tj+1)d; + gn
j=0 =0

mit ||gn|l2 = O(h?). Mit Lemma 2.21 und Lemma 2.22 folgt, dass fiir den Impulsfehler unter
der Nichtresonanzbedingung (2.28) gilt:

n—1
én = O(h?) = sin(ty —tj41)Q-
§=0
1 .
h2/ sin h(1 — )2 Aj+1/2(% — s) cos hs§dds cos(t; —to)Qy(to)
0

n—1

+ Z cos(ty —tj4+1)Q2-
j=0

1
h2/ cosh(l — s)Q Aj+1/2(% — s5)cos hs§dds cos(t; — to)Qy(to)
0
n—1
— Z cos(tn —tj41)Q-
§=0

1
h2/ cosh(l — s)Q Ajﬂ/z(% — s)sin hsQlds sin(t; — to)Qy(to).
0

Lemma 2.23 zeigt, dass sich diese Summen unter den Nichtresonanzbedingungen (2.29) wie
O(h?) verhalten, und damit ist die Behauptung fiir die Impulse bewiesen. O

Lemma 2.19 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.18 und falls (2.28) erfillt ist, gilt

n—1 1
Z Yi2(tn, tj4+1) h2/ cosh(1—8)QA; 1 (53— 5) Q 'sinhsQdsy(t;)|| < Oh?,
i=0 0 2

dabei hingt C' nicht von ||Al|s ab.
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Beweis: Die Schwierigkeit ist hier, dass ||y(¢)||]2 < C nicht mehr vorausgesetzt wurde. Es
steht nur noch ||y(to)|l2, ||¥(to)||2 beschrinkt zur Verfiigung. Einmal mehr die Variation-der-
Konstanten-Formel ergibt

n—1 1
Z Yio(tn, tj+1) h2/ cos h(1 — s)$2 Ajﬂ/g(% —5)Q tsin hsQds -
=0 0

( — Qsin(t; — to)Qy(to) + cos(t; — to)Qy(to) +
/t ’ cos(t; — s)Q (Ao — A(s))y(s) ds)

fiir den abzuschéitzenden Term. Auf diese Weise wird die Abschéitzung auf die Anfangswerte
zuriickgespielt.

Zunichst gilt:

n—1

1
Z Yia(tn, tj1) B? / cosh(1l — s)Q Aj+1/2(% — ) Q1 sinhsQds -
3=0 0

(cos(tj —t0)Qy(to) + /t j cos(t; — s)Q (Ao — A(s))y(s) ds> = O(h?),

da [|y(s)||2 nach (2.15) und Yj2 nach (2.16) unabhéngig von ||A(t)||2 beschrénkt ist und mit dem
Sinus

O lsinhsQ = hs(th)_l sin hs Q

eine h-Potenz gewonnen wird, die mit der Summe gerade wieder verschwindet.

Bleibt der erste Term zu untersuchen:

n—1 1
— Z Yi2(tn, tj+1) hz/ cosh(l — s)Q Aj+1/2(% — 5) Q sin hsQ dsQ sin(t; — t0)Q y(to)
3=0 0

n—1 1
= Z Yia2(tn, tjt1) hz/ cosh(l —s)Q Aj /(s — 3) sinhsQds sin(t; — to)Qy(to).
=0 0

Diese Summe lasst sich auch schreiben als

n—1

1
Z Yi2(tn, tj4+1) hQAj_H/Q/ (s — 3)sin hsQds sin(t; — to)Qy(to)
=0 0
n—1 1

+ Z Yio(tn,tjs1) h2/ (cosh(l—s)Q — ])Aj+1/2(s — 3)sinhsQds sin(t; — to)Qy(to).
=0 0

Wegen
Vis(tnstisr) = (1= Stoyen) Q" sin(- — 501)0)) (t)
= ((I = Stoty) 7 (sIn( — 1)) (t) Q7
beschrinkt
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folgt O(h?) fiir die zweite Summe. Bleibt die erste Summe zu untersuchen. Ubergang auf die
Eigenwertzerlegung ergibt

n—1 1
Z Yia(tn, tj+1) h2Aj_|_1/2 / (s — %) sinhsQds sin(t; — t0)Qy(to)
j=0 0
= Yio(tn,tjp1) Ajr10Q h*-
- —_———

=G (tjq1/2)

1
/ (s — %) sin hsA ds sin(t; — to)A QTy(tO)-
0

Weiter wird definiert:

n—1
Z Yia(tn, tj+1)G(tj41/2) -
=0

::W(tn 7tj+1)

1
h2/ (s — 3)sinhsAds sin(tj — to)A QTy(to).
0

=E(t))

E(t) ist dabei eine Diagonalmatrix und die W-Matrix erfiillt:
HW(tn,tj_;,_l) —W(tn,tj)Hg SCh, A j:O,...,n—l, (2.30)
wobei C' nicht von ||A(t)||2 abhéngt. Dies folgt aus Satz 2.5.

Bleibt

n—1

W2 W (tn, tja) E(t)QTy(to)
=0

zu untersuchen. Der Trick, diese Summe abzuschétzen, ohne ein h zu verlieren, besteht darin,

dass die E(tj) aufsummiert werden kénnen und dabei beschrénkt bleiben. AnschlieBend hilft
partielle Summation.

Der k-te Diagonaleintrag der Matrix

n—1

SE,1 =) E(t)
=0
lautet
n—1 n—1 1
Eyi(t;) = sinj hAg / (s — L)sins b, ds.
2 it = 2 b T

Ob die Diagonaleintréige beschrankt bleiben, hingt damit nur von der Funktion

n—1 1
€n—1(x) = Zsinj:c/ (s — 3)sinszds
j=0 0
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ab. Die Summe lautet:

n—1
—1
;Sinjx = e <cos((n -1z + g) — cos g),

und das Integral
1 lzcosz —2sinz+ =z

1
/ (s — 5)sinszds = —
0 2

Unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) ist €,_1(z) fiir z > 0 beschriankt. Es folgt also

2

n—1

WY Witn,tis) E(t;) Q" y(to)
=0
= h? W (tn, tn) SEn-1 Q" y(to)
n—2
+ 12D (Wt t1) = W (tn, L42)) SE; QTy (o).
=0
Da
ISEnll2 < Co,  Co= sup (@)
folgt mit (2.30) und der Beschriinktheit der W-Matrizen, dass die Summe O(h?) ist. 0

Lemma 2.20 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.18 gilt

n—1 1
Z Yio(tn,tj+1) h2/ cos h(1l — s)Q AJH/Q(% —5) coshsQdsy(t;)|| < Oh?,
i=0 0 2

dabei hingt C' nicht von ||Al|s ab.

Beweis: Die Summe wird fiir den Cosinus-Trick wieder aufgeblaht:
n—1 1 )
> Yia(tn, tis1) h2/ (cosh(l —$)Q—1) Aj1/o(3 — ) coshsQdsy(t;)
=0 0

n—1 1
+ZY12(tn,tj+1)h2/0 Aj+1/2(% — 8) COS hSsty(t])
7=0

Da sich aus Yi2(ty, tj4+1) wieder ein Q! herausziehen lisst, mit dem trotzdem beschrénkten Rest,
ist der erste Term mit dem Cosinus-Trick wieder O(h?). Bleibt der letzte Term zu untersuchen.
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Er lautet:
n—1 1
23’12(tn,tj+1)h2/ Ajy12(3 — 5) coshsQds -
=0 0

(cos(tj — t0)Qy(to) + Q sin(t; — to)(to) +

’ Q sin(t; — s)Q(A(to) — A(s))y(s) ds)

to
n—1 1
= Z Yia(tn, tjr1) h? Ajﬂ/z(% — s) cos hs§Qdds cos(t; — to)Qy(to)
=0 0
n—1 I
+Y Yio(tn, tjt1) h? AjH/Q(% — s)cos hsQds -
=0 0

(Q—l sin(t; — t0)Q2(to) +

t .
/ To! sin(t; — s)Q (A(to) — A())y(s) ds).
to
Die zweite Summe ergibt mit dem Cosinus-Trick und, da der Rest nach dem Cosinus-Trick wegen

1
/0 Aji1ja(z —8)ds =0

ist, wieder ein O(h?) Term. Bleibt als endgiiltig letzter Term
n—1 1
Z Yia(tn, tj+1) hQ/ AjJrl/Q(% — s) cos hs§dds cos(t; — to)Q2y(to)
3=0 0

zu untersuchen. Ubergang auf die Eigenwertzerlegung ergibt

n—1

1
Z ng(tn, tj_|_1) h2Aj+1/2 / (% — S) cos hs{)ds COS(tj — to)Q y(to)
=0 0
= Yiao(tn,tjp1) Ajp10Q h*-
N——

=G(tj11/2)

1
/ (3 — s)coshsAds cos(tj — to)AQ T y(to).
0

Weiter wird definiert:

n—1
ZYIQ(tmthrl)G(tj—i-l/Z) :
=0

::W(t’ﬂvtj+1)

1
h2/ (% — s)coshsAds cos(t; — tg)A QT?/(tO)-
0

=E(t5)
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E(t) ist wie in Lemma 2.19 wieder eine Diagonalmatrix und (2.30) ist ebenfalls fiir die neue
Matrix erfiillt.

Bleibt

n—1

h? Z W (tn, tj11) E(t5)Q" y(to)
=0

zu untersuchen. Dieses Mal lautet der k-te Diagonaleintrag der Matrix SE,_1:

n—1 n—1 1
Z Epi(ty) = Zcosj hAk / (3 — s)coss b ds.
3=0 3=0 M :

xT

Ob die Diagonaleintrige beschréankt bleiben, hdngt damit nur von der Funktion

€n—1(z) = nz:lcoij /1(% — s)cosswds
=0 0
ab. Die Summe lautet:
i, , -1 ) x . X
jz(:)cosgx = Zom (sm((n — 1z + 5) + sin 5),

und das Integral

1 .
lsinz cosx—1
1
= —s)cossxds = — .
/0(2 s) cos sz ds 5 & + =

Unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) ist |e,,—1(z)| fiir x > 0 beschrénkt. Wie in Lemma 2.19
folgt jetzt die Behauptung des Lemmas. O

Lemma 2.21 Unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) gilt:

n—1
D You(tn, tj1)d;

=0

n—1
= O(h?) =) sin(ty — tj11)Q-
j=0

1
h2/ sin h(1 — s)Q Aj+1/2(% — 5) cos hs§dds cos(t; — to)Qy(to).
0

Beweis: Zunichst gilt nach Satz 2.1:

Yo1(tn, tj+1) = —Qsin(tn, —tj41)Q + (Sto,tj+1(f — Sto,tj41)(cos(- — tj+1)9)> (tn)

beschrankt
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und mit Lemma 2.13 folgt

n—1
Z Yo1(tn, tj1+1)d;
=0
— Z Q sin(tn — tj+1)Q dj

== Qsin(ty, — t;11)Q (W% + h'z) + O(h?)

n—1 n—1
= —1? Qsin(ty — tj1)QL — B2 sin(t, — t41)Q (hQz) + O(R?).
j=0 Jj=0

Nach Lemma 2.13 gilt

1
th] e —Q/ (Qj+1/2)71 Sin h(l — S)Qj+1/2 .
0

/1(1 —w) Aty + B +uh(s — 1)) du (3 — 5)%y(t; + hs) ds
0

=G(5hs), [IGI<C

1
= —Q/ Q tsinh(1 —s)QG(J, h,s)ds
0

1
—Q/ (Qj—jm sinh(1 — 8)Qj41/2 — Q' sinh(1 — 3)9) G(j,h,s)ds.
0

Mit Lemma 2.7 folgt die Darstellung
1
—/ sinh(l — s)QG(j,h,s)ds
(1-s)
_Q/ / Ysin(h(1 - s) —u)Q (A(to) — A(t; + 1)) Qj+1/2 sinu€d1/9 duG(j, h,s)ds

= —/ sinh(1 —s)QG(j,h, s)ds
0

—/Dlh(l—s)

1
/0 sin(h(1 — s)(1 —u)Q) (A(to) — At; + 2)) jSl/z sin(hu(l — 5))Qj11/2 du

G(j,h,s)ds.
Also ist ||hQz;]] < C und damit
n—1
—h3 Z sin(tn - tj+1)Q hQZj S h2 TC.
=0 )
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Insgesamt wurde bis jetzt gezeigt:

n—1 n—1
Z Ygl(tn, tj+1)dj == O(h2) - h3 Z sin(tn - tj+1)Q lj.
7=0 7=0

Der zweite Term lautet

1
_h2 Z Q Sln ]+1)Q /0 Q;—i}l/Q Sin h(]. — S)Qj+1/2Aj+1/2(% — S)y(t] —+ hS) dS.

Mit Lemma 2.7 folgt wie eben fiir den zweiten Term bis auf O(h?) die Darstellung

n—1

1
—h? Z Qsin(t, —tj41) / Q sinh(1 - s)Q Ajy12(3 —8) y(ty + hs)ds
0

7=0

1
= —h? Z sin(t, — tj4+1)Q2 / sin h(1 — s)Q2 Aj+1/2(% —s)y(tj + hs)ds.
0

Mit der Variation-der-Konstanten-Formel folgt weiter:
n—1
Z sin(tn — tj+1)Q
§=0
1
h? / sinh(1 — S)QAj+1/2(% —5)y(t; + hs)ds
0
n—1
= Z sin(tn — tj_|_1)Q
§=0
1
h? / sinh(1 — s)Q2 Aj+1/2(% — s) cos hsQYy(t;)
0

n—1

1
—i—Zsm(t —tj11)Q b / sinh(l—s)QAjH/Q(% —s) -
j=0 0

ti+hs
(Q—l sin hsQ g (to) + / o sin(tj + hs + §)(Ao — Aj11/2)(5 —
t

J

h2 )+ Zsm n—tj+1)

1
h? / sin h(1 — s)§2 Aj+1/2(% —s) cos hsQy(t;)
0
n—1
=0+ sin(ty — tj11)Q -
=0
1 .
h? / sin h(1 — )2 Aj+1/2(% — s)coshsQ)ds -
0
+((cost — t)Qy(to) + 9 sin(t; — t0)2 i (to)

N i Q sin(t; — s)Q(A(to) — A(s)) y(s) ds>.

to
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Hiervon wird zuerst wieder der zweite Term betrachtet. Mit aus den vorherigen Lemmata
gelibtem Auge lasst sich erkennen, dass mit dem Cosinus-Trick wieder folgt

n—1
Z Sin(tn — tj+1)Q .
7=0

1
h? / sinh(1 — s)$2 AjH/Q(% — s)coshsQds -
0
(97" sin(t; — o) (to)

+/tj Q Lsin(t; — 5)Q (A(to) — A(s)) y(s) ds)

= O(h?) + > sin(tn —tj11)9 -
§=0

1
h2/0 sinh(lfs)Q(%fs)dsAjH/Q-

<Q_1 sin(t; — to)Qy(to) + / ' Q 'sin(t; — s)Q (A(to) — A(s)) y(s) ds)

to
n—1 1
— 012+ Y sinltn — ;1) 02 / sinh(1— $)Q (L — s)ds A;11 o w(t;).
=0 0

Der Vektor w(t;) erfiillt:
lwjr1 — wjlla < Ch.

Ubergang zur EW-Zerlegung ergibt fiir das Integral
n—1
h2 Z Q Sin(tn — tj+1)A :
j=0

1
/ sin h(l — S)A (% — S) ds QTAj+1/2 ZU(tJ)
0 N—

Gt )

Mit demselben Argument wie frither folgt, dass diese Teilsumme unter der Nichtresonanzbedin-
gung (2.28) O(h?) ist. 0

50



Lemma 2.22 Unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) gilt:

n—1

D Yor(tn, tjs1)d;

J=0

n—1
=O(h?) + > cos(ty —tj11)Q-
§=0
1
h2/ cosh(l —s)§2 Aj+1/2(% — s)cos hs§dds cos(t; — to)Qy(to)
0
n—1
= Z cos(ty, —tj4+1)Q -
5=0

1
h2/ cosh(l — s)Q Aj+1/2(% — 5)sin hsQlds sin(t; — to)Qy(to).
0

Beweis: Mit Lemma 2.13, Lemma 2.7 und der Variation-der-Konstanten-Formel folgt

n—1

> Yas(tn, tj1) dj = O(h?)
§=0
n—1 1

+ Z Yoo(tn, tjt+1) h2/0 cosh(1 — s)§2 Aj+1/2(% — s) cos hsQ2 ds y(t;)
=0
n—1 1

+ Z Yao(tn, tjs1) h? /0 cos h(1 — s)§2 Ajﬂ/z(% —5) Q' sin hsQ ds y(t;).
=0

Zuerst wird der zweite Term mit der Variation-der-Konstanten-Formel zu
n—1 1 )
Z Yoo (tn, tjs1) h? / cosh(l — s)Q2 Aj+1/2(% —5)Q tsin hsQds -
=0 0
( — Qsin(tj — to)Q y(to) + COS(t]’ — to)Q y(to)
tj
+/ cos(t; — s)Q (Ao — A(s))y(s) ds
to

umgeformt, wobei
n—1 1 )
Z Yoo (tn, tj+1) h? / cosh(l — s)Q Aj+1/2(% —5) O~ Lsin hsQ ds
3=0 0

<COS(tj —t0)Qy(to) + / j cos(t; — s)Q (Ao — A(s))y(s) ds> = O(h?)

to

gilt.
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Bleibt der erste Term

n—1 1
Z Yoo (tn, tj+1) h2/ cosh(1 — s)§2 AjH/Q(% —5)Q sin hsQds
§=0 0
QSin(t]’ — to)Q y(to)
n—1 1
= Z Yoo (tn,tjt1) hz/ cosh(1 — s)§2 Aj+1/2(% — s)sin hs§dds sin(t; — to)Qy(to)
3=0 0

zu untersuchen. Durch Aufspalten mit

YQ?(tnv tj-i-l) = (St07tj+1(‘[ - Sto,tj“)il) (Qil Sin(’ - tj-i-l)Q) (tn)

-~

==Y (tn,tjt1)
+cos(tn, — tj+1)9,

ergibt sich einmal die Summe, die in der Aussage des Lemmas auftritt, und die Summe

n—1 1
22(tn, tj4+1) h2/ cosh(l — s)2 Ajﬂ/z(% — 5) sin hsQ ds sin(t; — to)Qy(to)
Jj=0 0
n—1 ~ ) 1
= O(h?) + Z Yoo(tn,tj+1) Ajri/2 h? / (3 — s)sinhsQds sin(t; — to)Qy(to).
=0 0

Nach der Uberpriifung, dass
1Y (tn, tj41) = Y (tnst)lla < Ch,  Vji=0,...,n—1

gilt, kann wie zuvor geschlossen werden, und unter der Nichtresonanzbedingung (2.28) ist diese
Summe O(h?).

Dieselbe Aufspaltung beim ersten Term ergibt die zwei Summen

n—1

1
Z cos(ty, — tj41)Qh? / cosh(1l — s)Q Aj+1/2(% — s) cos hsQddsy(t;)
=0 0

- 1
+ZY22(tn,tj+1) h2/0 cosh(l —s)Q A 5(5 — 5) cos hsQdsy(t;).

Diese beiden Terme werden wiederum nacheinander untersucht. Wir starten mit dem zweiten
Term.

n—1 1
Z Yoo (tn, tj+1) h2/ cosh(l — s)Q AJH/Q(% — s)cos hsQdsy(t;)
j=0 0

n—1

1
= O(h2) + Z YQQ(tn, tj+1) Aj+1/2 h2 / (% — S) cos hsf)ds y(tj).
=0 0
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Nach Verwendung der Variation-der-Konstante-Formel ergibt sich:

n—1 1
=0O(h?) + Z Yoo(tn, tj+1) Ajri/2 h2/ (3 — ) cos hsQds cos(t; — to)Qy(to).
3=0 0

Durch Aufsummieren des Cosinus folgt, dass die Summe unter der Nichtresonanzbedingung
(2.28) durch h2C' beschrinkt ist.

Fiir die erste Summe folgt

1
Z cos(ty, —tj41)Qh? / cosh(1l — s)Q Aj+1/2(% — 5) cos hsQds y(t;)
0

1
= Z cos(ty, — tj4+1)Q h2/ cosh(l — S)QAJ-H/2(% — s)coshsQds -
0

((cos(t; — to)2y(to) + @ sin(t; — o) (o)
t.
+/ “o! sin(t; — s)Q (Ao — A(s))y(s) ds).
to
Damit erhdlt man zum einen den zweiten Term, der in der Aussage des Lemmas auftritt, und
zum anderen

n—1 1
Z cos(t, —tj41)Qh? / cosh(l —s)Q AJH/Q(% — s)coshsQds -
§=0 0

(9—1 sin(t; — to)y(to)

+ / "0 T sin(t; — ) (Ao — A(s))y(s) ds)

to
n—1 1 )
Zcos (tn — tj11)Q A2 / cosh(1 — s)§2 Aj+1/2(% —s5) cos hsQdds w(t;)
0

n—1 1
= cos(tn —tj+1)2 h2/ cosh(l —s)Q (3 — s)ds Ajppw(ty)
3=0 0

Durch Aufsummieren des Cosinus folgt, dass dieser Term unter der Nichtresonanzbedingung
(2.28) durch h2C beschriinkt bleibt. O
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Lemma 2.23 Unter der Nichtresonanzbedingung (2.29) gilt:

n—1
H - Zsin(tn — tj+1)Q .
=0
1
hQ/ sinh(1 — s)$2 AjH/g(% —s) cos hsQdds cos(t; — to)Qy(to)
0
n—1
+ Z COS(tn — tj+1)Q .
=0

1
h2/ cosh(l — )2 Aj+1/2(% — 5) cos hsQdds cos(t; — to)Qy(to)
0
— Z cos(ty —tj4+1)2-

< Ch2.
2

1
h2/0 cosh(l — s)Q Aj+1/2(% s)sin hsQdds sin(t; — to)Qy(to)

Beweis: Ubergang auf die Eigenwertzerlegung ergibt zunichst:

—ZQsm —tj+1)A

1
h2/ sinh(1 — s)A QTAjH/QQ(% — s)cos hsAds -
0 e —

::G(tj+%)

cos(t; —to)A QT y(to)

+ Z Q cos(ty, —tjr1)A -
1
h2/ cosh(l — s)A G(tj+%)(% — s)cos hsA ds cos(tj — to)A QT y(to)
0
n—1
- Z Qcos(ty, —tjp1)A -

1
h2/0 cosh(l—s)AG(thr%)(; s)sin hsA ds sin(t; — to)A QT y(to).
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Zusammenfassen der Terme ergibt:

M |

—sin(t, — tj4+1)Ah? / sinh(1 — s)AG(t,, )(% s) cos hsA ds cos(t; —tg)A

—h2 1
:=h?B (tj+%)

1
+cos(ty, — tj11)AR? / cosh(l — s)A G(tj+%) (3 — s)coshsAds cos(t; — tg)A
0

—h2 R2
:=h?B (tj+%)

1
—cos(tn — tj41)Ah? /0 cosh(l — s)A G(tj+%) (3 — s)sinhsAds sin(t; — to)A

.—h2 B3
:=h? B (tj+%)

Q" y(to).

Die Matrixeintrége der B-Matrizen lauten:

bil(tj+%) = —sin(t, — tj41) Ak cos(ty —to)Aj /01 sinh(1l — s)\g (% — 5) cos hs\g ds gkl(thr%)
::E,ﬁl(tH%)

bzl(tj+%) = cos(ty — tj41)Apcos(ty —to)Aj /01 cosh(1l — s)\g (% — 5) cos hs\i ds gkl(thr%)
= Egl(tj+%)

bzl(tj+%) = —cos(ty — tj11)Agsin(t; — to)A; /01 cosh(1l — s)\g (% — s) sin hs\g ds gkl(thr%).
::E}jl(tﬂ%)

Mit den Matrizen E¥(t), k = 1,...,3 lassen sich die B¥(t) auch schreiben als
B*(t) = E*(t) ¢ G(1),
wobei e das punktweise Matrixprodukt bezeichnet.

Die Summe nimmt damit die folgende Gestalt an:

n—1
P> Q <E1(tj+%) ¢ Gty 1)+ EQ(%%) ¢ Gt 1)+ E3(tj+%) . G(tj+%)> QT y(to)
j=0

n—1

=h*)"Q (El(tﬁé) +E2(tj+%) +E3(tj+;)> oG(tﬁ%)QTy(to).
=0
! :=E(tj+%)

Bleibt .
P23°Q (Bt 1) e Glty, 1)) QT ylto)
j=0
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zu untersuchen.

Der Trick, diese Summe abzuschitzen, ohne ein h zu verlieren, besteht darin, dass sich E(t i+l )
unter den Nichtresonanzbedingungen (2.29) aufsummieren lassen und die Summe dabei be-
schrinkt bleibt. Anschlielend hilft dann partielle Summation. Die Entdeckung, dass es darauf
ankommt, wie die Frequenzen A\; von A im lokalen Fehler gemischt werden, und die Vorgehens-
weise sind nicht neu. Das wurde bereits bei nichtlinearen oszillatorischen Differentialbleichungen
mit konstantem A (vgl. [16]) und bei der homogenen Schroedinger-Gleichung mit zeitabhéngigem
A(t) (vgl. [15]) festgestellt.

Zunichst wird )
SEn-1:=) Bltj,1)
=0

betrachtet. Der (k,[)-te Matrixeintrag hat die Gestalt:

n—1 n—1
Z Eri(tj, 1) Z (Ekl ) + Ej(t i)+ Ei’l(tﬁ%))
§=0 j=0
n—1 1
= sin(n —j — 1) hAg cosj hX sin(1 — s) hAg (3 —s) coss hA; ds
: ~~ ~~Jo —~~ —~—
Jj=0 T y T y
n—1

1
+ ) cos(n—j—1)h\; cosj hX / cos(1 —s) kA, (3 —s) coss b\ ds
— ~~ ~~ Jo —~~ —~—

<

z Y z Y

—_

3

1
cos(n—j—1) h/\k sinj h\ /0 cos(1l — s) hAg (% —s) sins h)\; ds.

33 Y T Y

o

RN

Ob die Matrixeintrége der Matrix SF,_1 beschrinkt bleiben, héingt damit nur von der Funktion

n—1 1
en—1(z,y) Zsm n—j—1)z cosgy/ sin(1 — s)z (3 —s) cossyds
j=0 0
n—1 1
. . 1
+Zcos(n —j—1z cosgy/ cos(l —s)xr (5 —s) cossyds
=0 0
n—1 1
— Zcos (n—j7—1)z sm]y/ cos(1 — s)z (3 —s) sinsyds
7=0
ab.
Fiir die Terme
n—1 1
€1n—1(2,y) + €3n-1(z,y) Zsm n—j—1)z cosgy/ sin(l — s)z (3 —s) cossyds
Jj=0 0
n—1 1
- Zcos(n —j—1z sinjy/ cos(1 —s)z (3 —s) sinsyds
j=0 0
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1

= H<cos((n—1)y+yg$)—cos((n_l) IE;Z/))

4sin(457)

cosy +cosx  sinx —siny
2(y — ) (y — z)?

+m(cos ((n— Dy + HTx) — cos ((n— Dz + y—|2-m)> '

cosy +cosx  sinx + siny
2(y + ) (z +y)?

)

ergibt sich mit der Substitution

also r=v—u, Yy=u-+o, (2.31)
die Darstellung

U CoOSv

8sinu u3

(cos ((n—1)(u+v)+u) —cos ((n—1)(v—u) u)) . [

UCOSU — sinu]

vV COSU

+m (COS (n—=1)(u+v)+v) —cos((n—1)(v—u) +v)> . [

VCOSV — sinv
v3 '

Unter den Nichtresonanzbedingungen ist dieser Term gleichméBig beschréinkt.

Fiir den Term

1
€2n—1(2,9) Zcos (n—j—1)z cosjy/ cos(1 — s)z (3 —s) cossyds
0

= Lsm%i (sin ((n -1y + %) — sin ((n — 1z + Ty>>

2

_f_%(sin ((n— Dy + ?J—FTCC) + sin ((n— Dz + y-gaf)>

4sin %

-1 ( . ) 1 . .
— mnx—l—smy)—l—i(mnx—smy)
L@—x) Az +y)

(COSJZ‘—COSZ/) - COSQS‘—COSZ/)]

METEnE EzmH
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ergibt sich mit Substitution (2.31) die Darstellung

uv

(sin((n—l)(u—i—v)—i—u) —sin((n—l v —u)

16 sinu

v ud u

uv

(sinv sinu — ucosu n sinu sin v —vcosv)

16sinv

(sin((n—l)(u+’u)+v>—|—sin<(n—1 v—u)+v >

sinvsinu —ucosu sSinusinv — vcosv
3 + 3 :
v U U v

In dieser Darstellung erkennt man, dass der gesamte Term unter der Nichtresonanzbedingung
gleichméfig in x, y, n beschrinkt ist.

Mit ;
SE =7 Bltj,1)
folgt
n—1
R Q (E(tj+%) . G(?%é)) Q" y(to)
j=0

n—2
= 123 Q (8B (Gt 1) - G(tj+g>>) Q"y(to)

j=1
—Rr2Q (SEn Lo Gt )
1)

+h*Q (E(t0+;) (t0+ ) Q"y(to).

Mit Hilfe der Abschitzung (vgl. Lemma 5, [16])

I1SEq o Gll2 < Co|l |G| ||z < CoVN[|Gll2,  mit  Co = Sl>113,|€j(w,y)|
I?yf 7]

und N der Dimension des Losungsvektors y von (2.1) folgt fiir die obige Summe insgesamt
ne
OB Y 11 l2 | +20%(| - [l = O(R?),

unter der Nichtresonanzbedingung. Damit ist das Lemma bewiesen. O

2.5 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt wird der exponentielle Integrator an einfachen Systemen getestet. Das erste
Testsystem ist die Airy-Differentialgleichung (vgl [19]):

g=-ty, yO0)=1,  y(0)=0.
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Die Hamilton-Funktion zur Airy-Gleichung lautet:

H(y) = 37 + 597
Die exakte Losung der Differentialgleichung erfiillt im Intervall [0,100] eine Finite-Energie-
Bedingung H(p, q) < 4.5, wie sich in Abbildung 2.1 erkennen ldsst. Nach Satz 2.15 mit o = 1
hat der einfache exponentielle Integrator die Ordnung 2, unabhéngig von den hohen Frequenzen
der Losung, die in Abbildung 2.2 dargestellt ist. In Abbildung 2.3 ist der Fehler aufgetragen,
und die Ordnung 2 des Verfahrens ldsst sich numerisch bestétigen. Gemessen wurde der globale
Feher dabei zur Zeit t = 100.

Abbildung 2.1: Hamilton-Funktion entlang der Losung ausgewertet
4.5 ; :

4+ 4

3.5F i

3F 4

25F b

2, ,

1.5F i

1k J

0.5 i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Jetzt wird der einfache exponentielle Integrator an dem folgenden Testsystem ausprobiert:
§=—At)y, y(to) = vo, y(to) = Yo,
mit A(t) = QAMQT(¢),

= cos(2mkt + (B)  sin(2wkt + )
Qt) = [ —sin(2wkt + 3) cos(2mwkt + () ]

und

Dabei ist A;(t) > 0.

Zuerst werden A1(t) = 100007 und Ao(t) = 7 gesetzt. Die Matrix A(t) ist konstant, und die
Zeitabhangigkeit kommt nur durch eine sehr langsame Drehung von Q(t) zustande. Das einfache
exponentielle Verfahren ist sehr gut, wie sich in Abbildung 2.4 erkennen lisst. Die Resonanzen,
die bei exakter Rechnung nur in den Impulsen auftreten, sind numerisch auch in der Lésung y zu
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erkennen. Mit Hilfe von Abbildung 2.6 lisst sich erkennen, dass die Spitzen des globalen Fehlers
genau mit den Resonanzstellen aus der Bedingung fiir die Impulse iibereinstimmen. Unter beiden
Nichtresonanzbedingungen hat das Verfahren Ordnung zwei, wie sich in Abbildung 2.7 erkennen
lésst. Die Spitzen konnen nicht beliebig grofl werden, da das Verfahren nach Satz 2.12 mindestens
Ordnung 1 in Impulsen und Orten hat.
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Abbildung 2.2: Exakte Losung der Airy-Differentialgleichung
1 T T T

0.8 i

0.6 i

0.4 b

0.2

or

-0.2f

~0.4f i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 2.3: Fehler beim Losen der Airy-Differentialgleichung
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Abbildung 2.4: Globaler Fehler in den Orten mit Ay (t) = 100007, A\o(t) = 7
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Abbildung 2.5: Resonanzstellen
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Abbildung 2.6: Globaler Fehler und Resonanzstellen
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Abbildung 2.7: Globaler Fehler unter Nichtresonanzbedingung
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Kapitel 3

Exponentielle Integratoren fiir die
nichtautonome, lineare,
oszillatorische, inhomogene
Differentialgleichung zweiter
Ordnung

Ostzillatorische Differentialgleichungen, bei denen das oszillatorische Verhalten von einem zeitabhéngi-
gen linearen Anteil erzeugt wird, werden in diesem Kapitel betrachtet. Nach einer Darstel-
lung der Differentialgleichungen werden Ein- und Zweischrittverfahren angegeben, die Lange-
Zeitschrittintegratoren sind. Nach dem Beweis werden die Verfahren numerisch getestet.

3.1 Problemstellung

Die oszillatorische Differentialgleichung, die im Intervall I = [tg, to+ 7| gelost werden soll, lautet:
§(t) = —A@y() +9(y(®),  y(to) =vo, 9(to) = o, (3.1)
mit A(t) € C%(I, RN*N) eine symmetrisch positiv-semidefinite Matrix. Dabei sei fiir alle ¢
IA®)ll2 < |Alle = N1 und A2 < [[A]loo = N2

beschréankt, aber
[A()[|]2 > 1.

g € C?und g, 9y, gyy seien in der Euklidnorm bzw. den von der Euklidnorm induzierten Normen
beschrankt.

Die grofie Norm von A(t) bedeutet, dass die Schrittweite von Standardintegratoren ungefihr
durch ||[v/A||7! beschrinkt ist. Differentialgleichungen dieses Typs treten in vielen technischen
und naturwissenschaftlichen Anwendungen auf.
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Weiter gelte in dem ganzen Abschnitt fiir die exakte Losung die Finite-Energie-Bedingung

1,. 1 1
SIGOI3 + S 100u01 < 5 K. (32)
Fiir 7 € I = [to, to + 1] beliebig ldsst sich System (3.1) auch schreiben als
§t) = Ay + (A(r) — A@)y(@) + 9(y(®),  ylto) =0, y(to) = o

Mit der Variation-der-Konstanten-Formel ldsst sich die Losung dann darstellen als:
y() | _ cos(t —to)r)  Q(7)"sin(t —to)Q(7) ] [ y(to)
| =Q(7) sin(t — t0)Q(7) cos(t — t)Q2(T) y(to)

+/t [ Q1) Lsin(t — s)Q(7)

to

(3.3)
cos(t — s)Q(T)

| (49 = A + atots)) as
3.2 Einschrittverfahren

Die Variation-der-Konstanten-Formel (3.3) legt das folgende N&herungsschema nahe, wobei
Quy1/o = Utn + 5):

2:)-
?)n+1

cos hdy 112

Q
—Qpy1/28in b8, 49

;i1/2 sinhfd, 4172 Yn
cos "l 11 /0 Un
_|_

(3.4)
%h2¢(hQn+1/2)g(¢(hQn+l/2)yn)
%h(¢0(h9n+1/2)9(¢(h9n+1/2)yn) + 1/}1(hQnH/z)g(qﬁ(hQnH/Q)yn+1))

Dabei werden nur Funktionen v, g, ¥1 und ¢ betrachtet, die auf der nicht-negativen reellen
Achse beschrinkt sind und glatt von z? abhéingen. Weiter gelte fiir die Funktion 1:

max

1 sin? 5
— <C. .
x>0 sin% ( (2)2 ¢($)> =C (3.5)
2
Fiir die Funktionen x = ¢, 1, 11 gelte:
1 sinx
— <C 3.6
133?3( xsin 5 ( x X(x)>‘_ ’ (36)
und fiir jede der Funktionen x = ¢, ¥, g, ¥1 wird eine Bedingung der Form
IX(VB) = x(VB)|l2 < Co | B = B, (3.7)
fiir beliebige symmetrisch positiv-semidefinite Matrizen B, B € RN*N gefordert.

Lemma 3.1 Seien A, A € RVN*N symmetrisch positiv-semidefinite Matrizen. Wird weiter defi-
niert Q := VA und € := VA und sei o(x) eine in x2 glatte Funktion und ¢(x) := ¢(/x). Dann
gilt mit h > 0:

16(h€2) — $(AD)]2 < max &' ()| VN B? || A — AJl2.
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Nach Lemma 3.1 ist zum Nachweis der Eigenschaft (3.7) max,>¢ |¢'(v/x)| beschrinkt hinrei-
chend. Da die Konstanten Cs, Cy, C'y, und Cy, in die Konstante C' des folgenden Satzes
eingehen, sind moglichst kleine Konstanten wiinschenswert. Wird Lemma 3.1 bei einer Funk-
tion verwendet, wachsen die Konstanten wie v/N. Fiir viele Funktionen kann jedoch mit Hilfe
von Lemma 2.7 gezeigt werden, dass sie die Bedingung (3.7) mit einer kleinen Konstante ohne
VN erfiillen. Dies gilt zum Beispiel fiir alle Funktionen, die in [9] und [16] als Filterfunktionen
vorgeschlagen werden.

Die bisher genannten Voraussetzungen sind nétig, um im folgenden Satz die Aussage iiber die
Ortsfehler zu beweisen. Fiir die Aussage iiber die Impulsfehler sind noch die folgenden Voraus-
setzungen notig. Fiir die Funktion ¢ gelte zusatzlich

max [z (z)| < C (3.8)

und fiir die Funktionen ;, i = 0, 1

max
x>0

! (Sin‘” _ @z}i(m))‘ <c (3.9)

3 X
S1n 2 €T

Im Folgenden werden nur Verfahren betrachtet, die alle genannten Voraussetzungen an die ana-
lytischen Funktionen erfiillen.

Satz 3.2 Sei in (3.1) A 6_02“(.7, RN*NY T = [to, to + T, eine beliebige symmetrisch positiv-
semidefinite Matriz, und A, A, g, g, und gy, seien in der Euklidnorm bzw. in den von der

Euklidnorm induzierten Normen beschrinkt. Es gelte die Finite-Energie-Bedingung (3.2). Dann
erfillt der globale Fehler von Verfahren (3.4)

h?C,
hC,

Hy(tn) - ynH2

<
Hy(tn) - ynHQ <

fir alle 0 < nh < T. Dabei hingt C nur ab von ||y(to)||2, T, K, ||AHOO, HA||OO, gl gyl lgyyll,
¢, ¥, Yo und 1.

3.3 Zweischrittverfahren

Nachdem im letzten Abschnitt Einschrittverfahren betrachtet wurden, werden jetzt Zweischritt-
verfahren untersucht. In der Molekiildynamik erwartet man in der Regel von symplektischen
oder symmetrischen Verfahren Vorteile. Daher beschrinken wir uns gleich auf symmetrische
Zweischrittverfahren.
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Mit der Variation-der-Konstanten-Formel ldsst sich die Losung als
y(t) = cos(t — to)2(7) y(to) + Q)" sin(t — t0)Q(7) (o)
¢
4 / Q(r) " sin(t — )Q(r) (A(r) — A(s))y(s) ds

to

+/ Q(r) L sin(t — $)2(r)g(y(s)) ds

y(t) = —Q(7) sin(t — t0)Q(7) y(to) + cos(t — o)1) Y(to)

+/ cos(t — s)Q(1) (A(r) — A(s))y(s)ds + [ cos(t — s)Q(1)g(y(s)) ds

to to

darstellen.

Ein Vergleich mit der exakten Losung legt die folgenden Verfahren nahe:

Yns1 — 208 WUt ) Yn + yn-1 = h> U, g(Bryn)

bzw.

yn—i-l — yn_l = —2Q(tn) sin hQ(tn)yn
1
+§h(‘1’n+1,1 9(Prr1ynt1) +2%5,0 9(Pnyn) + Vpno11 g((I)n—lyn—l)>7

mit ®, = ¢(hQ2(tn)), ¥n = Y(RQ(ty)), Un1 = 1(hQ(t,)) und ¥y, 0 = Yo (h2(ty)), wobei ¢(z),
P(x), vo(x), ¥1(z), glatt von 22 abhiingen. Wie zuvor ist Q(t) = \/A(t).

Im Falle einer konstanten Matrix A wurden Verfahren dieses Typs in [11] unter Anderem auf
ihr Langzeitverhalten beziiglich der Energieerhaltung untersucht.

Statt die Verfahren mit beliebigen Funktionen ¢(x), ¢ (x), vo(x), ¥1(z) zu untersuchen und
Bedingungen anzugeben, unter denen die Verfahren Ordnungsschranken unabhingig von der
Norm von A besitzen, wie bei den Einschrittverfahren, werden spezielle Verfahren dieses Typs

mit
2

8

o) =Tk h =0 el =2

und beliebigem ¢(x) untersucht. Hierfiir gibt es gleich mehrere Griinde. So sind die Ordnungen
des Verfahrens bei konstanter Matrix A in [16] griindlich untersucht worden, und diese Ergebnisse
konnen fiir den Fall mit zeitabhédngigem A(t) verwendet werden. Auflerdem ist von diesem Ver-
fahren eine lineare Stabilitétsanalyse bekannt. Beim Losen grofler Systeme mit Krylov-Verfahren
bedeutet 11 (z) # 0 den Aufbau zweier zusitzlicher Krylovraume, was zu einem hoheren Re-
chenaufwand fiihrt.

Mit denselben Techniken wie bei den Einschrittverfahren im vorigen Abschnitt ldsst sich erken-
nen, dass, von diesem Verfahren ausgehend, leicht andere Funktionen ¢, ¥, vg, ¥1 gewonnen
werden konnen, fiir die das resultierende Verfahren nicht der Schrittweiteneinschriankung unter-
liegt. So erlaubt z.B. auch jedes Verfahren mit einer Funktion ), fiir die

1 sin? 5
20 | sin 5 sin(x) () -
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gilt, eine Fehlerschranke fiir das Verfahren, die nicht von der Norm von A abhéngt. Fiir 19 und
11 konnen dhnliche Bedingungen angegeben werden.

Interessant ist auch, dass sich Verfahren finden lassen, die nur fiir die richtige Wahl des ersten
Schrittes als Zweischrittverfahren eine Ordnungsschranke unabhéngig von Norm A zulassen.
Verfahren dieses Typs sind die Verfahren in [9] in der Zweischrittformulierung. Wird als Start-
schritt der Startschritt der zugehorigen Einschrittformulierung gewahlt, erhédlt man ebenfalls
Ordnungsschranken unabhéngig von der Norm von A.

Die Zweischrittverfahren, fiir die die Fehlerschranken streng bewiesen werden, lauten ausfiihrli-
cher aufgeschrieben:

Ynt1 — 208 hQnyn + Yn—1 = hQSinc2%Qn 9(p(hQ)yn) (3.10)

und
Unt1 — Un—1 = —2Qy sin hy, yp, + 2h sinc h8y, g(d(hy)yn ),

mit Q, = Q(ty).
Fiir die Filterfunktion ¢ gelte
max|6(n)| <O, 60)=1  o(km) =0, k=12

Diese Eigenschaften der Filterfunktion werden bereits im Fall einer konstanten Matrix A benotigt.
Hier wird zusétzlich

l6(VB) — $(VB)|ls < Cs | B — Bl (3.11)

fiir beliebige symmetrisch positiv-semidefinite Matrizen B, B € IRN*N gefordert.

Fiir die Konstante Cp gelten dieselben Bemerkungen wir bei den Einschrittverfahren.

Satz 3.3 Sei in (3.1) A 6_02“(.7, RN*N) I = [to,to + T), eine beliebige symmetrisch positiv-
semidefinite Matriz, und A, A, g, g, und gy, seien in der Euklidnorm bzw. in den von der

Euklidnorm induzierten Normen beschrinkt. Es gelte die Finite-Energie-Bedingung (3.2). Dann
erfillt der globale Fehler von Verfahren (3.10)

[y (tn) = ynll2 e
19(tn) = gnll2 hC,

fiir alle 0 < nh < T. Dabei hingt C nur ab von |y(to)ll2, T, K, || Alloc, [|Alloc, 19l 9ylls 19yl
min{log(n + 1) log(N + 1), VN} und ¢.

<
<

3.4 Beweis der Fehlerschranken fiir Einschrittverfahren

Um Satz 3.2 zu beweisen, werden wieder Aussagen iiber die Defekte benétigt. Die Defekte lauten:

dn = y(tn+h)—cosh,q0y(tn) — Q;—&l-l/2 sin A, 41 /29 (tn)
1
—5h2¢(hQnH/Q)9(¢(h9n+1/2)y(tn))
dn = y(tn + h) + Qn+1/2 sin hQn+1/2 y(tn) — COs hQn+1/2 y(tn)

—%h (7/)0(h9n+1/2)9(¢(h9n+1/2)y(tn)) + 11 (hQn+1/2)9(¢(hQn+1/2)y(tnﬂ))) -

68



Lemma 3.4 Fir die Defekte in den Orten gilt:

1, (sin® 20, 1/ 3
dp = Sh™| ————5 — V(hQi1/2) | 9(A(h 2 11/2)y(tn)) + B2,
(541/2)

und in den Impulsen

. 1. {sinhQ),
d, = =h 7+1/2—¢0(h9n+1/2) 9( (i1 2)y(tn))
2 h& 172

1. (sinh$,
+§h <Wj_/12/2 - (hQnJrl/Q))g(¢(hQn+1/2)y(tn + h))
1 1
il [ osh(1= 501729, (h 2 (62))
0
[(cos hsQ),, — <b(h(2n)>y(tn) + Qfll sin thny(tn)] ds

1 1
+gh [ cos k(L= )s1/2 9, (GHDy(trs) -

[(cos h(s —1)Qust — ¢(h9n+1))y(tn +h)

—i—Q;_lH sinh(s — 1)Qp+19(tn + h) | ds

1
+h2/ cos h(1 — 8)Q11/9 Aty + ) A — ) y(tn + &) ds + h34,,
0
mit
[znllz <€ und |22 < C.
Dabei hingt C nur ab von [|y(to) |2, T, K, | Allo, [|Allsc, 9l gyl gyyll und ¢.

Fiir die exakte Losung ergibt sich mit den Defekten:

[ Y(tnt1) ] _ cos hil, 119 Q;j—l/Q sin 4172 [ y(tn) ]
Y(tnt1) —Qy1j2sinhl, 4 cos 19 y(tn)
. 5120 (h Q11 /2) 9 (DM 11 2)y (tn))

%h<1/10(hQn+1/2)g(¢(hQn+1/2)y(tn)> + wl(hQn+1/2)g<¢(h9n+l/2)y<tn+1))>

Das Niaherungschema lautet:

|: Yna-1 :| _ COS hQn+1/2 QT_Lil/Q sin hQn+1/2 |: UYn :|
yn-i-l —Qn+1/2 sin hQn+1/2 COS hQn+1/2 yn
N 5h2 (R 112) (DA i1 /2)Yn)
%h(l/)o(hQn+1/2)9(¢(hQn+1/2)yn) + ¢1(hQn+1/2)9(¢(hQn+1/2)yn+1)>
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Fiir die Fehler e, = y(t,) — yn, und é, = y(t,) — yn ergibt sich die Rekursion

[ €ntl1 ] _ cos h&dy, 119 Q;i1/2 sin hfy, 11/ [ en ]
€n+1 —Qpy1/28in bl )9 cos h€dy, 112 én
ZZR(tn‘F%)
+ [ X %h2¢(h971z+1/2)Fn6n ] L [ dp } ’
5hbo (RS, 1 1/2) Fren + 5001 (M1 2) Hnr1€n41 dyn
mit
1
F, = /O y(@(MShy1/2) (y(tn) — uen))) dudp(hllniiya), | Fnllz < |lgyll max |o(2)]
und
1
Hu = [ 060011 0ltni) ~ o) duo( i), [l < ) mas o).
Mit
R(tj,t;) = 1,
R(tns1,tj-1) = Rta+%)-- R(tj—1 +5)
und

U =9(hj11/2), Yo, = Yo(hj51/2) und Yo 1 = P1(h811)0)

lasst sich die Rekursion auch als

n e = Lp2y Fee.
|: €n+1 :| = R(tn+1,t0) |: eg :| +ZR(tn+1,tj+1) |: 2 25373

én+1 = 3hWo;Fej + 5h¥1 1 Hjej
+2)R(tn+1atj+1) [ d'j' ]
p

schreiben.

Lemma 3.5 Mit der Fundamentallésung Y von (2.2) lisst sich die Fehlerrekursion schreiben
als:

€en+1 - Y(t " ) |: €p :| +iy(t . ) |: %hQ\IIijej :|
én+1 n+1, 0 é() =~ n+1, 541 %h\IIO,JF’je] + %h\pl,j+1Hj+1ej+1

+> Y (tat1, i) [ g ] + hM (tnt1,t0) { zg }
=0 !

n 172
=h*W.F.e.
+h Yy M(tni1,t) "t LR,
> Mltusrti) [ sh%o,Fjej + 3hW1 i1 Hjsej

J=0

+h Y M(tng, i) [ i ]
=0 ¢

wobei M (tn,t;) = 3 (R(tn, t;) — Y(tn, t;)) und | M|l < C.
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Komponentenweise lautet diese Rekursion fiir die Fehler in den Orten:

. h
€n+l = CO,n+1€0 + Cl,nt+1€0 + 5 g Lje; + Dj,
Jj=0

= Yii(tns1,to) + M (tnsa, to),

Yia(tn+1,to) + AMia(tns, to),

Li = Yia(tnt1,tj+1)%o,F5 + 1>1(5) Y12 (tng1, t5) Ve j Hy + hY11 (Ens1, tj1) V5 F)
+h2 M (tng1, ti11) Y5 F + hMia (b, tiv1) Yo i Fj + hljs1 () Mia(tns, t) V1 Hj,

Dj = hY Mu(tart,tir)di + by Mis(tar, tj1)d;

)
~
3
+
=

I

§=0 =0
n n
+> Yultasrstie)ds + ) Yia(tusr, tj)d;.
j=0 §=0

Auf dem festen Intervall sind L;, cppni1 und c1 5,41 beschrankt.

Beweis von Satz 3.2: Nach den gerade gemachten Bemerkungen folgt mit einem einfachen
Gronwall-Lemma die Behauptung fiir die Orte, wenn || Dj|l2 = O(h?) gezeigt ist. Es gilt:

n n
”DJ||2 < hZMll(thrl’thrl)dj + hZM12(tn+1atj+1)dj

n n
+ ZYn(th,t]‘H)dj + ZY12(tn+latj+l)dj
j=0 ,  |li=0 )

Mit M ist auch Mj; beschrankt, und mit Lemma 3.4 folgt sofort

n
h Z M1 (tns, tip)d;|| < R*C.
J=0 9
Die drei anderen Summen machen mehr Miihe. Daher ist jeder ein eigenes Lemma gewidmet.

Mit Lemma 3.6, 3.7 und 3.8 folgt schlieBlich ||Dj|l2 < Ch? und damit die Behauptung fiir die
Orte. Fiir die Fehler in den Impulsen ergibt sich die Gleichung:

n+1
€nt+1 = Con+1€0 + C1pnt+1€0 + 3 E Lje; + Dj.
=0

In Lj tritt einmal der Term
Yo1(tnt1, tjs1)R* U, F;

auf. Y51 ist nicht unabhéngig von der Norm von € beschréinkt. Gilt jedoch Bedingung (3.8), so
folgt mit

Vo1 (tnt1, tjs1 )R Fj = Yor (tngi, tis1) (th+1/2> U (hQj1/2)F;

und 3721 beschrankt
1Yo1(tnt1, tj+1) W Fy|| < C,
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unabhéngig von der Norm von €. Ist (3.8) erfiillt, so ist

h n+1 )
5 ZLjej S Ch

und der Fehler in den Orten durch

n n
D, = Z Yo1 (tnt1, tj+1)d; + Z Yoo (tnt1,tj+1)d;
j=0 Jj=0

n n
+h Z Moy (tpy1,tje1)dj + h Z Moo (tny1,tjv1)d;
=0 =0

bestimmt. Die erste, dritte und vierte Summe ist O(h). Die zweite Summe ebenfalls, was wieder
durch partielle Summation unter Beachtung von (3.9) gezeigt wird. O

Lemma 3.6 Unter den obigen Vorraussetzungen gilt

hZM12(tn+17tj+1)dj < Ch?.
j=0 9

Beweis von Lemma 3.6: Mit Lemma 3.4 und wegen der Beschrénktheit der Untermatrizen
von M folgt zunéchst

hz Mis(tys1, tjr1)d; = O(h?) 4 h? Z My (tny1,tivr) (loy + 1),
—_————

j=0 j=0 g
mit

lo,j % <812£?7j;12/2 - ¢0(h9j+1/2)> 9(¢(th+1/2)y(tj))>

l1,; % <812£?7j;12/2 - wl(thﬂ/z)) 9(@(hQ11/2)y(tj + h)).
Es gilt

Mia(tny1,tjv1)l; ]
2

Mo (tni1,tj11)l5

1 0
HE(R(th’th) = Y(tnt1, tj41)) [ L }
J

[Mi2(tnt1, L)Ll < H [ :

2
R(ty+41,tj+1) ist Losung des Systems (2.22) mit Anfangswerten ¢(t;41) = 0 und p(t;4+1) = ;.
Wiederholen der Abschéitzungen ergibt:

1
Mio(tn1,tis1)lillo < =T
| M12(tns jH)]”Q_h Ko1(tny1,8)Y12(s,t541)15

/tn+1 [ K11 (tn1, $)Y12(s, 11)l; ] ds
ti+1

2

< — et =ty | max{|| K11 (tns1, 8)Yi2(s, tj1)lloos [ K21 (Fng1s 8)Yi2(8, tj41) 1 [l oo -

S
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Wegen
[ K11(2, 8) ][00 < hC, [ K21(t, 8) |00 < AC

gilt
1Mz (s, tj1)lllz < TCE M ([Yaa(s, b1l oo-

Durch die Voraussetzungen

beschrankt gilt )
Yi2(s,tj11)lilloe = Y1208, t41) (211 /2) il

und damit schlieflich
| M2 (tni1,tj1)lll2 < hC,

was die Behauptung zeigt.

Lemma 3.7 Unter den obigen Vorraussetzungen gilt

n
Z}/ll(tn+1atj+1)dj < Ch*.
j=0 2

Beweis von Lemma 3.7: Mit Lemma 3.4 folgt zunéchst
n
Zyll(tn+1atj+l)dj = O(h*) +

=0

Loy sin® 302,11/
§h ZYll(tn+17tj+1) — 3 — V(W Q1y2) |9(D(hp1/2)y(t5))-
=0 (3%41/2)

Mit Lemma (2.7) und Voraussetzung (3.7) folgt

in2 Q. in2 kO
({;T/*)/Q - w<h9j+1/2>) = O(h?) + ({29) - wm))
2°5j+1/2 2

mit Q = Q(tp). Weiter gilt

Yn(tn, tj+1) = W1 (tn, tj_|_1) COS(tn — tj_|_1)Q — WQ(tn, tj-‘rl) sin(tn — tj+1)Q,
wobei

Wiltn,tj+1) = ((I = Stoty10) " (cos(- = 2)R)) ()
W2(tn7tj+1) = ((I - Sto,tj+1)_1(Sin(' - tn)ﬂ)) (tn)

Dabei gilt fiir beide W-Matrizen und alle j mit 0 < jh < T

W (tn, tjp1) — W(tn, t5)|l2 < Ch.
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Damit bleiben nur noch die beiden Summen

LS Wit t Lo (R g 0 .
2 ; 1(tns1s J+1)COS( n+l — J+1) (%Q)z —(hQ) | g(9( j+1/2)y(]))

und

1 "~ ) sin? 2Q)
§h2 Z Wa(tnt1,tj+1) sin(tny1 — t41)2 ( 2 — ¢(h9)> 9(d(hQj11/2)y(t5))
=0
zu beschrinken. Wegen Bedingung (3.5) sind die Funktionen
2

; sin” 5 - T T sin® Z
jz%cos(n—j)x ( (%)22 —¢(I)> = 2813% (sin(na:+ §)+sin 5) ( 2 —¢($)>

und

- sin? Z — x x\ [ sin®%
Zsin(n — )z ( - 2 _ @D(x)) = QSiig (cos(nm + 5) — cos 5) ( 2 _ 7,1}(30))

J=0 (5)2 2

beschriinkt, und mit partieller Summation folgt, dass beide Summen O(h?) sind.

Lemma 3.8 Unter den obigen Vorraussetzungen gilt

ZYm(th,th)dj < Ch*.

j=0 9

Beweis von Lemma 3.8: Mit Lemma 3.4 folgt zunédchst

ZY12(tn+1atj+l)dj = O(h?) + ZY12(tn+1atj+1) : {

j=0 =0
1. (sinhQ, 1/
5h (thj/g/ —~ ¢o<h9j+1/2>> 9(@(hj11/2)y(t;))
j
1. (sinhf);
5h <le+/l2/2 - 1/11(h9j+1/2)> 9(@(h&41/2)y(t; + h))
j

1 1
+§h/ cos h(1 —3>Qj+1/2 9y(o(h€2;)y(t;)) -
0

1 1
+5h/0 cos (1 — $)j 119 gy (D(R11)y(tj41)) -

(cos h(s — 1)1 — ¢(th+1))y(tj + h)

_|_Qj_j1 sinh(s — 1)Q419(t; + h)

1
+h2/0 cosh(l—s)Q10 Al +5) (5 —9)ylt; +5) ds}.
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Es bleibt nichts anderes iibrig, als diese Summen nacheinander abzuschétzen. Dabei wird von
der letzten zur ersten Summe vorgegangen. Wegen

- —1
Yio(tns1,tj41) = Yio(tna1, tir1) (Qg1/2)
—_————
beschrankt

dem Cosinus-Trick und mit

folgt sofort

n 1
h? ZYlg(th,th)/ cos h(1 — s)Q4 12 A(t; + BYR —s)yt; +2)ds|| <n’C.
0

j=0 2

Auf dieselbe Weise folgt

n 1 1
ZY12(tn+latj+1) '{§h/o cos h(1 — 5)Qj41/2 9y (d(R8Y)y(t5)) -

=0
[(cos hs§d; — qb(th))y(tj) + Q;l sin thjy(tj)] ds
1 1
gl [ cosh(L= 82110, (GM 4 )(ti1))
0

[(COS h(s = 1)1 — ¢(h9j+1))y(tj +h)

+Q5L sin (s — 1)Qg(ty + h)

ds}.
- o)

1 n
—|—§h ]go Yi2(tnr1,tjr1) gy (A(h82)y(t;)) -

1
/ !(cos hsQ; — ¢>(th))y(tj) + Q" sin thjy(tj)] ds
0
51 Vinltnin, 5409y (00 11)y(t541))
7=0

1
/0 [(cos h(s —1)Qj+1 — ¢(th+1)>y(tj +h)

+Qj_—i1 sinh(s —1)Q;19(t; + h)

ds}.
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Nach Integration folgt fiir die beiden Summen mit G; = g, (¢(h€2;)y(t;)) die Darstellung

sin h{); ‘ N sin? %Qj L
( e, ¢>(h93)> y(t;) + 5@?%(@)]

1 n
§hZYI2(tn+17tj+1) Gj

§=0
1.« sin h€2; 1 h sin? 20 i1 .
+§hZY12(tn+1,th) Gjt1 <hT]+ - ¢>(th+1)> y(tj+1) — §h2—]2y(tj+1) -
=0 it (3%+1)
Weiter gilt
h? & sin2 2Q; h? & sin? 20
T > Vig(tnsi1,tj41) G; %;y(tj) vy > Via(tni1,tj41) Gia %iﬁ%’—i—l)
§=0 (3%) =0 (3%+1)
h? sin? 20
= ZYm(th, t1) Go ﬁy(to)
(3%)
B2 sin? 2Q).; .
o 2 Via(tni, tj41) = Yia(tnen, ) Gy = =5 i(t)
j=0 (EQJ)
h? sin? 20,
_ZY12(tn+1a tn) G ﬁy(tn)
(3)
= O(h?),
dabei wurde Satz 2.5 verwendet. Mit Korollar 2.8 und Voraussetzung (3.7) folgt
h — sin h{);
5 > Yia(tnir,tj11) Gy ( . ¢(h9j)> y(t;)
j=0 !
h? & sin h{) 1
= 002)+ 5 3 Vialtwrn. t50) G (T 600 ) 15 (e
j=0

Nach Einsetzen der Variation-der-Konstanten-Formel ergibt sich fiir diese Summe die Darstel-
lung

h? sin hQ 1
> jz_:o Yio(tnt1,tj41) Gj (W - ¢(h9)> g o8ty — o) -
- =W

[Qy(to) + [ sintty ~ 99((Att0) ~ ADy(s) + () ds]

to

1
E 0
J

h? &
t5 ZYiQ(tn+17tj+1) Gj

<sin hQ)
j=0

1.

[?)(to) + [ coslts = 0((A(10) ~ AGD(s) + 9(0(5)) ds] |

to

—. 2
—.'L)j

Da wieder

[Wis1 —Wijlla <hC  und H”Jl'fl B UJLQH? = hC

76



gilt, konnen die beiden Summen

n . 1 n . 1
Z <812m - qﬁ(w)) - cosjx und Jz:% <s12x - <Z>(a:)> - sin jx,

J=0

die nach Voraussetzung (3.6) beschrénkt sind, zur partielle Summation verwendet werden und
die Summe kann mit O(h?) abgeschiitzt werden. Die zweite Summe wird ebenso behandelt.

SchlieBlich folgt mit
Yia(tn, tjv1) = Wi(tn, tjs1) cos(tn — tj11)Q Q71+ Walty, tjr1)sin(t, — tj11)Q Q71
wobei
Witn, tj11) = ((I = Stop;4r) " (sin(- = £,)9)) ()
Wa(tn,tjv1) = ((I = Sig;1) (cos(- — t,)9)) (),

und
W (s tjs1) — W (tn, tj)|l2 < Ch

fiir beide W-Matrizen und alle j mit 0 < jh < T, Voraussetzung (3.6) und partieller Summation
auch noch:

n 1 in h§;
ZY12(tn+1atj+1) : {§h<sm—]+m - ¢0(th+1/2))9(¢(hﬂj+1/2)y(tj))

=0 h&j1 2
1. [ sinh$;
—h<Tm - ¢1(h9j+1/2)>9(¢(h9j+1/2)y(tj + h))} < h%C.
j+1/2 9
O
Beweis von Lemma 3.1: Es gilt
- - o Lde - - _
H(hQ) — G(hQ) = p(h%A) — ¢(h?A) = / 0 (h?A+ sh*(A— A)) [h*A — h*A] ds.
0

Wegen } ) }
T (h2A + sh*(A — A))z = sh®zT Az + (1 — s)h*2T Az >0

fiir alle z € IR ist das folgende Lemma anwendbar und es folgt

¢ (WA + sh*(A— A)) [h?A — h*A]

_ 1
)=o)l < [ {155

ds < max & (2)|V'N h? || A—Al,.
, >

a

Bemerkung: Die Abschitzungen aus diesem Lemma sind im Allgemeinen nicht optimal. Fiir
¢(x) = cos(x) folgt z.B.

. 1 .
|| cos h2 — cos hQY||2 < 5\/N||A — Aljah?,

wegen
i 1
cos(vz) = —Slzn\/ég, ri1§8<|cos(\/5)| < 5
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Aus Korollar 2.8 wissen wir aber bereits, dass
- 1 -
|| cos hQ2 — cos hQ)||2 < 3 |A— Al h?,

ohne den Term v N gilt.

Lemma 3.9 Ist Ag € RN*N symmetrisch und ¢ eine analytische Funktion, so gilt:

H%(Ao)[ﬂ]llz < VN ||H|l2 max ¢ (2)].

x€[min o (Ap), max o (Ao)]

Beweis: Ist

o(x) = Z apz”
k=0
die Potenzreihe von ¢. Dann gilt:
d¢ 00 k—1
T (Ao)[H] = > ap > AGHAF
k=1  1=0

Da Ay symmetrisch ist, existiert die Eigenwertzerlegung Ag = QDQ”T mit einer orthogonalen
Matrix Q. Dann gilt:

d(b [e'¢) k—1
—(A)[H] = Q> ary_ D'QTHQD*'Q".
dA N
k=1 1=0 -
=H
Der (m,n)-Matrixeintrag von
[e'e) k—1 _ o0 k—1 ~
> apd DHDMT lautet Y ap Y MM Ay
k=1 1= k=1 1=0
=:¢(Am,An)

Mit der Matrix E := {€(Am, An)} lisst sich der weiter zu untersuchende Term darstellen als

0 k—1 ~ ~
Z a, Z D'HD* "' — EeH.
k=1 =0

Wegen Stetigkeit und Grenziibergang gilt die folgenden Formel auch im Fall A,, = Ay,

k-1
SN = N = Ah
1=0

Am — An
und damit
00 k—1 ] 00
- 1 d)()‘m) B (b()\n)
I \k—l—-1 _ ko kY _ PAm) = P\An)
ay A An = 7)\7” “ (Z ag A, Z ak)\n) A — M, ¢ (§),
k=1 1= k=0 k=0
mit § zwischen min{\,,, \,} und max{\,,, A, }. Damit folgt nun
|IEeH|y <VN|H|s  max ¢/ (@),
z€[mino(Ap), max o(Ag)]
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und damit die Behauptung, da ||G|]2 < || |G] |2 < VN||G||2 gilt. O

Beweis von Lemma 3.4: Fiir die Defekte in den Orten gilt nach Einsetzen der Variation-der-
Konstanten-Formel:

dn = yY(tn +h) —coshld,11/2y(tn) — Q;}rl/Q sin A8y, 11 /99 (tn)
1
—5h21/’(hQnH/z)9(¢(h9n+1/2)y(tn))

tnt+h
_ /t QL) psin(tn +h — ) /2(Altn + 5) — A(3))y(s) ds
! tnt+h
+/ Q;j_l/Q sin(t, +h — 5)Qp11/29(y(s)) ds
tn

f%h%p(mnﬂ /2)9(B(hQy12)y(tn))-

Der erste Term ergibt
tath
/t Q;+1/2 sin(t, + h — S)Qn+1/2(14.(tn + %) — A(s))y(s)ds
1
-1 .
= h3/0 (1= 5) (M1 =2)Qy11/2)  sinh(l—$)Qy 11/ -

1
/ Aty + hs + uh(3 — s)) du (3 — s) y(t, + hs) ds
0
= hgzn’A
mit

1

1
|1zn,all2 < h3/0 (1= 5)(3 = )l dsl|Alloollylloe < A Alloo[yloc-

Da wegen der Finiten-Energie-Bedingung mindestens

[¥lloe < lly(to)ll2 + KT

gilt, ist also

1 .
[2n,all2 < h?’ﬁHAHoo(Hy(to)!b + KT).
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Durch Taylorentwicklung mit Integralrestglied und die Variation-der-Konstanten-Formel folgt
tath
L it 0= 901006 s
1
—*h21/’(h9n+1/2)9(¢(h9n+1/2)?/(tn))

_ 1 (sm 5 n+1/2 —¢(hQn+1/2)>g(¢(hQ”+l/2)y(tn))

2 n+1/2

—1
+h3/ 1 — S ]. — S)Qn+1/2> sin h(]. — S)Qn+1/2 . (

1
/ (y(tn + hs) —y(tn))) du [S /0 Y(tn + hsv) dv]
! W1 /9) —

1
" /0 0y (ta) + u(d(hr1)2) — Dy(tn)) du

E <¢>(h9n+1/2) - I) /01 §(tn + §0) d”D ds.

9 sin2 %Qn+1/2 3
h m - ¢(hQn+1/2) g(¢(h9n+1/2)y(tn)) +hzng
230n41/2

1
2

mit

1 . 1 o(z) —1
lznll < & llgylllIglloc + 5 max T’ gyl 1120 41/2(tn + 5)12

1 .
4 (L max 9(@)]) g, 19

Mit der Finiten-Energie-Bedingung ergibt sich schliellich
[znll2 < Cyllgy I K-

Damit ist die Aussage fiir die Ortsdefekte bewiesen. Bei der folgenden Untersuchung der Impulse
werden die Konstanten in den Resttermen nicht mehr bis ins Detail angegeben. Wichtig ist nur,
dass stets klar ist, dass die O-Terme nur von den im Satz angegebenen Gréflen abhéngen.
Einsetzen der Variation-der-Konstanten-Formel ergibt fiir den Defekt in den Impulsen zunéchst:

. h
d, - / cos(h — )12 ((Altn + ) = Altn + 8)y(tn +5) + 9(u(tn +5))) ds
0

— (01 2)g (G129 (1) + 1 (02,1 12) g (D212} (0r1)))

Durch Taylorentwicklung mit Integralrestglied und die Variation-der-Konstanten-Formel gilt
zunéchst

h
/0 cos(h — 8)Q1/2(Altn + &) — Atn + 8))y(tn + 5) ds

1
= h2/ cos h(1 — s)Qy 172 A(tn + BY (L - s)cos R4 /0y (tn + byds + O(h?).
0
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Mit dem Cosinus-Trick folgt, dass das Integral bis auf O(h3)-Terme gleich dem Integral

1
h2/0 COS h(l - S)Qn+1/2 A(tn + %) (% - S)y(tn + %) ds

ist. Durch Splitten des Integrals ergibt sich zun#chst

h
/0 cos(h — )12 9(y(tn + 5)) ds

(00020129 01 2D 00)) + 1 (020129 (01 ) 1))

1. (sinh$,
= Zh 7“/2—1/10(}&9%1/2) 9(@(hQ41/2)y(tn))
2 h& 4172

1 SinhQn 1/2
toh| 2 V1(P1172) | 9((h 2 y1)2)y(tn + h))
2 hQn+1/2

1
wgh [ cosh(1 =)z (a(ult+ 1) = g6 1/2)u(0) d

1
+;h/0 cos h(1 — 8)Qn41/2 (9(y(tn + hs)) — g(d(hQp11/2)y(tn + 1)) ds.

Die beiden Integrale werden noch weiter vereinfacht. Aus der einfachen Ergédnzung
1 1
Qh/o cosh(1 = ) y1/0 (9(y(tn + hs)) — g(S(hQ i1 /2)y(tn))) ds
1 1
= §h/0 cos h(1 = 8)Q 172 (9(y(tn + hs)) — g(¢(hQ)y(tn))) ds

1
gt [ cosh(1 = 90172 (00 020)0(0) = 90U ns1/2)y(0)) ds

folgt wegen

h3 .
1¢(h) — (S i12)ll2 < Cah?|Altn) — Altn + 52 < Co | Alloo,

mit Taylorentwicklung mit Integralrestglied und wieder der Variation-der-Konstanten-Formel
die im Lemma behauptete Darstellung. Das zweite Integral wird analog behandelt. O

3.5 Beweis der Fehlerschranken fiir Zweischrittverfahren

Fiir den Beweis der Ordnungsschranken wird eine anderer Beweistechnik verwendet als bei den
Einschrittverfahren. Statt die exakte Losung des homogenen Systems zum Fehlerforttransport
zu verwenden, wird bei den Zweischrittverfahren alles auf den Fall mit einer konstanten Matrix
A zuriickgespielt.

Um Satz 3.3 zu beweisen, werden zunéchst einige Lemmata bendtigt. Wegen Lemma 3.16 kann
zundchst angenommen werden, dass eine Finite-Energie-Bedingung der Form
Loz, L 2 2
Sl9@lz + Sy < K7,
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fiir alle 7 € I mit einer festen Konstante K gilt.

Dem bekannten Programm folgend, werden jetzt die Defekte

2sin2 hQT"
dn = Y(tny1) —2cos hQuy(tn) +y(tn-1) —h Mg(Qs(hQn)y(tn))a
2
: . . . sin h$2,
dn = Y(tny1) — Y(tn—1) + 2Qy, sin hQy(tn) — 2h e 9(@(h2n)y(tn))

niher untersucht.

Lemma 3.10 Fiir die Defekte in den Orten gilt:
dn = h3I~/nQny(tn) + h4ln7

mat i
[Loll2 <C, und ||| < C.
Dabei hingt C nur ab von ||y(to)ll2. T, K, | Alloos [|Alloc: I9lls lgyll: llgyy ]l und ¢.

Um die Ergebnisse im Fall einer konstanten Matrix A aus [16] nutzen zu konnen, darf im domi-
nierenden Fehlerterm nur eine konstante Matrix 2 auftreten. Gliicklicherweise gilt das folgenden
Lemma:
Lemma 3.11 Fir die Defekte in den Orten gilt mit  := Q(tg):

dp = h3Ly, Qu(tn) + hiz,,

mat
[Lnll2 < C, und — ||znll2 < C.
Dabei hingt C nur ab von ||y(to)|l2, T, K, [|Allso, [|Allcos Igll; llgyll; llguyll und ¢.

Duch Subtraktion der numerischen Losung von der exakten Losung ergibt sich das Lemma:

Lemma 3.12 Flir die Fehler e, = y(t,) — yn gilt die Rekursion
ent1 — 2coshQle, +e,_1 = h?F,e, + dn,
mit

15 l2 < llgyll max |6 ()] + T | Al
x>0

Wortwortlich wie in [16] wird das folgende Lemma bewiesen.
Lemma 3.13 Die Fehler e, = y(t,) — yn erfiillen

n
ent1 = —Wp_1€0 + Whe1 + Zanj(}ﬂFjej + dj)7
j=1

mit W,, = S22 g B, beschrinkt durch [|Fyll2 < |gy]| max,so |6(2)] + T | Alloo-
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Um ein Gronwall-Lemma anwenden zu kénnen, muss noch der Ausdruck

> W jd;
j=1

abgeschitzt werden.

Lemma 3.14 Es gilt

> W jd;| <h’C.

Dabei hiingt C nur ab von [|y(to) |2, T, K., | Allc, [|Alloos 19l gyl gyyll und ¢.

Beweis von Satz 3.3: Die Behauptung fiir die Orte folgt jetzt sofort mit Hilfe eines Gronwall-
Lemmas. Bei den Impulsen muss noch nachgedacht werden.

Fiir die exakte Losung gilt mit Lemma 3.15:

in h), .
ltn + ) = G(tn — h) = =20 sin hQy(ta) + 2h=—=—"g((hu)y(ta)) + do
und fiir die Ndherungen
. . . sin h€),
Unt1 — Yn—1 = —28, sin AQpyp, + 2R hQ g(¢(h9n)yn)

Mit é,, = y(tn) — yn gilt die Rekursion
ént1 — én—1 = —2Q, sin hQe,, + hH,e, + dn,
mit

sin h€),
H, =2
hQ,

1
/0 00 (S(h2) (g + uen) dud(hO)

und
[ Hnll2 < 2[|gy|| max |¢(2)].
x>0

Damit ist sofort klar, dass fiir die Impulsfehler gilt
bnil — €n_1 = —2Q, sin hQye, + O(h?),
wobei der O-Term nur von den gewiinschten Konstanten abhéngt.
Mit Q := Qg und Lemma 2.7 gilt weiter
=20, sin hQpen1 =
—2Qsin hQep 1 + 2 /h cos(h — S)Q(A(to) - A(tn)) cos s, dsepy1
= —2Qsin hQe, 1 + (09(113).
Einsetzen des bekannten Fehlers fiir e, 1 ergibt

—2Q08in hQ e, 11 = 2sinnhQ) Qeg — 2sin(n + 1)hQ Qeq

—2) " Qsin hQW,_jh*Fje; — 2QsinhQ > W, _jd;.
j=1 j=1
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Die Anfangswerte miissen ||Qegl|2 = O(h?) bzw. ||Qe1]|2 = O(h?) erfiillen.

Wegen || sin hRQW,,_;|l2 < 1 und ||R2QF}|| < hC gilt

| =2 Qsin hQW,_h*Fje;lla <2 hC|lejlla = O(h?).
j=1 j=1

Bleibt als letzter Term

—2QsinhQ Y Wiy jd; = —2QsinhQh> Y "W, L;Qy(t;) — 2Qsin hQh* Y "W, jz;.
j=1 j=1 j=1

Fiir den zweiten Term gilt

—2Qsin hQ Y Wi jz; = =20 ) sin AW, hQdz;.
j=1 j=1

Jeder Term, der in z; auftaucht hat die Gestalt

1
hp/ (1 —s)sinch(l — $)Q2,G(s)ds, oder
0

1 1

hp/o (1- s)/o (1 — w)sine (h(1 — u)(1 ~ )0 (A(to) — A(ta))Ga (u 5) duds,
1

hp/o (1 —s)sinch(l —s)QG(s)ds.

Multipliziert man diese Ausdriicke von links mit A{2, so sieht man, dass die entstehenden Aus-
driicke Abschitzungen mit denselben Konstanten wie zuvor zulassen. Beim ersten Integral muss
man zuvor noch einmal Korollar 2.8 bemiihen. Insgesamt gilt also

A2 2i]]2 < C

und damit

—20%) " sin hQW,,_jhQz; || < 2h*>C < 2Ch’,

Jj=1 9 J=1

Bleibt als letzter Term
—2Qsin hQR? Y " Wi LiQy(t;) = —2Qsin hQ h* (an + by)
j=1

iibrig. Dieser Term wird jetzt analog den Orten behandelt (vgl. [16]). Er ist bis auf eine kleine
Anderung in b, derselbe wie im Fall einer konstanten Matrix und kann exakt genauso behandelt
werden. 0O

Lemma 3.15 Fiir die Defekte in den Impulsen gilt:
dn = thn,
mit
[wnll2 < C.
Dabei hingt C nur ab von ||ly(to)|l2, T, K, | Alloo, llgyll und ¢.
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Beweis: Nach Einsetzen der Variation-der-Konstanten-Formel lautet der Defekt in den Impulsen
h h
d, = / cos(h — ) (A(tn) — A(tn + 5))y(tn + s) ds + / cos(h — 8)Qg(y(t, + s)) ds
0 0

—h
- /0 cos(—h — ) (A(tn) — A(tn + 5)) y(tn + s) ds

sin h€),

n

9(o(h&n)y(tn))-

Fiir die A-Terme ergibt Taylorentwicklung und Einsetzen der Variation-der-Konstanten-Formel
die Darstellung

h
/0 cos(—h — 5)Qng(y(tn + s)) ds — 2h

h
/0 cos(h — 8)Qy (A(tn) — A(tn + 5))y(tn + s) ds —
—h
/ cos(—h — ) (A(tn) — Aty + 8)) y(tn + s) ds
1
2 [ cosh(l —5)Qy,s su) du s
h/o h(1 — 5), /At + hsw) duy(t, + hs) ds

1 1
+h2/ cosh(l—s)Qy s / A(ty, — hsu) duy(t, — hs) ds.
0 0
Fiir die g-Terme gilt

h —h
/ cos(h — 8)Qng(y(t, + 5)) ds + / cos(—h — 8)Qng(y(t, + s)) ds
0 0

in 7o),
—QhSIEQn 9(A(h)y(tn))

! ! I —¢(hQ2,
= h2/0 cos h(1 — 8)Q, G (h, s) (S/o Y(ty, + uhs) du + %Qny(tno ds
! ! I — ¢(hQ,
hZ/O cosh(l — $)Q, G, (h,s) ( — S/o y(ty, — uhs) du + %Qny(tno ds

mit )
GiE(hs) = [y (60 (tn) + (ot £ hs) = 612 )(1,) ) du

a

Lemma 3.16 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt die Finite-Energie-Bedingung (3.2)
genau dann, wenn fir alle T € I eine Finite-Energie- Bedingung
1 2

SN0+ 10003 < 5K

gilt. Dabei hingt die Konstante K nicht von der Norm von 0 ab.

(3.12)

Beweis von Lemma 3.16: Gezeigt wird nur die nichttriviale Richtung. Gelte also (3.2). Mit
der Variation-der-Konstanten-Formel folgt fiir ein fest gewéhltes 7 €

Q(r)y(t) = cos(t — 7)) Q7r)y(T) + sin(t — 7)Q(7)y(7)

+ /Tt sin(t = 5)2(7) ((A(7) = A(s))y(s) + g(y(s)) ) ds
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und damit
2Ol < 122+ 15+ [ 14T = A 2 ly(s) 2 + lgtuls) 2 ds
< 2K+ ST Alscllylloe + Tl

llg|| ist nach Voraussetzung beschrankt und fiir die exakte Losung gilt mindestens

/t: y(s)ds

[ylles < [ly(to)ll2 + TK. (3.13)
Od

< |ly(to)|l2 + TK,
2

L@z < lly(to) 2 + ‘

also

Beweis von Lemma 3.10: Fiir den Defekt in den Orten gilt nach Einsetzen der Variation-der-
Konstanten-Formel

h
d, = /0 Q- Ltsin(h — s)Q (A(ty) — Aty + 5)) y(t, + ) ds
+ /h OV sin(—h — 8)Q (A(tn) — A(tn + 5)) y(tn + 5) ds
Oh
—1—/0 Q. tsin(h — 8)Q, g(y(t, + 5)) ds

—h
—|—/ Q- tsin(—h — 5)Q, g(y(tn + 5)) ds
0

:2 hQy
sSin 3

(15

—n? 9(P(h)y(tn))-

Durch Taylorentwicklung mit Integralrestglied und Einsetzen der Variation-der-Konstanten-
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Formel folgt die Darstellung
h
/ Q- sin(h — 8) (A(t) — Altn + 5)) y(tn + ) ds
0
—h
+/ Q- tsin(—h — 5)Q, (A(ty) — Aty + 5)) y(t, + ) ds
0
1
_ 2h4/ (1—8)((1 = 8)hQ) " sinh(1 — )2, At,) 2 (hsQ,) " sin hs, ds §(t,)
0
1
—h4/ (1—5)((1— 8)h€) " sinh(1 — 5)92,, -
0
1 .. 1 ..
{ / (1 — u)A(t, 4 uhs) du s® y(t, + hs)ds + / (1 —u)A(t, — uhs) dus?y(t, — hs) ds}
0 0
1 . )
—h5/ (1—s)((1 = s)hQy,) "~ sinh(l — ), A(t,) s* -
0
1
/ (1 —u)(hs(1— u)Qn)_l sin hs(1 — u)$, (g(y(tn + uhs)) — g(y(tn — uhs))) duds
0
1
+h6/ (1—s)((1- s)hQn)_1 sinh(1 — s)Q, A(t,) s* -
0
1
/ (1 —u)(hs(1— u)Qn)_1 sin hs(1 — w)Q, -
0
1 . 1 .
u/ A(ty, + shuv) dvy(t, + uhs) + u/ A(ty, — shuv) dv y(t, — uhs) pduds
0 0
=: 1l 4,
mit
1, . 1, - h, . h? . 9
< = ; — — — .
ltn,allz < ZllAllsolIgllos + 5 1 Allsollyllo + o5 [ Allscllgll + &5 AN 1Ylloo

Mit der Finiten-Energie-Bedingung und (3.13) folgt

1, . 1, h B2 .
ltn,allz < Gl Ao & + 15l Alloo [y (o)l + KT) + o5 [ Allcllgll + @I\A\Ii(lly(to)llz + KT).

Bleibt noch zu untersuchen

h —h
/ Q- Lsin(h — 8)Qug(y(tn + s)) ds + / Q- tsin(—h — 8)Qug(y(tn + 5)) ds
0 0

: .2 hQy,
sin )

_h2
(5522

9(o(hshn)y(tn))

h
= /O 0, " sin(h — 5)Q, (g(y(tn + 8)) — 2g(d(h)y(tn) + g(y(tn — 8))) ds.

Durch Taylorentwicklung mit Integralrestglied und die Variation-der-Konstanten-Formel folgt
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fiir diesen Term die Darstellung

1 cos hs{,, — n
21 [ (1= )(h1 =59, sinh(l—smngy@(tn))( L >>dsﬂny<tn>

1
+h4/0 (1= 8)(h(1 = 8)2) " sinh(1 — 8)Q g, (y(tn)) s> -
1
/0 (1 —u)(hs(1— u)Qn)_1 sin hs(1 — u)Q [g(y(tn + hsw)) + g(y(tn — hsu))] duds

1
+h4/ (1—s)(h(1- S)Qn)_l sinh(l — 5)Q, s* -
0
2

1 1
/ (1 =) gyy (y(tn) +u(y(tn + hs) —y(tn))) du [/ (tn + hsv) dv] ds
0 0
1
+h4/ (1= 8)(h(1—5),) " sinh(l - 5)Q, s
0
1 1 2
/ (1 —u) gyy(y(tn) + U(?J(tn — hs) — y(tn))) du [/ ?J(tn - hsv) dU] ds
0 0

4 ! -1
—2h /0 (1—s)(h(1=35)Q,)  sinh(l—s)Qy, -

¢(hQn) —1

2
o, Qny(tn)] ds

1
/0 (1~ ) gy (y(t) + u(S(S2,) — Dy(tn)) du

1
+h5/ (1= ) (h(1 — 5)2) " sinh(1 — ) gy (y(ta)) 5* -
0
1
/ (1 —u)(hs(1— u)Qn)_l sin hs(1 —u)§2, -
0 1 . 1 .
[— su/ A(ty, + hsuv) dvy(t, + hsu) + su/ A(ty, — hsuv) dvy(t, — hsu)| duds
0 0
= hginQny(tn) + h4ln7ga
mit
1
L, = 2/0 (1= 5)(h(1 = 5)Q) T sinh(1 — 8)Q, gy (y(tn)) s (cos(hsQy) — d(hQy)) (hsQy) ! ds

¢(r) —

1 1 e 1 142 )
ltngll2 < 25llaul gl + 75 lguw | 13112 + 5 gy | (max ) 2 ()13

o
Al Iyl
Mit der Finiten-Energie-Bedingung und wegen (3.13) folgt

1 1 1 h
ltngllz < 759yl gl + 35 ll9yy K? + 19y Col? + g0/ Alleo (lyto)ll2 + KT).
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Beweis von Lemma 3.11: Mit Hilfe von Korollar 2.8 folgt fiir den dominierenden Fehlerterm

hSIN/nQny(tn) =
! -1 . cos hs§) — ¢(hQ2)
2h3/0 (1= 5)(h(1 = $)9) " sinh(1 = )2, (y(ta)) s (572 ) ds Qy(ta)

X -
+2h4/0 (1= 5)(h(1 = 5)2) " sin (1 — $)2 gy (y(ta)) 2L h;b(mn) dsy(tn)

1
2nt [ (1= (1 = 99) " sinh(1 = )20, 0(0.) -

(/1(1 —u)(h(1 - u)sQ)_l sin h(1 — u)sQ s? (A — A(t,)) cos husQ, du) dsy(ty)
0

1 1
+2h5/0 (1—s) (/0 (1 —w)(h(1 = u)(1 - $)Q) " sinh(1 —u)(1 - s)Q -

(1—5)*(A— A(tn))u (hu(l — S)Qn)_1 sin hu(1 — s)€2, du) :

cos hs€dy, — ¢(hy,)
n QTL nj)s
9y(y(tn)) s Bl ds Qny(tn)

= WP Lo Qy(tn) + g as),

mit
1
L, = 2/0 (1— 5)(h(1 — 5)Q) " sinh(1 — )2 g, (y(ta)) s ((cos(hs) — (h)) (hs) " ds
und

1 1 ,
laagallz = 35116(h82) = ¢(hQ)ll2 llgyll ylloc + 5T lgyll 1 Alloo 13l

h

cosx — ¢(x)
+55 — =

T| Alloo [l gy || max 12y (tn)l2-
x>0

Mit Lemma 2.7 oder Lemma 3.1 folgt fiir die Filterfunktion
1 .
73 [0(h) = ¢(h)ll2 < Co [|Alto) — Altn)ll2 < CoT || Alloo-

Hiermit, der Finiten-Energie-Bedingung und (3.13) folgt

1 . ho.
124, a¢t) ll2 < (Co + 5) TllAllso llgyll (ly(to)llz + TK) + 5Tl Allos 19y | Co K-

Beweis von Lemma 3.12: Fiir die exakte Losung gilt mit

a2 T
S1n 2

(5)°
Y(tnt1) — 2cos hQn y(tn) + y(tn-1) = hQQ/)(hQn)g(ﬁb(hQn)y(tn)) + dn,

und fiir das Ndherungsverfahren

Yn+1 — 2 cos hily, Yn + Yn—1 = h2¢(hQn)g(¢(hQn)yn)

P(x) =
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Fiir die Fehler e, = y(t,) — yn gilt damit die Rekursionsgleichung
ent1 —2coshQd,en +ep1 = hQFn,len +d,
mit .
Fu = 0(0820) [ 0y 600 (0(t) + ew) du (12,
Die Rekursion ldsst sich mit Q := Q(¢o) auch schreiben als:
ent1 —2coshQe, +e,_1 = h2Fn7len + 2(cos h§)y, — cos hQ)) e, + d,.

Mit Korollar 2.8 gilt

1 to |
2 (cos hQd,, — cos hQY) = h? 2 / (1—s)(h(1- S)Q)il sin h(1 — s)Q (/ A(u) du) cos hs§)y, ds,
0 tn

=Ln2

mit '
[Fnzllz < T|All-
Mit F,, := Fy, 1 + F, 2 gilt also die Rekursion

ent1 — 2coshQle, +e,_1 = h2F,e, + dn,

mit '
1Eull> < llgy | max | 6(a)| + T ]l

Beweis von Lemma 3.14: Mit Lemma 3.11 gilt:

> Wajdj =8> Wi LiQy(t;) + b Wz,
j=1 j=1 j=1

Unmittelbar folgt wegen |[Wy,|l2 < n + 1:

WYY Wzl < RPTRC.
j:l 2

Um die erste Summe zu beschriinken, wird analog wie in [16] vorgegangen. Mit der Variation-
der-Konstanten-Formel lésst sich die erste Summe auch darstellen als:

h3 Z Wn—jLnQy(tn) = h2(an + bn)
j=1
mit

n

Lsin h(1 — 5)Q cos hs€) — ¢(hQ2)
on = I Wy [T g ) S s

j=1
<cos(tj —10)Q2 Qy(to) + sin(t; — to)Q Z)(t0>)
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n

Lsin h(1 — 5)Q cos hs€2 — ¢(hQ2
by, = 2hZWn_j/0 T)gy(y(tj)) — (r2) o .

J=1

/tj sin(t; — s)Q((A(to) — A(s))y(s) + g(y(s))) ds.

to
Wie in [16] folgt
Janlls < (1 10) C 1, N) (gl + (t — t0) 1) 255
mit I(n, N) = min{log(n + 1) log(N +1),v/N}, und

lball2 < (tn — to)* Cl(n, N) (4H9yy” K2+ lgyllllgll + (tn — tO)HngHAHOOHZJHOO)-
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3.6 Numerische Beispiele

Das Fermi-Pasta-Ulam-Problem beschreibt eine Schwingerkette, die aus steifen Federn und nicht-
linearen schwachen Federn besteht. Die numerische Losung desselben ist wegen der verschiede-
nen Zeitskalen in nur wenigen Dimensionen einen geeignetes Testproblem fiir hochoszillatorische
Differentialgleichungen. (vgl. [11]).

Dieses Problem wird leicht verallgemeinert und die hohe Frequenz w wird mit der Zeit variiert.
Die Differentialgleichung ergibt sich aus der Hamilton-Funktion:

2

1 a1 4
Z Q3yi+ Q1 — 1)+ 1 ;(%’ﬂ —Qita — @i — @3+i)" + Z(Q?’ —q6)",

1
H(p,q,t) =

mit w(t) = w + L sin(2710¢), w = 1000 und Anfangswert (p,q) = (1,0,0,1,0,0,1,0,0,2,0,0).

7w7

Abbildung 3.2 zeigt den Fehler des symmetrischen Einschrittverfahrens mit Filterfunktion
¢(x) = sincz
und den Funktionen
1(z) = sinc z, Yo(z) = cosx 1 (z), und Y(z) = sinc?z.

Da dieses Einschrittverfahren die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfiillt, hat es die Ordnung 2 in
den Orten. Ebenso wie das Zweischrittverfahren mit der Filterfunktion

1
¢(x) = sincz(1 + 6(1 —cosz)) (3.14)
nach Satz 3.3, dessen Fehler in Abbildung 3.3 aufgetragen ist.

Die Filterfunktion ¢(z) war beim Beweis der Ordnung der Einschritt- und Zweischrittverfahren
notig. Auch nummerisch kann die Notwendigkeit der Filterfunktion ¢ nachgewiesen werden. In
Abbildung 3.4 ist der Fehler des Einschrittverfahrens mit Filterfunktion

o) =1

zu sehen. Die Voraussetzungen des Satzes 3.2 sind nicht erfiillt, da die Bedingung (3.6)

o (o) <0

l’Sll’l§ x

max
x>0

nicht erfiillt ist. An den Stellen 2k7 mit natiirlichen Zahlen k£ > 1 ist die Funktion unbeschrankt.

Damit verhalten sich die Verfahren fiir dieses einfache Testproblem exakt wie es die Sétze 3.2
und 3.3 erwarten lassen.
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Abbildung 3.1: Schwingerkette

Abbildung 3.2: Fehler Einschrittverfahren in den Orten
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Abbildung 3.3: Fehler Zweischrittverfahren in den Orten

Abbildung 3.4: Fehler Einschrittverfahren ohne Filterfunktion ¢
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Kapitel 4

Verfahren zur Losung der
nichtlinearen oszillatorischen
Differentialgleichung

Da unter den bisherigen Verfahren die Zweischrittverfahren als numerisch effizienteste Verfah-
ren implementiert werden kénnen, ist Abschnitt 4.1 Zweischrittverfahren fiir oszillatorische Sy-
steme gewidmet, bei denen die hohen Frequenzen von einer lésungsabhingigen symmetrisch
positiv-semidefiniten Matrix erzeugt werden. In Abschnitt 4.2 wird bewiesen, dass die Verfahren
Lange-Zeitschritt-Integratoren sind. Numerisch werden die Verfahren in Abschnitt 4.3 an zwei
Simulationen aus der Molekiildynamik getestet.

4.1 Gautschi-Typ exponentielle Integratoren

Ein nichtlineares oszillatorisches System wie es héufig in der Molekiildynamik auftritt hat die
Gestalt:

g=—fy)+ag(y),  ylto) =y,  Y(to) = 9o (4.1)
mit || fyyll, | fywyll, 1G]l 11Gy]] und [|gyy|| beschrankt. Es wird angenommen, dass das System be-
reits in die Néhe eins lokalen Minimums der Potentiale zu den schnellen Kréften transformiert
wurde. Dabei bleibt die Losung iiber grofle Zeitintervalle in der Néhe dieses Minimums. Nume-
rische Rechnungen deuten darauf hin, dass die harmonische Approximation zumindest in der
Molekiildynamik fiir viele Systeme iiber mehrere hundert Pikosekunden (piko = 10712) giiltig
bleibt, bei einer iiblichen Simulationsschrittweite von einer Femtosekunde (femto = 1071°) fiir
das Verlet-Schema. Mathematisch genauer werden die folgenden Annahmen gemacht:

Annahme 4.1 yo € Br(0) = {y||lyl| < R}, y(t) € Br(0), t € I = [to,to + T}, || f(0)]| < C.
Die exakte Losung y von (4.1) erfille mit A(y) = fy(y) die Finite-Energie-Bedingung

R T 1
H(y,y) = §||y|!§ + §yTA(y)y < §K2.

A(y) sei symmetrisch positiv-semidefinit.
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Unter diesen Voraussetzungen lésst sich das System mit A(y) = f,(y) in der Form

i =—A)y+9(y), y(to) = Yo, y(to) = Yo,

schreiben. Werden hierauf die Zweischrittverfahren aus Abschnitt 3.3 des vorigen Kapitels an-
gewendet, ergeben sich mit Q, = /A(d(hQ(yn))yn) direkt Verfahren fiir das oszillatorische
System. Dieses Verfahren wurde in [13] berelts fiir die Molekiildynamik vorgeschlagen. Satz 4.2
zeigt, dass diese einfache Idee funktioniert und das Verfahren einen Lange-Zeitschritt-Integrator
fiir diese Systeme darstellt. Wird statt Q, = /A(S(hQ2(yn))yn) 2 = /A(yn) gewihlt, erhilt
man ein dhnliches Verfahren. Es kann mit denselben Techniken, die in diesem Kapitel vorgestellt
werden, analysiert werden. Allerdings muss fiir dieses einfachere Verfahren zusétzliche Glattheit
der Losung vorausgesetzt werden, wohingegen das obige Verfahren nur mit der Finite-Energie-
Bedingung auskommt.

Das Verfahren ergibt sich mit Q,, = \/A(¢(hQ(yn))yn), A(y) = fy(y) und

9(y) = g) — fy) + fy()y

zu
Ynt1 — 2¢08 hQnyn + Yn_1 = h? sian%Qn g(d(hn)yn) (4.2)

und
Un+1 — Un—1 = —2Qy, sin Ay, y,, + 2h sinc h Yy, g(d(hQ)yn).

Die Filterfunktion ¢ erfiille dabei dieselben Voraussetzungen wie in Abschnitt 3.3.

Fiir diese Verfahren gilt der folgende Satz, der zeigt, dass die Verfahren Lange-Zeitschritt-
Integratoren sind.

Satz 4.2 Unter der Annahmen 4.1 ¢ibt es ein hqg so, dass fiir alle 0 < h < hg fiir das Verfahren
(4.2) bei Anwendung auf das nichtlineare oszillatorische System (4.1) fiir alle 0 < nh < T gilt:

2 C,
C.

Hy(tn)_ynHQ <
19(tn) = Gnll2 <

Dabei hangen C_und ho ab von ly(toles T, K, gl Iyl louwlls 14yl 14y l, minflog(n +
1) log(N +1),VN} und ¢.

h
h

4.2 Beweis der Fehlerschranken
Der Beweis der Fehlerschranken wird wieder mit Hilfe einiger Lemmata gefiihrt.

Lemma 4.3 Unter den Voraussetzungen 4.1 ldsst sich das System (4.1) mit A(y) = fy(y)
schreiben als

i=—-Ay)y+9), y(to) = vo, y(to) = 9o, (4.3)
wobei || Ayll, | Ayyll, 9, [lgyll und ||gyyll beschrinkt sind.
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Lemma 4.4 Fir die Defekte in den Orten gilt mit Q = Q(y(t0)):
dp = K3 L,Qy(t,) + k'L,

mit
ILal2<C, wnd ] < C.

Dabei hingt C nur ab von |y(to)ll2, T, K, [[Ayll; | Ayyll; I9lls lgylls lgyyll und ¢.
Zusatz:
|hQL,| < C, und  ||hQ,] < C,

wobei C' von denselben Konstanten abhdngt.

Mit Lemma 4.4 folgt, dass die exakte Losung von (4.3) mit yp(tn) = ¢(hQ(y(tn)))y(ty) erfiillt:
Y(tn + h) = 2cos hQ(Gn(tn))y(ta) + y(tn — h) = hZsinc (GG (n)))g(S(hQGn (t0)))y (tn)) + -
Das N#herungsschema liefert mit g, = ¢(hQ2(yn))yn:

Ynr1 = 208 () yn + Y1 = hZsine® (592(5n))g(S(hUTn) Jyn)-

Durch Differenzbildung ergibt sich das folgende Lemma.

Lemma 4.5 Es gilt fiir die Fehler e, = y(t,) — yn die Rekursion
eny1 — 2c0s RQUTn(tn))en + en1 = h2H[en] + h1H?2[e,] + h2H? ey, en] + do,

wobes

LE, 2201 12 < C

Dabei hingt C' ab von. [y(to) 2, T, K, llgll lgyll, 14y, 1| Ayyll und 6.
Zusatz: '
IhQ H'|| < C, 1=1,2,3,

mit @ = Q(y(to)), wobei C von denselben Konstanten abhdngt.

Lemma 4.6 Mit Q := Q(y(to)) ergibt sich fiir die Fehler die Rekursion
ent1 — 2cos hQep + en_1 = h2H' e, + K H2[e,] + h2H[en, en] + dn,

mit ||HL|, ||H2||, | H3|| < C. Dabei hingt C von denselben Konstanten ab wie im vorigen Lemma.
Zusatz: .
|IhYH'|| < C, i=1,2,3.

Wortwortlich wie in [16] wird das folgende Lemma bewiesen:
Lemma 4.7 Die Fehler erfiillen
n n
ent1 =W re0+ Waer + 1> Y Wa j(H)[en] + W2 Hplen] + Hplen, €n]) + 1h° Y Wi jdj,
j=1 j=1

mit W,, = sinc(n + 1)hS2.
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Lemma 4.8 FEs gilt
n
> W jd;| <h’C.
Dabei hingt C nur ab von [ly(to)ll2, T, K, [|Ayll, | Ayylloc, lgll; llgyll; lgyyll und ¢.

Beweis von Satz 4.2: Zur Vereinfachung gelte e = O(h®) und e; = O(h?). Fiir das feste
Intervall I gilt nach Lemma 4.8 und wegen |[W,,_1eo| < h2TC und |W,_1é1| < h2TC die
Rekursionsungleichung:

n
lens1ll < H*CY " (n =i+ V) (llejll + h2llejll + llegll?) + A*D.
j=1
Fiir 0 < nh < T ergibt sich wegen h(n —j + 1) < T, h? < T? grob abgeschiitzt die Ungleichung
n
lensill < BC Y (llesll + e 1)+ #D, n=0.1,...
j=1

Mit Lemma 4.9 folgt die Behauptung fiir die Orte. Beim Beweis der Behauptung fiir die Impulse
wird analog vorgegangen. Hier wird der Zusatz benotigt. O

Lemma 4.9 Gegeben sei die Differenzenungleichung
n
ens1 ShCY (ej+e2)+h*D,  n=012,...,
j=1

mit positiven Zahlen C' und D. Dann gibt es fiir ein beliebiges T > 0 ein hg so, dass fir alle
0 < h < hg und eine beliebige nichtnegative Ldsungsfolge {ej}]‘?‘;l der Differenzenungleichung
gilt:

ej < Mh?, fir  0<hj<T.

Beweis: Der Beweis wird durch vollstdndige Induktion gefiihrt. hg > 0 sei so gewihlt, dass
h2e*TC D = 1 gilt. Sei jetzt 0 < h < hg beliebig gewiihlt und {e; }52, eine beliebige Losungsfolge.
Mit vollstdndiger Induktion wird jetzt gezeigt:

ej <h?*°D <1,  fir 1<jh<T.
Die vollstandige Induktion wird iiber die Aussage
A(m): e; < h2e*TCp < 1, 1<ji<m
gefiihrt. Der Induktionsanfang folgt mit
A(1): e <h%D < h2e*TCD < h2e*°D = 1.
Induktionsschritt von m nach m + 1 :
Nach der Differenzenungleichung gilt:

n n
LV.
en+1 < hC g (ej+e?)+h2D < 2nC E ej + h2D, 1<n<m.
j=1 j=1
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Bei der zweiten Ungleichung wurde die Induktionsvoraussetzung benétigt. Fiir 1 < n < m gilt
also die Differenzenungleichung

n
en+1§2hC’Zej—|—h2D, 1<n<m.
j=1

Fiir die Losung der Differenzengleichung
n
€iy1=20C> & +h’D,  0<n<m,
j=1

also €, = h%D, gilt
en < €p, 1<n<m+1.

(daer < h?D =1, ens1 < 2hC 7y e+ h2D < 2hC S0 & + h?D = Epy).

Diese Differenzengleichung ldsst sich leicht behandeln:

ent1 — ey = 2hCe,, 1<n<m
oder
Eni1 = (14 2hC)e, < (1+2hC)"%e; < 0% = 2TCR2D,  1<n<m.
Damit folgt
ent1 < ept1 < h2e*TC D, 1<n<m,

insbesondere
em1 < h2e*TCD < h2e*OD = 1.

Beweis von Lemma 4.3: Zunéchst wird

9(y) = g) — fy) + fy()y
gesetzt. Wegen
—f) + Wy = —f0)+ £(0) - f(y) — fy(y)(—v)
1
= 1O+ [ @0 (- ) ) d
0
ist 1
1f(y) = fy(yll < C+ §||fyy||R2,

also beschrénkt, und damit gilt auch

lgy)ll<C,  fir  ye Bg(0).

dg
dy
folgt die Beschrianktheit der ersten Ableitung von ¢ und durch weiteres Ableiten schlielich

Beschrénktheit von gy,. Die Aussagen A, und A,, beschrinkt folgen sofort aus fy, und fy,,
beschrankt. O

(Y) = 3y(y) — fy(¥) + fy(¥) + fuuy WDy, -1 = 3y(y) + fuy W)y, -]
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Beweis von Lemma 4.4: Mit g, (t,) = ¢(hQ(y(tn)))y(t,) gilt fiir die exakte Losung:
Y(tn + ) = 2.cos hQ(Ga(tn))y(tn) +y(tn — h) = h? sinc 5 (tn)) 9(S(AUGn () (tn)
h
+ [ 0l sinh — 5)2m(t)
0
(9((tn + ) = 20(@ (R t))y () + 9y (tn — 5)) ) ds

h
+ [ e) sl = )20 (00)) (A () = Alwtn+ 5)) )t -+ 5)ds

h
+ [ 0l sin(h = 5)25m (0)) (A () — At~ 5))yltn — 5)ds.
0

Zuerst werden die letzten beiden Terme behandelt. Es gilt mit Q = Q(y(to)):
h
| 2(0) sl = )9205(10) (A (1)) = Aly(ta +9) )t + 5)ds
1
I / Q" sinh(1L — )2 A(y(tn + hs) — A () )y(tn + hs) ds
0

1
—h/o (Q(yh(tn))’lsinh(l—S)Q(gjh(tn)) — 0 Lsinh(l —S)Q) .

(At + hs) = A@n(t)) )y(ta + hs) ds.

Mit Korollar 2.8 ldasst sich der letzte Term darstellen als:
1 1
h5/ (1- 3)3/ u(l —u)sinch(l —u)(1—s)Q <A(y(tn)) — A(y(to))> .
0 0
1
sine hu(L = )G (ta) du - (A(y(tn ¥ hs) — A(gh(tn))>y(tn + hs)ds

= h5rn,A.

Wegen
1
A(n(tn)) — Aly(to)) = /0 Ay(y(to) + u(@n(tn) — y(to))) du [gn(tn) — y(to)]

gilt mit der Finiten-Energie-Bedingung

AR (tn)) — Ayt )l < [[Ay[H[ (A2 (En)))y(tn) — y(to)]l < ||Ay’|(r£§8<|¢(x)| +1)K.

Weiter gilt wegen

1
3 (A1) = A (00) = [ Ayt bty )t e |00+ 19) = 1)
und

(4t +hs) = y(ta) + y(ta) = Syt )y () (44)

1

h

o SOyt ~ 1

— 8/0 Y(tn + hsu) du Wy (tn) Qy(tn))y(tn)

L(0lt+hs) ~ (1) =
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schlieflich

I (Alyttn -+ 5) — A@ED) | < 14, (s-+ max |21

)K

—1
g||Ay|y(1+rgga<%')K, fir  sel0,1].

Damit ergibt sich sofort die grobe Abschéitzung

< 14, 1P )(
7, alle < A, I*(1 + max g ()] ) (14 max

M')K?’.

Mit
1 1
Mra = [ (=92 [ usinh(= (=99 (Al(t) - Aluit) -
sinc hu(1 — $)Q(yn(t,)) du -

%(A(y(t" +hs) — A@h(tn)))y(tn + hs) ds,

folgt sofort auch

, ¢(x) =11\ 3
1R anll2 < [|Ayll (1 +I,£l§8(‘¢(x>‘) (1 +I£1§())(‘ x ’>K .

Der fithrende Fehlerterm lésst sich weiter aufspalten in
1
—h/ QO Lsinh(1 — 5)Q (A(y(tn + hs)) — A(yh(tn))>y(tn + hs)ds
0
1
- / O sinh(1 — )2 (Aly(tn + hs)) — Al () )y(ta) ds
0

“h /0 o sinh(1 — s)Q (A(y(tn + hs)) — A(gh(tn))) (y(tn + hs) — y(tn)> ds.

Der zweite Term lasst sich darstellen als:

1
—h4/0 (1 — s)sinch(1 — s)sz% (Alw(ta+55)) — Aln(ta) ) % (ultn + hs) — y(t)) ds = h'r 4

mit

Irmall, (R rall < ||Ay|\(1 + max
>0

P(r) — 1 ' )K2.
Bleibt schlie3lich:
1
i [0 sinh(1 = 962 (Alw(t+ ) = A (1) )y(t) d
1
== [0 sin (1 = 99 A, (0) (5t + hs) (7 (1)) ds

1 1
—h/o leinh(l—s)Q/O (1 —w)Ayy (gn(tn) + u(y(tn + hs) — gn(tn))) du -

[y(tn + hs) — gh(tn)]2 y(t,) ds.
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Der zweite Term ist wegen (4.4) wieder Oq(h?).

Dabei ist r,, = O(h?), r, € IRY definiert, falls ||r,|| = O(h?*) und ||hQ2 7, || = O(h*). Immer wenn
im folgenden Beweis ein O-Term auftaucht, ist gemeint, dass sich die Konstante im O-Term nur
durch die in Lemma 4.4 auftretenden Groéflen abschétzen ldsst. Im obigen Fall ist die Konstante
im O-Term durch
¢(z) — 1 D
x

4,01 1+ ma
beschrankt. )
Wegen:

16(h92) — Syt | < W2Cal| Ay(tn)) — Aly(to)] < H2Call Ay | TE

gilt
1
[0 (- 904, (6 (5060 + )~ 1(6)) ds

= Oalli) = |07 sinh(1 = )04, (1)) (st -+ 1) = 61 D(t)) .

Mit der Darstellung
Y(tn + hs) — d(hQ)y(tn) = (cos hsQ — ¢(hQ))y(t,) + Q' sin hsQy(ty) (4.5)
+hs /0 "0 tsin hs(1 — u)Q((A(y(tn)) — A(y(tn + hsw)))y(tn + hsu) + g(y(ta + hsu))) du

= O((sh)?) + (cos hsQ — ¢(hQ))y(tn) + Q' sin hsQ y(t,)

folgt

1
[0 (1 = )2 Ay (G (0) (900 + ) — 61D (1)) ds
0
= Oq(h?)

1
“h / O~ sinh(1 — )2 Ay (7 (tn)) (( cos hsQ — ¢(h€))y(tn) + Q' sin hsQ y(tn)) ds.
0

Wegen

wm—n’K

14y (@n(tn)) — Ay (Yt )l < 1 Ayyll 178 (En) = y(tn) ]| < [ Ayy || max ) =

gilt

h
/0 Qg (tn)) " sin(h — 8)QYn(tn)) (A(z?h(tn)) — Ay (tn + s)))y(tn + 5)ds
= Oq(hY)

1
—h/ Q tsinh(1 — s)Q Ay (y(tn)) ((COS hsQ — ¢(hQ2))y(tn) + Q Lsin hsQ y(tn)> ds.
0
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Dieselbe Rechnung mit —h statt h ergibt

h
|2 (6) st = )92 (10) (A (12)) = Aly(tn + ) )t + 5)ds

h
| 2(60) st = )9205(10) (A (12)) = Aly(tn = ) )t = 5)ds

1
= Oq(h*) — Qh/o Q tsinh(1— 8)Q Ay (y(t)) [(cos hs — ¢(h2)y(tn)] dsy(t,)
= Oq(h")
1

—2h3/0 (M)~ 'sinh(1 — s)Q Ay (y(tn)) [y(tn), (cos hs® — ¢(hQ)) (hQ) ™' Qy(t,)] ds.

Dass [|Qy(t,,)| beschrinkt ist, ldsst sich nach Verwendung der Variation-der-Konstanten-Formel
sofort erkennen. Wird die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung

Ga®)l] = Ay(y(®))ly(), -] (4.6)

mit G 4(t) bezeichnet, so gilt
h
|20 (60) st = )92 (1)) (A (10)) = Aly(tn + ) )t + 5)ds

h
/0 Q(gn(tn) " sin(h — $)Q(Gn(tn)) (A@h(tn)) — Aly(tn — 8)))y(tn —s)ds
= Oq(h%)
_9p,3 /1(hQ)_1 sinh(1 — $)Q G a(tn) ( cos hsQ) — (;S(hQ))(hQ)—l ds Qy(ty)
0
mit

Ga(t) = Ayy(y(ta))[5(2), y(8)] + Ay (y(tn))[5(1)] (4.7)

und daher .
[Ga@®)| < [[Ayy[[K([[y(to)l| + KT) + || Ay[| K.

Nun zu den Termen, die im lokalen Defekt durch die Nichtlinearitit g entstehen. Es gilt
h
| @ @ity sin(h = )20 (6.) -
(9(y(tn + ) = 20(BhQGH 1))y () + 9y (tn — 5)) ) ds

1

=02 [ (1= s)sinch(1 = 2 g(u(t -+ 5)) = 200 ()u(0) + 9w = 5)) s
1

+h2/0 (1-— s)(sinc h(1 — s)Qgp(tn)) — sinc h(1 — S)Q) .

(9((tn + ) = 20(B (2T (E)y(tn) + gy (tn — 5)) ) ds.

Nach Anwenden von Korollar 2.8 lisst sich erkennen, dass der zweite Term Ogq(h?) ist, mit einer
Konstante, die durch 4|4, ||(1 + max,>¢ [¢(x)])||g|| /X beschréinkt ist.
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Der fithrende Fehlerterm lésst sich weiter aufspalten zu
1
[0 sinh(1 = 92alo(t +9) — 20D + olult,— ) ds
1
—n [0 sin (1= 92 (glu(ts + 9) ~ 206 u(t) + aly(ta — 5))) ds
0
1
~2h [0 sin (1 = )0 gloHAgn (1)) (6) — 9(SEDy(t.))) d,
0
wobei der zweite Term die Darstellung
1
—2ht — §) sinc —s5)) -
2h /0 (1—ys) h(1—s)Q

1
/0 9y(@(h)y(tn) + u(S(h(Fn(tn)))y(tn) — ¢(RQ)y(tn))) du -

1 (GRS (1)) — 6(A) (1) ds

erlaubt und wegen

5 (B (0))) — H(h) H < Ca |4, (1 + max |o(a) K
wieder Ogq(h?) ist.
Mit
9(y(tn £ hs)) — g(d(h)y(tn))
= 5y(&(hVy(tn)) (y(ta + hs) — 6y (t))

1
+/0 Gy (D(RQy(tn) + uly(tn £ hs) — ¢(hQ)y(tn))) du [y(t £ hs) — ¢(AQ)y(ta)]?

folgt nach Verwendung von (4.5)

1
h/ QO tsinh(1 - S)Q(g(y(tn +5)) — 29(e(h )y (tn)) + g(y(tn — 8))) ds
0

! —
= Oq(h) + 2h3/0 (h)"tsinh(1 — S)ng(¢(h9)y(tn))cos hs(ZQ (h82)

ds Qy(ty,).

Die Abschitzung

gy (S(h82)y(tn)) — gy (y(En))Il < hllgyy || max ¢(xl— 1 ’ "
ergibt
hsin(h — )G (tn)) )
| G I (gfut -+ 5)) = 2002 ()t + gt = 5) s

cos hs€) — ¢(hQ)
hQ)

1
= Oa(h) +20* [ (1) sinh(1 = )09, (u(t,) s ().
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Damit ist das Lemma mit

1 COS syl —
L, = 2/0 (hQ)_l sin h(1 — 8)Q (g,(y(tn)) — Ga(tn)) hsQ) — ¢(hQ)

h$2

bewiesen. O

ds

Beweis von Lemma 4.5: Durch Subtraktion der numerischen von der exakten Losung ergibt
sich

en+1 — (208 hQ(gn (tn))y(tn) — 2 cos hQ(Gn)yn) + €n—1
= h2(Sinc(%Q(ﬂh(tn)))g(¢(h9@h(fn)))y(tn)) - SinC(%Q@n))QW(hQ(Qn))yn)> + dn.

Da die folgende Differenz mehrfach in den Abschétzungen auftritt, wird fiir sie zuerst eine
einfachere Darstellung aufgeschrieben:

gh(tn) —Yn = ¢(hQ(y(tn)))y(tn) - ¢(hQ(yn))yn
= (o(hx(y(tn))) — ¢(h:(yn))) y(tn) + ¢(h2(yn))en.

Hier wird die Abschétzung fiir allgemeines ¢ vorgefiihrt. Fiir die meisten Filterfunktionen erge-
ben sich mit Lemma 2.7 bessere Abschitzungen, die nicht wie v/ N wachsen. Mit ¢(z) = ¢(1/)
folgt die Darstellung;:

gh(tn) —Un = <(£(h‘2A(y<tn))> - &(h2‘4<yn))> y(tn) + ¢(hQ(yn))en

- Mn[en]7
mit
1 37 1
ML = 0[5 R A6~ A)) | [ Ay +ven)[ o] duyen
o)
und

IMal| < T2Co(ly(to) | + T) + max |6(z)]

Weiter gilt

08 B )y — €05 B (1)) (1)
— (co8 hUfin) — <0 HGi (1)) + <03 B (1)) (5 — y(t))
= (c03 hOGn) — 08 AU (En)) (4(tn) + i — y(tn)) — €08 QG (b))
= (cos h(yn,) — cos hQ(Gn(tn)))y(tn)
—(cos hQ(Gp) — cos hQ(Gr(ty)))en — cos hQ(gr(tn))en

)
)
)

und

cos hQ(Yn) — cos hQ(gp (ty))

1
= h2/0 (1 —s)sinch(l — s)Qyn(tn)) (A(yh(tn)) — A(yn))) cos hs§2(yy)) ds
_ h2/01(1—s) sine h(1 — 5)2Gn(tn)) -
1
/O Ay(Yn +u@n(tn) — Yn)[Un(tn) — Yn)] du cos hsQ:(yn)) ds.

105



Wird jetzt

1 1
Gi'[] ;:/ (1—S)Sinch(1—8)9(yh(tn))/ Ay (Gn+u(Gn(tn) —Fn))[ -] du cos hs€:(gn)) ds y(tn)
0 0

definiert, so gilt
1 1
1G22 < S 1Al vlleo < S 1Ay k) + KT),

und mit
1 1
GA2[L] = —/O (1—s) sine h(1— )G (1)) /0 Ay GG (tn) =) - du cos hsQin)) ds [ -],
gilt .
1G22 < §HAy||-
Wird weiter definiert
AL = G L)
ﬁg[? ] = GS,Z [Mn[]v ']7

so gilt

—(2cos hQUGn (tn))y(tn) — 208 hQ(Gn)yn) = —2 cos RQUGn (tn))en + 202 H [e,] + 202 H2[en, €y)].

Der Zusatz ergibt sich, indem hier Korollar 2.8 verwendet wird, um im Integral von | AL und
|H2| zu Q(y(to)) iiberzugehen. Genauer wird nach der Aufspaltung

1
/0 (1 —s)sinch(1l — $)Qyp(tn)) G(n, h,s)ds
1
= /0 (1 —s)sinch(l — $)Q(y(to)) G(n, h,s)ds +

1
/0 (1 —s) (sinch(l — s)Uyn(tn)) —sinch(1 — s)Q(y(to))) G(n,h,s)ds

der zweite Term mit Korollar 2.8 behandelt.

. . . 2
Weiter gilt mit t(x) = sinc §:

(AT (tn))) 9 (S(hQ2FR (En)))y(tn)) — V(PG ))g(H(h2(Fn))yn)
(hUGn (¢ )))( (o(h82(g h(tn)) y(tn)) —9(¢(hﬂ(§n))yn))

Zur Behandlung des ersten Termes niitzt zunéchst die folgende Darstellung:

9(@ (MU (tn)))y(tn)) — g(S(hUFn))yn) = Gn [¢(hUTn (En)))y(tn) — G(R(Yn ) )yn]

mit

1
Gl ] = / 0y (S + u (DB 1))y (En) — SAT))y)) [-] dus.
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Weiter gilt

= Gn [(é(hg(gh(tn )) - ¢(hQ(gn)))y(tn)] + Gn [¢(hQ(gn))en] :
Es gilt die Darstellung

G [((hUTn(tn))) — (hQUYn)))y(tn)] = B*Gy [Gy, (G [Mn[en]]] y(tn)] ,
dabei ist
G2 / Ay G+ 0 1) — 5))[ -]
und

d _ _
G 1= [ 200205, + a0 A1) A [
mit ¢(z) = ¢(,/x), falls die Filterfunktion ¢ analog wie im Beweis von Lemma 3.1 behandelt wer-
den muss. Bei vielen Filterfunktionen ldsst sich Lemma 2.7 verwenden, und die Abschitzungen
sind giinstiger.

Mit
H3[-] = %(hQy(tn))) G [GL [G2 [Mn] 1] y(tn)]
und
HA 1= 0(hQy(tn))) G [6(h2(Gn)) -]
gilt

»(hQUGn (tn))) (9(S(AQy(tn)y (tn)) — g(S(h:(yn))yn)) = B> H}len] + Hylenl,
dabei ist

1 < maxlo) ||gy||{ VR maezo |90 }|Ay||||Mn||
z> C
I < max ()] gl max o)

Der Zusatz ergibt sich fiir diese Operatoren durch

D (hQ(yn(tn))) = P(hQ(y(to))) + (Y (hQ(Gn(En))) — Y (R2(y(t0))))

und Anwenden von Lemma 2.7 auf ¢(z) = sinc® Z.

Wegen

(Y (h2(Gn(tn))) — P (hQ(Yn)))
= —sinc %Q(gh(tn)) (sinc %Q(gjn) — sinc %Q(yh(tn)))
— (sinc 29Q(gn) — sinc 2Q(gy (¢,))) sine 2Q(g,,)

folgt nach Anwenden von Korollar 2.8 und mit
Hy[ -] = sine $Q(gn(tn)) -

1
/0(15)s1nc (1—35)Q / Ay( W(Tn + Tn(tn))) [My, -] du -
s sinc hsQ2(gp) dsg(d(hQ(Gn))yn)
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und
1 1
H[] = /0 (1 —s)sinc(h(1 — s)Q(Gn(tn)) /0 Ay(Un +u(Yn(tn) — Un)) [Mn -] du -
s sinc hsQ)(i, ) ds sinc %Q(yjn)g(¢(h9(§n))yn)

schlieflich

_ _ h? -~ h? -
(@ (UG (tn))) = Y (h2(Tn))) 9(&(hUyn))yn) = - Hylen] + —- Hylen],
mit 3 .
1L < Ay llgllMall und  [[HZ] < 1Ay gl Ma]l-
Der Zusatz ergibt sich wie oben. Insgesamt gilt jetzt
R (W (UG (t0))) 9 (D (hUG (En))y (tn)) — P (R2(Fn))g(S(P2(Fn) )Yn))
~ ~ h* Rt
= h'Hylen] + 1 Hylen] + ZHEL[en] + ZHg[en]-
Die Rekursionsgleichung lésst sich jetzt schreiben als
ent1 — 2cos hQy(ty))en + en_1 = h? (—Qﬁi[en] — 2H2[en, en] + flﬁ[en])
1 -~

= h?Hlle,] + h H2[en] + h2H2 e, en) + dy.

- 1 -~
+ht <H3[en] + ZHS [en] +

Beweis von Lemma 4.6: Die neue Rekursion ergibt sich aus der Tatsache, dass
1
2(cos hQ(gp(tn)) — coshf)) = 2h2/ (1 —s)sinch(l —s)Q -
0
1
| At tn) + ulytto) =t -
[y(to) — (ALY (tn)))y(tn)] cos hsCi(in(tn)) ds
=: h°F,
mit
Bl < 1411+ max ()]
und
IBQF,| < 114, (1 + max |6 () ) K
gilt. O

Beweis von Lemma 4.8: Mit Lemma 4.4 gilt:

n n

D Wajdy =h*Y Wiy LiQy(ty) + 'Y Wajl;.
j=1

j=1 j=1
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Unmittelbar folgt wegen ||[W,|l2 < n 4+ 1:

WYY W li| < RPTPC.
j=1 5

Um die erste Summe zu beschrinken, wird analog wie in [16] vorgegangen. Mit der Variation-
der-Konstanten-Formel lasst sich die erste Summe auch darstellen als:

W8> Wi LiQy(t;) = h*(an + by)

j=1
mit
= Lsinh(1 — s)Q hsS) — ¢(hQ
on = 23 Wy [ () - Gt 2T D
j=1
(cos(tj — 1) Qy(to) + sin(t; — to)Q2 g)(to))
und
= Lginh(1 — s)Q s hs) — ¢(hQ)
b= oYWy [ IR g 1) — ey ST g

J=1

2
[ sintts = 90 (Aly(t0) = Aw())y(s) + 9lu) ds.

to
Wie in [16] folgt
Janlls < (b — 1) C L, ) (g + 1Gall + (b — t0) oI5 + ICall)) 2K,
mit I(n, N) = min{log(n + 1) log(N + 1),V N}, und
ball2 < (tn — t0)* Cl(n, N) <4(H9yy\| K +[IGADE + (lgyll + 1GalDlgll

+(tn —to)(llgyll + IIGAH)HAyIIKHyHoo).

Mit (4.6) und (4.7) folgt
1Gall < [|Ay[[ K

und .
[Gall < [[Ayy I K [ylloo + |4y K,

und damit die Behauptung.
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4.3 Numerische Simulationsergebnisse

Um die Aussage von Satz 4.2 zu {iberpriifen, wird zunéchst das System

gt) = =Aly@)y() + 9(w(t),  ylto) =yo,  Y(to) = Yo, (4.8)
mit
A(y(t)) = diag(ov 07 07 w2(y1 (t))v w2(y2(t))7 w2(y3(t)))
und ]
wy) =w+ —sin(y),

fir w = 50 und w = 100 numerisch gelost. Die rechte Seite g ist dabei so gewéhlt, dass die
Differentialgleichung (4.8) aus der Hamilton-Funktion

3 2

R B A P TS 1 1

H(y,y) = §yTy + Zl szg—i-z + Z(yl - y4)4 + 4 ;(ywl —Yitda —Yi — y3+i)4 + Z(?/S + 3/6)4
1= 1=

entsteht. Als Filterfunktion fiir das Verfahren (4.2) wird (3.14) gewé&hlt. In Abbildung 4.1 ist

der Fehler des Verlet-Schemas und des exponentiellen Integrators fiir w = 50 zu sehen. Dabei

ist der Fehler in der Euklidnorm logarithmisch iiber der verwendeten Schrittweite dargestellt.

Alle Schrittweiten, fiir die das Verlet-Schema eine Losung liefert, sind gezeichnet. Die Fehler der
Verfahren fiir w = 100 ist in Abbildung 4.2 zu sehen.

Wihrend System (4.8) dazu diente, an einem bekannten Testproblemen zu priifen, ob der expo-
nentielle Integrator ein Lange-Zeitschritt-Integrator ist, sind die weiteren numerischen Rechnun-
gen in diesem Abschnitt speziefischer. Sie helfen, das vorgschlagene Verfahren auf seine Anwend-
barkeit auf dem Gebiet der Molekiildynamik zu testen. Um zu priifen, ob der vorgeschlagene
Lange-Zeitschritt-Integrator den numerischen Herausforderungen auf diesem Gebiet gewachsen
ist, werden zwei bekannte Simulationen aus dem Gebiet der Molekiildynamik durchgefiihrt, die
sich noch in vertretbarem Rechenaufwand ausiiben lassen (vgl. [10], [20]).

Das erste Testproblem ist die Simulation eines Wassertropfens von 10 A Radius (1A =1
Angstrém = 1071%m). Die einzelnen Wassermolekiile werden als dreiatomige Molekiile mit ei-
nem Sauerstoffatom in der Mitte und zwei Wasserstoffatomen simuliert. Die Potentiale sind
aufgespaltet in gebundene U®®® und ungebundene U""¢ Potentiale. Diese sind weiter unterteilt
in schnelle und langsame Potentiale.

Us = U® geb. + Us: uns:

[Fsseb. —  [7Winkel 4 rBindungen
[sune  — 7 el 4 [7s Lennard-Jones
U = USSW(ry)
[J® Lennard-Jones  _  pyLennard-Jones G}/ (Tij)
U' = (1= SW(ry))U™ + (1 — SW (rij) Uhermerd-iones

Dabei bezeichnte SW (r) eine Umschaltefunktion die eins ist bis zu einem bestimmten Abstand
und dann innerhalb eines vorgegebenen Intervalles auf Null abfallt. STV (r) ist hier zweimal stetig
differenzierbar gewihlt, und r;; bezeichnet den Abstand von Atom i zu Atom j. Die genauen Da-
ten sind fiir die Bindungen K = 450 kcal mol ™!, die Bindungswinkel K 4 = 55kcal mol~! rad 2,
die Ladungen go = 0.417¢, qir = —0.834e, den Abstand Sauerstoff-Wasserstoff rom = 0.957A
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Abbildung 4.1: Fehler in den Orten, w = 50

K¢ — Verlet |[]

== Exp ||

Abbildung 4.2: Fehler in den Orten, w = 100

10
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und den Ruhebindungswinkel 6y = 104.52 Grad. Die Lennard-Jones-Daten sind opg_g = 0.4A,
oo_i = 1.75253A, ey_pg = 0.046 kecal mol ™! und ep_ g = 0.08365 kcal mol ~*.

Das zweite Problem besteht aus einer Kette von hundert Punktmassen, die miteinander verbun-
den sind. Dihedralkrifte werden nicht beachtet und durch Versehen der einzelnen Punktmassen
mit Ladungen wird ein zur Dynamik von Proteinen #hnliches Verhalten erzeugt (vgl. [10]). Da
einige Werte bei der verwendeten Simulation in [10] nicht exakt gegeben sind, wird das hier ver-
wendete Modell mit den Daten ausfiihrlicher beschrieben als beim Wassertropfen. Die Potentiale
lauten:

) 1
UBlndungen — Z §KB (Tz] _ 7‘0)2
Bindungen
) 1
Ukacl _ Z §K9 (0 . 00)2
Bindungswinkel
Uvan der Waals _ Z i _ E
- riz 6
Paare (4,5) \ ¥ t
ULadungen — Z ql q.] 62
7
Paare (i,j)

Wie zuvor bezeichnet r;; den Abstand zwischen Atom ¢ und Atom j. Die Daten fiir die Si-
mulation sind: Masse der Massepunkte m = 14u, rg = 1.52A, K = 255kcalmol™* A_Q,
Ky = 45kcalmol ' rad =2, 6y = 110 Grad, A = 6.8 - 103kJ mol~LA" und B = 1705 kJ mol~*A°.
Die Verteilung der Ladungen ergibt sich aus Abbildung 4.3. Als Anfangsdaten wurden die Kette
in eine Ebene gelegt, das zweite Atom aber um 90 Grad nach oben geklappt. Die Anfangsimpulse
wurden zu Null gesetzt. Innerhalb der ersten 10 Pikosekunden geht das Molekiil in eine kompakte
Struktur iiber. Der Ablauf ist in Abbildung 4.4 zu sehen. Dabei steigt die Temperatur auf Grund
der hohen Anfangsverspannung der Molekiils stark an. Nach 2 Nanosekunden Hochenergiedy-
namik, wird das Molekiil langsam auf 300 K abgekiihlt. AnschlieBend wird die Bewegung des
Molekiils weitere 2 Nanosekunden simuliert. Die Aufspaltung in schnelle und langsame Krifte
ist bei dieser Simulation genau wie bei der Simulation des Wassertropfens gewéhlt.

Beide Simulationen wurden mit dem Verlet-Schema und dem vorgeschlagenen exponentiellen
Integrator mit Filterfunktion (3.14) durchgefiihrt. Bei beiden Testproblemen konnte mit dem
neuen Verfahren die Schrittweite um den Faktor 10 gegeniiber dem Verlet-Schema erhoht werden.
Dies bedeutet eine erhebliche Rechenzeiteinsparung bei grolen Simulationen in der Molekiildy-
namik. Entsprechend den theoretischen Ergebnissen und den numerischen Tests erscheint eine
saubere Implementierung der neuen Verfahren in bestehende Software zur Simulation grofler
Molekiile sehr Erfolg versprechend.

112



Abbildung 4.3: Ladungsverteilung

1 T T T T T T T T T

-0.81 b

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 4.4: Proteinfaltung

Zeit in Pikosekunden: 6.035
Zeit in Pikosekunden: 3.0358
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Zeit in Pikosekunden: 7.0226 Zeit in Pikosekunden: 8.4125
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