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Vor"Wort

Dieses Buch richtet sich an Studenten in Angewandter Mathematik, welche ihre Kennt-
nisse in Numerischer Mathematik vertiefen möchten, und gleichzeitig an Wissenschaft-
ler, welche einen kurzen Einblick in teilweise neuere Disziplinen der Numerik gewinnen
wollen. Damit kann es sowohl als Vorlage für Spezialveranstaltungen und Seminare
dienen, als Vertiefungsliteratur für Diplomanden in Numerischer Mathematik und auch
als Informationsquelle für Dozenten und Wissenschaftler. Die Stoffauswahl geschah so,
daß es sich größtenteils um neuere Disziplinen handelt, die im letzten Jahrzehnt an
Bedeutung innerhalb der computerorientierten Numerik gewonnen haben. Erfahrungs-
gemäß dauert es in der Regel etwa 15-20 Jahre, bis sich solche neueren Entwicklungen
in den Standardlehrbüchern niederschlagen. Das vorliegende Buch soll diesen Mangel
überbrücken helfen. Dies trifft z. B. zu für das Gebiet des Automatischen Differenzie-
rens, des Symbolischen Rechnens, der asynchronen Iterationsverfahren, der linearen
differentiell-algebraischen Gleichungen und der Gleitkommastandards. Daneben gibt
es auch Gebiete, welche schon seit längerer Zeit aktuell sind, aber in der Standard-
literatur zu kurz kommen. Hierzu gehört das Gebiet der Intervallmethoden und die
Bestimmung der Konvergenzordnung von iterativen numerischen Prozessen. Alle die
genannten Gebiete sind in Form von unabhängigen Kapiteln in diesem Band vertreten
und jeweils von ausgewiesenen Wissenschaftlern auf diesen Gebieten verfaßt, was die
Aktualität und die Kompetenz der Darstellung jeweils gewährleisten soll.

Der behandelte Stoff ist aus dem Gebiet der computerorientierten Numerik gewählt
worden, aus jenem wichtigen Zweig der Numerik, welcher der Entwicklung von nume-
rischen Software zugrunde liegt bzw. diese stark beeinflußt. Die einzelnen Gebiete
sind mathematisch fundiert und nach den Regeln der mathematischen Logik aufge-
baut (evtl. mit gewissen Einschränkungen bei den Gleitkommastandards) und somit
streng wissenschaftliche Gebiete. Da sie auf das Rechnen auf dem Computer stark
einwirken, kann man sie mit Recht als einen Teil des Wissenschaftlichen Rechnens
bezeichnen, und das ist auch der Grund für die Wahl des Buchtitels. Das Buch soll
sich abheben von Rezeptbüchern zum numerischen Programmieren, die meist sehr
stark von Heuristik geprägt sind und auch deshalb oftmals wissenschaftliche Strenge
weitgehend vermissen lassen.

Gemäß der Intention des Buches ist zu hoffen, daß es in der Gemeinde der Numeri-
ker seinen Platz findet. Viele Gebiete blieben aus Platzgründen unberücksichtigt und
die Stoffauswahl soll nicht als ein Setzen von Prioritäten verstanden werden. Richt-

schnur für die Festlegung der Teilgebiete war teilweise auch die Verfügbarkeit von
ausgewiesenen Autoren, welche in der Lage waren und auch die Zeit dazu verwen-
den konnten, solche Beiträge zu verfassen. Es handelt sich hiermit meines Wissens
um einen ersten Versuch, in der deutschsprachigen Fachliteratur eine solchen "second
course" von mehreren Autoren in Form eines geschlossenen Buches schreiben zu las-
sen. Deshalb verbinde ich meinen Dank mit dem Akademie Verlag in Berlin und der
dortigen Lektorin Frau Gesine Reiher, daß sie spontan bereit waren, einen solchen
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neuen Weg mit uns einzuschlagen und das Buch in ihr Programm aufzunehmen.
Abschließend möchte ich Herrn Priv.-Doz. Dr. Pet er Kunkel sowie allen anderen

Autoren für die nicht leichte Aufgabe des Verfassens von entsprechenden Beiträgen
vielmals danken. Erstgenanntem bin ich besonders verbunden für die Hilfe bei dem
Zusammenfügen der einzelnen Kapitel auf dem Computer in Form eines geschlossenen
Buches. Ohne ihn hätte ich sonst dem Verlag nicht ein druckreifes Manuskript in Form
von Disketten abliefern können.

aIdenburg, Mai 1995 J. Herzberger
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4 Einschließungsverfahren

Götz Alefeld und Günter Mayer

4.1 Einleitung

Als Einschließungsverfahren bezeichnen wir Methoden zur Einschließung einer (oder
mehrerer) Lösung(en) einer Gleichung. Dabei kann es sich um die Aufgabe handeln,
eine oder alle Nullstellen eines Polynoms oder allgemeiner einer reellen Funktion ein-
zuschließen. Die analoge Problemstellung kann man für ein nichtlineares Gleichungs-
system betrachten. Schließlich kann man sich, um nur ein weiteres Beispiel zu nennen,
für die Aufgabe interessieren, die Lösung eines Anfangswertproblems für eine gewöhn-
liche Differentialgleichung über einem Intervall punktweise einzuschließen. Diese Ein-
schließungen sind deshalb von großem praktischen Interesse, weil man bei der nume-
rischen Berechnung von Lösungen gewöhnlich auf Näherungsverfahren angewiesen ist
und dabei normalerweise außer qualitativen Aussagen keine näheren Angaben über
die erreichte Genauigkeit gemacht werden können. Einschließungsverfahren liefern
dagegen obere und untere Schranken für eine Lösung und damit automatisch Fehler-
abschätzungen. Gelegentlich sind auch die Ausgangsdaten nicht genau bekannt. Man
weiß nur, daß sie in gewissen vorgegebenen Intervallen liegen. Dann ist man an der
Menge aller Lösungen interessiert, wenn die Eingangsdaten in den vorgegebenen In-
tervallen variieren.

In dieser Arbeit betrachten wir die geschilderten Aufgaben nur für "endlich dimen-
sionale Probleme", d.h. für Gleichungssysteme. Einschließungsverfahren, etwa bei
Differentialgleichungen, findet man in der Literatur [20],[27],[31],[32]. Die in dieser
Arbeit betrachteten Einschließungsmethoden verwenden intervallarithmetische Hilfs-
mittel. Inzwischen gibt es eine große Anzahl solcher Methoden (siehe etwa [5], [10],
[15], [23], [24], [25], [29], [30]). Da die Intention dieser Arbeit darin besteht, die
Hauptprinzipien von Einschließungsmethoden zu erklären, beschränken wir uns auf
einige wenige Verfahren. Verfahren, die auf anderen Ideen oder speziellen Vorausset-
zungen (etwa Inverse Isotonie, siehe z.B. [13])beruhen, werden nicht betrachtet.

Die Arbeit ist folgendermaßen angelegt: Nach einer Einführung der wichtigsten Be-
griffe und Hilfsmittel der Intervallrechnung in Abschnitt 4.2 beschäftigen wir uns in
Abschnitt 4.3 mit Methoden zur Einschließung des Wertebereichs von Funktionen ei-
ner reellen Variablen. Das Problem, den Wertebereich einer Funktion zu bestimmen,
ordnet sich als Aufgabe zur Berechnung der Lösung einer Gleichung im oben beschrie-
benen Sinne ein. Daran anschließend behandeln wir in Abschnitt 4.4 die Aufgabe, die
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Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit Intervalldaten einzuschheßen. In
Abschnitt 4.5 wird schließlich die Aufgabe betrachtet, die Lösung eines nichtIinearen
Gleichungssystems durch fortwährende Einschließung zu berechnen.

4.2 Reelle Intervallrechnung und Eigenschaften

In der Menge R der reellen Zahlen betrachten wir abgeschlossene, beschränkte Inter-
valle

[aJ:= [g,aJ - {x E RI g::; x::; a} .

Die Gesamtheit dieser Intervalle bezeichnen wir mit IR. Reelle Zahlen a sind spezielle
Elemente von IR mit [al= [a, aJ. Wir schreiben dafür auch einfach a.

Bezeichnet "*" eine der vier Verknüpfungen +, -, x, / für reelle Zahlen, so definiert
man für zwei Elemente [aJund [bJ in IR die entsprechenden Operationen durch

[aJ * [b] = {a * bl a E [a], b E [bJ} .

Bei der Division ist dabei 0 rt[b] vorauszusetzen. Da die Funktionen J(a, b) = a*b, a E
[al, b E [b], * E {+, -, x, /} stetig sind" ist [al * [b]wieder ein Element von IR. Für
das praktische Rechnen ist von Bedeutung, wie [al * [b]formelmäßig dargestellt wird.
Eine mehr oder weniger elementare Diskussion ergibt die folgenden Rechenregeln:

[a] + (b] = [g + Q, a + b],

[a] - [b] =[g - b,a - Q],

[al x [b]= [min{gQ,gb, aQ,ab}, max{gQ,gb,aQ,ab}],
1 1

[al/rb] = [g,a]x [b' K] .

Ublicherweise wird das "x" -Zeichen durch einen Punkt ersetzt und dieser gewöhnlich
weggelassen.
Die Multiplikation zweier Intervalle kann in allen Fällen, in denen nicht gleichzeitig
0 E [al und 0 E [b]ist, auf zwei Multiplikationen reeller Zahlen zurückgeführt werden.
Andernfalls sind in der oben angegebenen Formel tatsächlich vier Multiplikationen
reeller Zahlen durchzuführen. Kürzlich hat Heindl [16] gezeigt, daß diese Anzahl auf
drei Multiplikationen reduziert werden kann.

Neben diesen vier elementaren Verknüpfungen definieren wir für unäre Operationen
in R, d.h. für Funktionen r( c), die in R (oder auf einer Teilmenge von R) definiert
sind,

r([a]) = {r(a)1 a E [a]} ,

wobei (a] im Definitionsbereich von r liegt. Wir denken hier in erster Linie daran, daß
r eine der Standardfunktionen wie sqr, sqrt, sin, COS,exp, In, tan, . . . bezeichnet.
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Mit Hilfe der vier elementaren Verknüpfungen für Intervalle und der vorangehenden
Definition von r([a]) können wir nun für eine reelle Funktion J(a, b,..., u, v) die soge-
nannte intervallarithmetische Auswertung von J durch J([a], [b],. .., [u], [v]) erklären.

Intervallarithmetische Auswertungen besitzen zwei für die Anwendungen grundlegende
Eigenschaften:

- - --
1. Ist [a] ~ [a], [b] ~ [b], ..., [u] ~ [u], [v] ~ [v], so gilt

J([a], [b], .. ., [u], [v]) ~ J([a], [b],..., [u],[v]).

Diese Beziehung wird als Teilmengeneigenschaft oder Inklusionsmonotonie be-
zeichnet.

2. Ein Spezialfall der Teilmengeneigenschaft ist die sogenannte Einschlies-
sungseigenschaft :

Ist a E [a], b E [b], . . ., u E [u], v E [v], so gil t

J(a, b,..., u, v) E J([a], [b],..., [u],[v]).

(Hierbei wird vorausgesetzt, daß J([a], [b],. . . , [u],[v]) überhaupt definiert ist,
was nicht notwendig der Fall sein muß.)

Beweise von 1. und 2. ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen der vier arithme-
tischen Verknüpfungen und von r([a]). Mit der Einschließungseigenschaft wird die in
der Einleitung angesprochene Aufgabe, den Wertebereich W(f; [a], [b],. . . , [u], [v]) ei-
ner reellen Funktion J einzuschließen,im Prinzip gelöst. Die Einschließungseigenschaft
läßt sich ja schreiben als

W(f; [a], [b],..., [u], [v]) = {J(a, b,..., u, v)1 a E [a], bE [b],..., u E [u], v E [v]}

~ J([a], [b],. . . , [u],[v]).

Für die Intervallverknüpfungen gelten im Vergleich zu den Operationen für reelle Zah-
len eingeschränkte Regeln. Die wichtigsten Einschränkungen sind die folgenden:

1. Für [x], [y], [z] E IR gilt

[x]([y] + [z]) ~ [x][y]+ [x][z].

Diese Eigenschaft wird als Subdistributivität bezeichnet.
Jedoch gilt stets

x([y] + [z])= x[y] + x[z] für x ER.

2. Für [x] E IR gilt [x] - [x] i- 0, jedoch gilt stets 0 E [x] - [x].

3. Für [x] E IR, 0 i- [x], gilt [x]/[x] i- 1, jedoch gilt stets 1 E [x]/[x].
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Diese Eigenschaften bewirken unter anderem, daß die Güte der Einschließung des
Wertebereichs einer Funktion durch die intervallmäßige Auswertung davon abhängt,
wie der verwendete Funktionsausdruck intervallmäßig ausgewertet wird. Bekannte
Ergebnisse über diese Abhängigkeit werden wir im nächsten Abschnitt eingehender
diskutieren. Hier betrachten wir zunächst ein einfaches Beispiel.

Beispiell Es sei J(x) = (x - l)(x - 1), xE [0,1].
Es ist dann W(J; [0,1]) = [0,1].
Für die intervall arithmetische Auswertung erhält man

J([O,1]) = ([0,1] - 1)([0,1] - 1) = [-1,0][-1,0] = [0,1].

Es gilt also sogar J([O, 1]) = W(J; [0, 1]).
Schreibt man J(x) dagegen in der Form J(x) = x2 - 2x + 1, so erhält man für die
intervallarithmetische Auswertung von x2 - 2x + 1 das Intervall

[0,1][0,1] - 2[0, 1]+ 1 = [0,1]+ [-2,0] + 1 = [-1,2],

also eine erhebliche Überschätzung des Wertebereichs W(J; [0, 1]).
0

Für ein reelles Intervall [a] = [g,a] definiert man den Durchmesser w([a]) als

w([a]) = a - g

und den Betrag l[a]1 als

l[a]1 = max{lall a E [a]}.

Es gilt I[a]/ =max{lgl, la/}.

Nachfolgend findet man einige Rechenregeln für Durchmesser und Betrag:

w (x ) = 0 für x E R,

w([x] :!: [y])= w([x]) + w([y]),

w(x[y]) = lxi w([y]),

w([x][y]):::;w([x]) Iyl + lxi w([y]),

w([x][y]) 2: max{l[x]1 w([y]), w([x]) l[y]I},

I[x]:!:[y]l:::;l[x]1+ l[y]l,

I[x ][y] I = I[x] I I[y] I.

Der Abstand zweier Intervalle [x] und [y] wird definiert als

q([x],[y])= max{l~ - ~I,Ix- yl}-

Es gelten

q([x] + [y], [x] + [z]) = q([y], [z]),

q(x[y], x[z]) = lxi q([y], [zn, x E R,

q([x][y], [x][z]):::; l[x]1 q([y], [z]).



4.3 Wertebereichseinschließung 159

Eine Zusammenstellung der Definitionen, Eigenschaften und Beweise findet man in
[5]. Siehe dazu auch [17], [21] und [25].

4.3 Werte b ereichseinschlieB ung

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschließlich Funktionen einer reellen Variablen.

Es wird vorausgesetzt, daß die intervallmäßige Auswertung J([x]) für jedes Intervall
[x] aus dem Definitionsbereich von J existiert. Wie in Abschnitt 4.2 gezeigt, gilt dann

für den Wertebereich W(f; [x]) von J über [x] die Einschließung W(f; [x]) ~ J([x]).
Die Güte der Einschließung hängt von dem verwendeten arithmetischen Ausdruck für
J ab. Moore [24] hat gezeigt, daß unter naheliegenden Voraussetzungen für J die
folgende Abschätzung für den Abstand zwischen W(f; [x]) und J([x]) gilt:

q(W(f; [x]), J([x])) ::;, w([x]), [x] ~ [x]O,,~ O.

Der Abstand zwischen W(f; [x]) und J([x]) geht also linear mit dem Durchmesser
w([x]) gegen Null.
Wir erläutern diesen Sachverhalt durch ein einfaches Beispiel.

Beispiel 2 Es sei

J(x) = x - xx, xE [x]O = [0,1].

Für [x] = [~- r, ~ + r], 0::; r::; ~, gilt [x] ~ [x]o.
Es ist

1 2 1
]W(f; [x]) = [4- r , 4 '

und für die intervall arithmetische Auswertung erhält man

1 1 1 1 1 1 1 21 2
J([x]) = [2 - r, 2 + r] - [2 - r, 2 + r][2- r, 2 + r] = [4 - 2r - r , 4 + 2r - r ].

Somit folgt

q(W(f; [x]),J([x])) = max {I~ - 2r - r2 - ~ + r21, I~ + 2r - r2 - ~I}

=max{2r,2r-r2} =2r=, w([x]),,= 1.

0

Beispiel 3 Schreibt man den arithmetischen Ausdruck für die Funktion J(x) aus dem
vorangehenden Beispiel um als

J(x) = ~ - (x-~) (x-~), xE[0,1],
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so erhält man für die intervallmäßige Auswertung mit dem Intervall

[x] = [~ - r, ~ + I], O:S r :S ~, das Intervall

J([x])=~- ([~-r,~+r] -~)([~-r,~+r]-~)
=

[
~ - r2 ~+ r2

]4 '4 '

und damit

q(W(J; [x]),J([x]))= max{ I ~ - r2 - (~- r2) I ' I ~ + r2 - ~ I }
1

= r2 = -( w([x]))2,4

d.h., daß der Abstand quadratisch mit dem Durchmesser w([x]) gegen Null geht.
0

Beispiel 3 ist ein Spezialfall des folgenden allgemeinen Sachverhaltes.

Satz 1 (Zentrierte Form). Die (rationale) Funktion J: D --+ R sei in der Form

J(x) = J(z) + (x - z) . h(x)

mit einem z E [x] ~ D dargestellt. Definieren wir

J([x]) := J(z) + ([x]- z) . h([x]),

so gilt (unter natürlichen Voraussetzungen an die reelle Funktion h):

a) W(J; [x])~ J([x]).

b) q(W(J; [x]);J([x])):s I (w([x]))2.

0

Die angegebene Darstellung von J heißt zentrierte Form von J, der Ausdruck für J([x])
heißt intervallarithmetische Auswertung der zentrierten Form von J. Die Aussage b)
aus Satz 1 besagt, daß die intervallmäßige Auswertung der zentrierten Form "qua-
dratische Approximationseigenschaft" des Wertebereichs besitzt. Die zentrierte Form
wurde von Moore [24] eingeführt. Daß b) aus Satz 1 gilt, wurde von Hansen [14]
bewiesen.

Wie findet man die zentrierte Form einer Funktion?

Ist J ein Polynom,

J(x) =ao + alX +...+ anxn,
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so erhält man (z.B. mit dem vollständigen Horner-Schema)

J'(z ) f(n) (z)
f(x)=f(z)+-(x-z)+...+ (x-zr

. I! n!

= fez) + (x - z) hex)

mit

h( )
'
( )

x - z "
( ) ( )

n-l f(n)(z)
X =f z +~f z +...+ x-z .'2.

Ist f eine allgemeine rationale Funktion, so kann man mit zwei Polynomen r( x) und
s( x) für z aus dem Detinitionsbereich von f schreiben

fex) = rex) = fez) + rex) - fez) sex)
sex) sex)

= fez) + (x - z) rex) - fez) sex)
(x - z) sex)

= fez) + (x - z) hex)

mit

hex) = rex) - fez) s(x).
(x-z)s(x)

Wegen r(z) - fez) s(z) = 0 tritt der Linearfaktor x - z sowohl im Nenner als auch im
Zähler auf und kann daher wegen s( z) # 0 herausgekürzt werden.

Beispiel 4 Es sei

f( x) = r( x) - x - x2
s(x)- x-",x#3.

Für z = ~ gilt fez) = - /0 und daher

1 1 rex) - (-fü) sex)

f(x)=-10+(x-"2) (x-~)s(x)
1

(
1

) fü- (x - ~)

= - 10 + x -"2 -~ + (x - ~r
0

Die Frage, ob für eine gegebene (rationale) Funktion f eine Darstellung existiert, so
daß

q(W(J; [x]),f([x]))::; I (w([x]))m

mit m > 2 gilt, ist offen. Unter speziellen Voraussetzungen für f gibt es solche Dar-
stellungen. Siehe dazu [3], Theorem 2.
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Cornelius und Lohner [12] haben mit der sogenannten Restgliedform einer Funktion
eine Möglichkeit aufgezeigt, wie man systematisch den Wertebereich mit höherer Ge-
nauigkeit approximieren kann.

Satz 2 (Restgliedjorm). Die Funktion f : D ~ R --t R besitze eine Darstellung der
Form

fex) =g(x) + sex), xE D.

Es gelte wes; [x]) ~ s([x]), [x] ~ D, mit s([x]) E IR.
Setzt man

f([x]) := Weg; [x]) + s([x]) ,

so gilt

a) W(f; [x])~ f([x]).

b) q( W(f; [x]),f([x])) ::;w(s([x])) ::; 2Is([x])l.
0

Wie findet man eine Restgliedform ?

Wir setzen voraus, daß f Ableitungen genügend hoher Ordnung besitzt. Die Punkte
Xo, x!,..., Xn E [x]seien paarweise verschieden. Es sei P17(x)das eindeutig bestimmte
Polynom vom Grad a-2: 0, welchesdas Hermitesche Interpolationsproblem löst:

p~)(x;) = fU)(Xi) ,j = O(l)mi -1, mi E N

i = O(l)n, n 2:0

mit
n

a-+ 1 = Lmi-
i=O

Dann gilt bekanntlich

fC17+1)(~(X ))
n

f(x)=P17(x)+ (a-+l)! I!(X-Xi)mi

=g(x) + sex), x E [x], ~(x) E [x],

wobei wir g(x) := P17(x)gesetzt haben und s(x) das Restglied bezeichnet.
Besitzt nun die Ableitung f(CJ+l)für [x]eine intervallmäßige Auswertung, so gilt wegen
~(x) E [x]

fC17+1)([X]) n m

sex) E f )1 II([x] - Xi) .=: s([x]).a-+l. i=O

Damit und unter Verwendung von b) aus Satz 2 haben Lohner und Cornelius in [12]
gezeigt, daß

q( W(f; [x]), f([x])) ::; I (w([x])tH

gilt.
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Für die praktische Bedeutung dieses Resultates muß man allerdings berücksichtigen,
daß nur kleine Werte von u in Frage kommen, da man ja in der Definition von f([xJ)
den exakten Wertebereich von g über [x] benötigt.

Beispiel 5 Für n =0, mo =3 ist () = 2. Wir haben also zu erfüllen:

pV\xo) = fU (xo), j = 0(1)2, Xo E [x].

Wir erhalten damit

fex) =f(xo) + f'(~o) (x - xo) + f"(~O) (x - xo)2 + ~ f'''(~(x))(x - xo)31. 2. 3.
=g(x) +s(x)

mit

J'(xo) f"(xo) 2
g(x) = f(xo) + (X - xo) + (X - xo )I! 2!

sex) = ~f"I(~(X))(x- xO)3.3.

Der Wertebereich Weg; [x]) ist einfach zu berechnen, da es sich bei g um ein quadra-
tisches Polynom handelt. Für

1

f([x]) := Weg; [x]) + 3!fll/([x])([x] - xo)3

gilt dann aufgrund des vorangehenden Satzes

g( W(f; [x]),f([x])) S, (w([x]))3, 1 ~ O.

0

Abschließend bemerken wir, daß die quadratische Approximationseigenschaft bei der
zentrierten Form oder die höhere Approximationseigenschaft bei der Restgliedform
nur zum Tragen kommt, wenn w([x]) hinreichend klein ist. Für größere w([x]) erhält
man gewöhnlich bessere Einschließungen des Wertebereichs, wenn man f direkt inter-
vallmäßig auswertet.

Kann man die Steigung

bf(x, xo) = fex) - f(xo)
x - Xo '

bei festem Xo E [x] und beliebigem x E [x] in ein Intervall bf([x]' xo) E IR einschließen,
so gilt .

fex) = f(xo) + bf(x, xo)(x - xo)

E f(xo) + bf([x], xo)([x] - xo) =: f([x]).
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Das so definierte J([x]) liefert also wieder eine Einschließung des Wertebereichs.

Ist J differenzierbar, so gilt aufgrund des Mittelwertsatzes

8J(x,xo) = 1'(0

und damit

J(x) = J(xo) + f'(O(x - xo)

E J(xo) + f'([x])([x]- xo) =: J([x]),

vorausgesetzt, daß f' intervallarithmetisch auswertbar ist. Das so definierte J([x])
heißt MittelwertJorm. Sie besitzt die quadratische Approximationseigenschaft des Wer-
tebereiches. Siehe dazu [5]. Im allgemeinen liefert die Verwendung der Einschliessung
der Steigung eine bessere Einschließung des Wertebereichs als die Verwendung der
intervallarithmetischen Auswertung der Ableitung. Die Einschließung von Steigungen
wurde erstmals in [1] betrachtet. Siehe dazu auch [18] und [33].
Ohne auf Einzelheiten einzugehen, erwähnen wir, daß für Funktionen mehrerer Ver-
änderlicher die in diesem Abschnitt angegebenen Aussagen sinngemäß gelten.

4.4 Einschließung der Lösungen linearer Intervall-
gleichungssysteme

In diesem Abschnitt betrachten wir die Aufgabe, die Lösungen eines linearen Glei-
chungssystems

Ax = b,

für welches die Elemente von A und die Komponenten des Vektors b in vorgegebenen
Intervallen liegen, einzuschließen. Bevor wir diese Aufgabe präzisieren, führen wir die
benötigten Bezeichnungen und Begriffe ein.
Eine Intervallmatrix [A] ist eine Matrix, deren Elemente Intervalle [aij] E IR sind.
Wir schreiben dafür [A] = ([aij]). Entsprechend ist ein Intervallvektor [a] = ([ad)
definiert. Verknüpfungen sind wie für reelle Matrizen und/oder Vektoren definiert:

[A]:!: [B] = ([aij] :!: [bij]),

[A][B] = (t[a;; ][b;k]) ,

[A][x]= (t[a;; ][X;]) .

Diese Verknüpfungen genügen auch der Teilmengeneigenschaft. So gilt also z.B.:
- -

[A]~ [A], [B] ~ [B]:=} [A][B] ~ [A][B].
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Wie für Intervalle gilt i.a. nicht das Distributivgesetz, sondern die als Subdistributivität
bezeichnete Eigenschaft

[A]([B]+ [C])~ [A][B] + [A][C].

Ist A eine reelle Matrix (wir sprechen dann von einer sogenannten Punktmatrix) -

diese kann als spezielle Intervallmatrix aufgefaßt werden -, so gilt stets

A([B] + [C])= A [B] + A [C].

Für Intervallmatrizen (und/oder Intervallvektoren) gilt i.a. nicht das Assoziativgesetz.
Dies zeigt man durch ein Gegenbeispiel :

( [-1,1]
-1

{( [-~i 1]

[0\] ) {(~ ~)(~1~1)}= ( [0\]
1

)(
1 1

)}(
-1 0

) _ ( [-1,3]
[0,1] 01 1 -1 - [0,1]

[-2,0] )[0,1] ,

[-2,0] )[0,1] .

Es gilt jedoch stets

[A](BC) ~ ([A]B) C,

(A[B])[C] ~ A([B][C]) für

[A]([B]C)~ ([A][B]) C,

A([B] C) = (A[B]) C,

[A]([B][C])= ([A][B])[C] für

[A]([B]ei)= ([A][B])ei, falls

[Cl = -[c],

[B]= -[B] und [C]= -[C],
eZ den i-ten Einheitsvektor bezeichnet.

Diese Aufzählung ist nicht vollständig.
Wir beweisen die letzte Beziehung, die anderen sind in [5] bewiesen worden.
Dazu bezeichnen wir die Spalten von [B] mit [b]i, i = 1, . . ., n. Dann gilt

[B]ei = ([bP, [bF,..., [br)ei = [b]i

und damit

[A]([B]ei) = [A][bf

Andererseits haben wir

([A][B])ei = ([A][bP,. . ., [A][br)ei = [A][b] i .

Der Durchschnitt zweier Intervallmatrizen bzw. Intervallvektoren ist über die Elemente

bzw. Komponenten definiert:

[A] n[B] = ([aij] n [bij]),

[aln [b]= ([adn [bd).
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Durchmesser, Betrag und Abstand bei Intervallmatrizen und Intervallvektoren sind
ebenfalls über die Elemente bzw. Komponenten definiert:

w([A]) = (w([aij])),

I[A]I = (I[aij]l),

q([A], [B]) = (q([aij], [bij])).

Durchmesser, Betrag und Abstand von Intervallmatrizen sind also reelle Matrizen.
Die entsprechenden Begriffe für Intervallvektoren sind reelle Vektoren. Ungleichungen
zwischen reellen Matrizen bzw. reellen Vektoren sind elementweise bzw. komponen-
tenweise zu verstehen. Für zwei reelle Vektoren x = (xd und y = (yd gilt also

x ::; y {:} Xi::; Yi, i = 1, 2,..., n.

Wir kommen nun zu unserem Ausgangsproblem zurück:
Gegeben sind eine Intervallmatrix [A] und ein Intervallvektor [b]. Wir setzen voraus,
daß alle Punktmatrizen A E [A] nichtsingulär sind. Eine Intervallmatrix [A] mit dieser
Eigenschaft bezeichnen wir als regulär. Die Menge

S:= {x ERnlAx = b, A E [A], bE [b]}

bezeichnen wir dann als Lösungsmenge des linearen Intervallgleichungssystems.
Als lineares Intervallgleichungssystembezeichnen wir dabei die Gleichung [A][x] = [b].

Wir sind aber nicht an der Bestimmung eines Intervallvektors [x] interessiert, der
diesem System genügt, sondern an einem Intervallvektor, der die Lösungsmenge S
einschließt. Ein Intervallvektor [x], der der Gleichung [A][x]= [b] genügt, schließt i.a.
S nicht ein. Dies zeigt das einfache

Beispiel 6 Gegeben ist

[A][xJ = [b]

mit [A] = [1,2], [b]= [1,6].
Es ist

1
S = {x E RI ax = b, a E [a], bE [b]}= [2,6].

Andererseits erfüllt [x] = [1,3] die Gleichung [A][x]= [b]. Es ist jedoch [x] eine echte
Teilmenge von S. 0

Die Lösbarkeit der Gleichung [A][x] = [b] in dem Sinne, daß es ein [x] gibt, welches
dieser Gleichung genügt, wurde für n = 1 in [28] untersucht. Anwendungen dieser
Problemstellung sind nicht bekannt.

Der nächste Satz gibt drei äquivalente Aussagen dafür an, daß ein reeller Vektor x
zur Lösungsmenge Seines Intervallgleichungssystems gehört.
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Satz 3 Es sei m([A)) die reelle Matrix, die man erhält, indem man elementweise
den Mittelpunkt von [A] bildet. Entsprechend sei m([b)) definiert. Dann sind die drei
folgenden Aussagen äquivalent:

a) x E S.

b) im([A))x - m([b)) I ::; ~w([A))lxl + ~w([b)).

c) [A]xn [b] =I 0.

0

Die Äquivalenz a) <=>b) ist als Satz von Oettli-Prager bekannt. Siehe dazu [26]. Die
Äquivalenz b) <=> c) wurde von Beeck in [11] bewiesen.

Zur genaueren Charakterisierung von S zerlegen wir den Rn in seine abgeschlossenen
Orthanten Ok, k = 1,2,..., 2n. Diese sind eindeutig festgelegt durch die Vorzeichen

Skj E {-I, I}, j = 1,...,n der Komponenten seiner inneren Punkte. Falls daher 0
einen festen Orthanten bezeichnet, der durch die Vorzeichen SI, . . . ,Sn festgelegt ist,
so gilt für x = (xd E 0

x. > 0 falls s. = 1J - J,

Xj ::; 0 falls Sj = -l.

Für die gegebene Intervallmatrix [A] = ([aij)) mit [aij] = [Q.ij,aij], setzen wir nun

{

a..-ZJ
Cij:= aij

falls Sj = 1
falls Sj = -1,

und

{
aij

di J.:= a..-ZJ

falls Sj = 1
falls Sj = -1.

Mit dem gegebenen Intervallvektor [b]= ([bd), [bd = [Qi,bd, definieren wir dann die
Halbräume Hi und Hi durch

n -

}

lL := {x E Rnl Lj=1 CijXj ::; bd
i = 1,2,.. ') n.

Hi := {x E Rnl L7=1 dijxj 2: bd

Man beachte, daß die Hi und Hi von dem (festgewählten) Orthanten abhängen.

Satz 4 Es sei [A] eine reguläre Intervallmatrix und 0 ein festgewählter Orthant des
Rn. Dann gilt

n

sno=n(HinHdno.
i=l

Falls die Menge SnO nichtleer ist, so ist sie konvex, kompakt, zusammenhängend und
ein Poly top.
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y

-1

1

5

x
1

-1

Abbildung 4.1 Die Lösungsmenge 5 von Beispiel 7

5 ist kompakt, zusammenhängend, aber i. a. nicht konvex.

5 ist die Vereinigung von endlich vielen konvexen Polytopen.
0

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [7]. Wir betrachten nun ein Beispiel, welches
insbesondere zeigt, daß 5 nicht konvex sein muß.

Beispiel 7 Es sei

[A]= ([-:'1] ~ ), [b]= ( [-~,1] ).
Dann ist

5 = {(x, y)llyl ~ 1, lxi ~ I}.

5 ist in Abbildung 4.1 dargestellt. 0

Man kann zeigen, daß man die Lösungsmenge 5 eines Intervallgleichungssystems beim
Vorliegen einer regulären Intervallmatrix [A] mit Hilfe der Formeln für den Gaußschen
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Algorithmus einschließen kann, vorausgesetzt, er ist durchführbar. Diese Einschlies-
sung ist keinesfalls selbstverständlich, da ja die Idee dieses Verfahrens bei Punktglei-
chungssystemen darauf beruht, daß man in einem Körper rechnet, andererseits die
Körpereigenschaften für die Intervallverknüpfungen nicht alle gelten. Einen Beweis
findet man in [5].

In algorithmischer Schreibweise läßt sich der Gaußsche Algorithmus für die Inter-
vallmatrix [A]l := [A] = ([aijF) und den Intervallvektor [bP := [b]= ([bi]l) folgen-
dermaßen schreiben:

für k = l(l)(n - 1) do
begin

for i = (k + 1)(1)n do
begin

for j = (k + 1)(1)n do

[ ]k+l.-
[ ]

k
[ ]

k [aik]k
aij .- aij - akj -

[ ]
k

aH

[b.]k+l .= [b. ]k - [b ]
k [aik]k

z . z k
[ ]

k
aH

end;

für I = 1(1)k dü
begin

für j = l(l)n dü
[alj]k+1 := [alj]k
[bdk+l := [bdk

end;
end;

[xn] = [bn]nj[ann]n
für i = (n - 1)(-1)1 dü

[Xi] = ([bi]n- I::i=i+1[aij]n[Xj))j[aii]n.
Dabei haben wir vorausgesetzt, daß keine Division durch ein Intervall auftritt, welches
die Null enthält. In diesem Falle sagen wir, daß der Gaußsche Algorithmus durchführ-
bar ist. Die Durchführbarkeit hängt nicht von der rechten Seite [b]ab.

Definiert man die Intervallmatrizen

1

0

, 1 :Sk :S n - 1,[C]k :=

0
1

[ak+l,k]k 1
[aH]k

0

[ank]k 1
- [aH]k
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so läßt sich der mit dem Gaußschen Algorithmus berechnete Intervallvektor [x] schrei-
ben als

[x] = [D]I([TP([Df([T]2(. . . ([Dr-1([Tr-1([D]n[b]). . .),

wobei

[b]= [Cr-1([Cr-2(... ([CF([CP[b]). . .).

Diese Darstellung wurde von H. Schwandt [34] angegeben. Wir bezeichnen den so be-
rechneten Vektor [x] gelegentlich auch als IGA([A], [b]) ( "Intervallmäßiger Gauss'scher
Algori thmus" ).
Mit Hilfe der Intervallmatrizen [C]k, [D]k und [TY definieren wir eine Intervallmatrix
IGA([A]) durch

IGA([A]) = [DP([TP(... ([Dr-1([Tr-1([Dr([Cr-1(... ([Cf[CP).. .).

Man beachte, daß in der Darstellung von IGA([A], [b]) bzw. von IGA([A]) die runden
Klammern i.a. nicht weggelassen oder vertauscht werden können, da die Multiplikation
von Intervallmatrizen nicht assoziativ ist.

Wir geben einige Eigenschaften von IGA([A], [b]) und IGA([A]) an:

1) [A] ~ [B], [b]~ [c]=> IGA([A], [b]) ~ IGA([B], [c]),

2) IGA(A, [b]+ [c]) = IGA(A, [b])+ IGA(A, [c]),

3) IGA(A)[b] = A -1 [b] ~ IGA(A, [b]),

4) w([a]):S a w([b]) => w(IGA(A, [a])) :Sa w(IGA(A, [b])),

1

0
1

[D]k I

1
I, l:Sk:Sn.-

[akk]n
1

0
1

L

und

1 0

[T]k I

1 -[ak,k+1]n ...
-[akn]n I, 1:S k :S n - 1,

.-.-
1 0

0
1
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5) IGA([A], b) ~ IGA([A))b,

6) Es sei ei der i-te Einheitsvektor. Dann gilt
IGA([A], ei) = IGA([A))ei,

Beweise von 1) - 4) findet man in [5], 5) und 6) sind in [2] bewiesen worden.

Die Frage der Durchführbarkeit des Gaußschen Algorithmus bei Intervallgleichungs-
systemen, ist bisher nicht zufriedenstellend beantwortet. Es gibt Beispiele von Inter-
vallmatrizen, die keine singuläre Punktmatrix enthalten, für die jedoch der Gaußsche
Algorithmus für jede mögliche Pivotwahl abbricht (Division durch ein Nullintervall!)l.
Man interessiert sich daher für hinreichende Kriterien für die Durchführbarkeit. Wir

geben ein solches Kriterium an.

Satz 5 Aus der Intervallmatrix [A] = ([aij)) werde die reelle Matrix B = (bij) gebildet
durch

b.. .-
{

min{laijll aij E [aij]}
Z] .- -1[aij]1

. .
1,=]

if-j'

Ist Beine M -Matrix, so ist der Gaußsche Algorithmus mit der Matrix [A] (und be-
liebigem Vektor [b]) ohne Zeilen- und/oder Spaltenvertauschungen durchführbar.

0

Zur Definition einer M-Matrix konsultiere man Varga [36]. Den Beweis von Satz 5
findet man in [5].
Eine nahezu vollständige Zusammenstellung von bis 1992 bekannten Resultaten über
den Gaußschen Algorithmus bei Intervallgleichungssystemen findet man bei Mayer
[22].

Wir betrachten nun ein lineares Intervallgleichungssystem mit einer symmetrischen
Intervallmatrix, d.h., es gilt

[A]= [Af.

Ist die Intervallmatrix [A] regulär, was wir nachfolgend stets voraussetzen wollen, so
definieren wir als symmetrische Lösungsmenge Ssym die Menge

Ssym := {x E Rnl Ax = b, A E [A], A = AT, bE [b]}.

Offensichtlich ist Ssym ~ S, und nur in speziellen Fällen gilt das Gleichheitszeichen.
In [7] wurde gezeigt, daß Ssym kompakt und zusammenhängend ist. Außerdem findet
man dort für den Fall von n = 2 Gleichungen und Unbekannten eine vollständige
Beschreibung der Menge Ssym, auf die wir jetzt eingehen:
Es sei jetzt also n = 2. Wir wählen wie in Satz 4 einen festen Orthanten, der durch

die Vorzeichen SI,. . . , Sn der Komponenten seiner inneren Punkte festgelegt ist. Die

1 Für (2, 2)-Systeme kann diese Situation nicht auftreten. Siehe dazu [5].
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Halbebenen Hi und Hi seien wie in Satz 4 definiert. Außerdem definieren wir die
Vektoren e und f E R2 durch

{

b.-z

ei:= bi

{

b.
fi:= b~-z

falls
falls

falls
falls

Si = 1,
Si = -1,

Si = 1,
Si = -1.

Damit definieren wir die Mengen

C- := {x E R21 Q.llxi - a22x~ - !Ix! + e2X2 :S O},

c+ := {x E R21 allxi - Q.22X~ - e!x! + hX2 ~ O}.

Offensichtlich besitzt jede dieser Mengen einen Kegelschnitt als Rand, falls Q.i!+a~2 =F

0 im Falle von C- und aI! + Q.~2-I-0 im Falle von C+.

Mit diesen Definitionen gilt nun

Satz 6 Es sei [A]= [Af regulär und n = 2. 0 sei ein fester Quadrant des R2. Dann
gilt

Ssym nO = SnOnC- nC+.

Ist die Menge Ssym nO nichtleer, so ist sie kompakt, aber nicht notwendig konvex.
0

Den Beweis von Satz 6 findet man in [7]. In einer demnächst erscheinenden Arbeit [8]
wird das Resultat aus Satz 6 sinngemäß für n > 2 verallgemeinert. Die Beweismethode
unterscheidet sich wesentlich von der im Falle n = 2 verwendeten.

Für lineare Intervallgleichungssysteme mit einer symmetrischen Intervallmatrix ist
es naheliegend, zu versuchen, mit einer sinngemäßen Verwendung des Cholesky-
Verfahrens eine Einschließung der symmetrischen Lösungsmenge Ssym zu berechnen.
Dabei wird, abgesehen von der Wurzelbildung, der Aufwand auf die Hälfte reduziert.
Wir benötigen zunächst explizit eine Erklärung, wie man für ein Intervall [a] = [Q.,a]
die Wurzel zieht und das Quadrat bildet:

1) Sei Q.~ O. Dann setzen wir

~:= [h,0i].
Es gilt

~ = {val a E [an.

2) Wir setzen für [a]= [Q.,a]

{

[Q.2,a2]
[aF:= [min(Q.2,a2),max(Q.2,a2)]

[a2, Q.2]

für
für

für

Q.~ 0,
Q.a < 0,
a< O.
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Es gilt
[a]2 = {a21 a E [a]}.

Beide Definitionen stehen im Einklang mit den in Abschnitt 4.2 eingeführten inter-
vallmäßigen Auswertungen für unäre Operationen in R.

Das Cholesky-Verfahren für ein Intervallgleichungssystem besteht nun - wie bei
Punktgleichungssystemen - aus drei Hauptschritten, die wir jetzt in algorithmischer
Form angeben:

Chülesky-Verfahren für Intervallgleichungssysteme:

Schritt 1: "LLT -Zerlegung"

für j := 1 tü n dü

(
. 1

)
1/2

[ljj]:= [ajj]-Lt~l[ljkF ;

für i := j + 1 to n do

[lij] := ([aij] - L{~~[lik][ljk]) /[ljj];

Schritt 2: "Vorw ärtssu bsti tu tion"

für i := 1 to n do

[Yi] := ([bd - Lj-==~[lij ][Yj]) /[lii];

Schritt 3: "Rückwärtssu bsti t ution"

für i := n downtü 1 do

[xdC := ([Yi]- L7=i+1[lji][XjJC) /[lii];
ICh([A], [b]):= [xJC.

Für die Cholesky-Zerlegung A = LLT einer reellen symmetrischen Matrix A E [A]
gilt mit der im Cholesky-Verfahren berechneten Intervallmatrix [L] die Beziehung
A = LLT E [L][L]T. Außerdem gilt [A] ~ [L][L]T, aber nur in Ausnahmefällen gilt
das Gleichheitszeichen. Die wichtigste Eigenschaft enthält der nächste Satz.

Satz 7 Das Cholesky- Verfahren sei durchführbar, d.h., ICh([A], [b]) existiert für eine
gegebene symmetrische Intervallmatrix [A] = [A]T (und einen beliebigen Intervallvek-
tor [b)). Dann gilt

Ssym ~ ICh([A], [b]).

0

Den Beweis findet man in [6].
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Wir gehen nun auf die Durchführbarkeit des Cholesky- Verfahrens bei linearen Inter-
vallgleichungssystemen näher ein. Diese ist nicht mehr gewährleistet, falls im ersten
Teil bei der Wurzelbildung ein Intervall als Radikand auftritt, das die Null enthält.
Für ein Punktgleichungssystem mit symmetrischer Koeffizientenmatrix A ist das
Cholesky-Verfahren bekanntlich genau dann durchführbar, wenn A positiv definit ist.
Das nachfolgende Beispiel zeigt, daß für symmetrische Intervallmatrizen das Cholesky-
Verfahren nicht notwendig durchführbar ist, wenn alle symmetrischen Punktmatrizen
aus dieser Intervallmatrix positiv definit sind.

Beispiel 8 Es sei

[A]=
(

[~]

[a]

[a]
1

[a]

[a]

)
[a]
1

mit [a] = [0,~].3

Für jede reelle symmetrische Matrix A E [A], d.h. für

(

la b

)
A= a 1 c

b c 1

2

mit a, b, cE [0, "3]

ist A positiv definit.
Führt man das Cholesky-Verfahren mit der Intervallmatrix [A] durch, so kann [133]
nicht berechnet werden, da der Radikand

2 2 11
[a33] - [131] - [l32] = [--,1]45

die Null enthält. Einzelheiten findet man in [6].
0

Wir geben nun ein erstes hinreichendes Kriterium für die Durchführbarkeit des
Cholesky- Verfahrens an.

Satz 8 Aus der symmetrischen Intervallmatrix [A] = [A]T mit [A] = ([aij]) werde die
reelle Matrix B = (bij) gebildet durch

b.. -
{

min{laijll aij E [aij]}
tJ - -I[aij]I

z =],

, i=/:; j.

Es sei f!ii > 0, i = 1,2,..., n. Ist dann Beine M -Matrix, so ist das Cholesky-
Verfahren mit der Intervallmatrix [A] (und beliebiger rechter Seite [b]) durchführbar.

0

Zur Definition einer M -Matrix konsultiere man wieder Varga [36]. Den Beweis von
Satz 8 findet man in [6].
Wie weitgehend Satz 8 ist, zeigt das nachfolgende Korollar, das aus Satz 8 folgt und
ebenfalls in [6] bewiesen wurde.
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Korollar 9 Es sei [A] = [A]T mit {lii > 0, i = 1,2, .. ., n, und B sei wie in Satz 8
definiert. Dann ist in jedem der nachfolgend genannten Fälle das Cholesky- Verfahren
mit der Intervallmatrix [A] (und beliebiger rechter Seite [b]) durchführbar:

a) B ist streng diagonal dominant,

b) B ist irreduzibel diagonal dominant,

c) B ist regulär und diagonal dominant,

d) B ist positiv definit.

0

Zur Formulierung eines weiteren Kriteriums setzen wir voraus, daß für die symme-

trische Intervallmatrix [A] = [A]T das Cholesky-Verfahren durchführbar ist. Mit der
berechneten unteren Dreiecksmatrix [L] bilden wir dann eine reelle untere Dreiecks-
matrix I = (~j) durch

- -

{
min{ Ilij IIlij E [lij]}

lij - -I[lij]j

, l =],
, sonst.

I ist nichtsingulär , und es gilt I-I 2: o.

Wir setzen nun

I[Afl := (IT) -1 I-I.

Dann gilt

Satz 10 [A] und [B] seien symmetrische Intervallmatrizen. Das Cholesky- Verfahren
sei mit [Al (und beliebiger rechter Seite) durchführbar. Gilt

p (I[Afl q([A],[B))) < 1,

so ist das Cholesky- Verfahren mit der Intervallmatrix [B] (und beliebiger rechter Seite
[b]) durchführbar. Dabei bezeichnet q([A], [B)) den eingangs dieses Abschnittes ein-
geführten Abstand der beiden Intervallmatrizen [A] und [B] und p(.) den Spektralra-
dius einer Matrix.

0

Den Beweis dieses Satzes findet man in [7].
Wir erläutern diesen Satz durch ein Beispiel aus [7], welches insbesondere zeigt, daß
Satz 10 anwendbar sein kann, wenn dies für Satz 8 nicht gilt.

Beispiel 9 Es sei

[B] = 0
2
4

[0,2] [°>])
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Für die in Satz 8 definierte Matrix B gilt B(l, 1, 1f = 0, so daß B singulär, also sicher
keine M -Matrix ist. Mit Satz 8 kann also nicht die Durchführbarkeit des Cholesky-
Verfahrens mit der Intervallmatrix [B] gefolgert werden. Wir betrachten nun die in
[B] gelegene reelle Matrix

(

422

)
A= 2 4 1 .

214

Diese kann als spezielle Intervallmatrix aufgefaßt werden. Da A irreduzibel diagonal
dominant ist, ist A positiv definit und damit das Cholesky-Verfahren für A durchführ-
bar.
Man erhält

(

2 0 0

)
L= 1 V3 0

1 0 V3

und somit für die vor Satz 10 definierte Matrix L,

(

2 0 0

)
1= -1 V3 0 .

-1 0 V3

Damit ergibt sich

1-1 = V3

(

V3 0 0

)6 1 2 01 0 2

und

-1 1

(

5 2 2

)
jAcI = (IT ) 1-1 = - 2 4 0 .

12 2 0 4

Mit

(

0 0 0

)
q(A, [B])= 0 0 1

010

erhalten wir schließlich die Matrix

(

011

)IAcl q(A,[B]) = ~ 0 0 2 ,020

deren Spektralradius offensichtlich kleiner als eins ist. Satz 10 garantiert somit die

Durchführbarkeit des Cholesky-Verfahrens für die Matrix [B] (mit beliebiger rechter
Seite) .

0

Wählt man in Satz 10 speziell für [A] den Mittelpunkt der Intervallmatrix [B], d.h.
[A] = m([B]), so erhält man das folgende
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Korollar 11 Die Matrix m([B]) der symmetrischen Intervallmatrix [B] sei positiv
definit, und es gelte

p (Im([B]f I w([B])) < 1.

Dann ist das Cholesky-Verfahren mit der Intervallmatrix [B] (und beliebiger rechter
Seite [b]) durchführbar.

0

Den Beweis findet man in [7].

Wie oben gezeigt, gilt im Falle der Durchführbarkeit des Cholesky-Verfahrens

Ssym ~ ICh([A], [b]).

Wir wissen außerdem, daß stets

Ssym ~ 5

und (im Falle der Durchführbarkeit)

5 ~ IGA([A], [b])

gilt.
Diese Relationen legen die Vermutung nahe, daß

ICh([A], [b]) ~ IGA([A], [b])

gilt. Überraschenderweise ist dies i.a. nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 10 Es sei

[A] = ( [1,4] [0,1] ) [b] = (
2

)[0,1] 3' [0,2]'

Dann erhält man

ICh([A], [b])= ( [0,3] )[-1,1] ,

IGA([A], [b])= ( [0.25,3]
)[-1,1] .

Es gilt also sogar
IGA([A], [b]) ~ ICh([A], [b]),

wobei in der ersten Komponente die echte Inklusion gilt.
0

Durch Anwendung des Cholesky-Verfahrens kann man gegenüber dem Gaußschen Al-
gorithmus den Aufwand wie bekannt auf etwa die Hälfte reduzieren, es ist jedoch nicht
garantiert, daß man damit eine bessere Einschließung von Ssym erhält.

r
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Unter speziellen Voraussetzungen liefert das Cholesky-Verfahren die bestmögliche
Einschließung von Ssym. Zur Formulierung dieses Ergebnisses definieren wir zunächst
für eine beschränkte Menge M ~ Rn als Intervallhülle DM den kleinsten Intervall-
vektor, welcher M einschließt. Damit gilt nun

Satz 12 Es sei [A] = [A]T eine Intervall-M -Matrix (d.h., alle Punktmatrizen aus [A]
seien M -Matrizen). Für die rechte Seite [b]= [Q, b] gelte entweder Q2: 0 oder 0 E [b]
oder Q::; O. Dann folgt ICh([A], [b])= OSsym. -

0

Den Beweis findet man in [6].

Mit [A] = [A, A] läßt sich ICh([A], [b]) = OSsym in diesem Falle sogar explizit an-
geben:

ICh([A], [b]) =
[A -1"Q, A -lb]

[A -lQ, A-1b]

[A -1 Q, A -lb]

, b::; 0,

,OE [b],

, Q2: O.

Barth und Nuding haben in [9] gezeigt, daß diese Darstellung für eine belie-
bige Intervall- M -Matrix und unter den gleichen Voraussetzungen für [b] auch für
IGA([A], [b])gilt. Dies ergibt sofort den Beweis für das folgende

Korollar 13 Es sei [A] = [A]T eine Intervall-M -Matrix und für [b] gelte entweder

Q2: 0 oder 0 E [b]oder b ::; O. Dann gilt

ICh([A], [b])= OSsym = OS = IGA([A], [b]).

0

Wir weisen abschließend darauf hin, daß es auch eine ganze Reihe von Iterationsver-
fahren gibt, mit deren Hilfe man Einschließungen für die Lösungsmenge eines linearen
Intervallgleichungssystems berechnen kann. Dieser Problemkreis wird in [5] ausführ-
lich behandelt. Siehe dazu auch [13].

4.5 Einschließung der Lösung nicht linearer Glei-
chungssysteme

Einleitend betrachten wir eine Gleichung mit einer Unbekannten. Wir setzen voraus,
daß die reelle Funktion

f : [x] C DeR -T R
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auf D differenzierbar ist und daß die Ableitung f' für [x] intervallmäßig auswertbar ist
und nicht die Null enthält. Besitzt dann feine Nullstelle x* in [x], so gilt mit einem
beliebigen x E [x] der Mittelwertsatz,

fex) - f(x*) = I(x) = 1'(0 (x - x*),

und somit im Falle f'(~) I- 0,
* I( x)

x = x - I' (~)"

Wegen f' (~) E I([x]) folgt mit der Inklusionseigenschaft

* fex) fex)
x =x - f'(~) E x - I'([x])

und damit
*

{
f( x)

}x E x - f'([x]) n [x].

Setzt man [x]O:= [x] und bezeichnet man mit m([x]) einen beliebig gewählten Punkt
aus [x] (gewöhnlich wählt man den Mittelpunkt, daher erklärt sich die Bezeichnung),
so erhält man durch wiederholte Anwendung des obigen Vorgehens das folgende Ite-
rationsverfahren zur fortwährenden EinschIießung von x*:

[ k+l -

{
([ ]

k
)

I (m([x]k))

}
[ ]

k k -. 2
x] - m x - I'([x]k) n x, - 0,1, ,... .

Dieses Verfahren wird als Intervall-Newton- Verfahren bezeichnet. Es ist unter den
genannten Voraussetzungen wohldefiniert (d.h., der Durchschnitt wird nicht leer), es

gilt I E [x]k und lim [x]k = x*. Außerdem konvergiert die Folge der Durchmesser 1k --+00

{W([xJk)}k=O unter naheliegenden Voraussetzungen quadratisch gegen Null. Beweise
dafür und eine Reihe weiterer Verfahren zur Einschließung von Nullstellen einer Funk-

tion einer reellen Variablen findet man in [5].

Die Intervallfunktion

f(y)
N([x]) := y - rrtrl\ , Y E [x] E IR,

wird als Intervall-Newton-Operator bezeichnet. Er besitzt die interessante Eigen-
schaft, daß man mit ihm die Existenz bzw. die Nichtexistenz einer Nullstelle x* von
I in [x] nachweisen kann. Es gilt nämlich:

1. Ist N([x]) für ein Intervall [x] E IR definiert und gilt

N([x]) ~ [xl,

so besitzt I in [x] genau eine Nullstelle X*.
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2. Ist N([x]) für ein Intervall [x] E IR definiert und gilt

N([x]) n [x] = 0 (leere Menge),

so besitzt f in [x] keine Nullstelle.

Auf die Beweise dieser interessanten Eigenschaften gehen wir nicht ein, da sie als Spe-

zialfall in den Ergebnissen enthalten sind, die man für den Intervall-Newton-Operator
bei Gleichungssystemen erhält. Damit wollen wir uns jetzt näher beschäftigen.

Gegeben sei eine Abbildung

f : [x] C D ~ Rn ~ Rn.

Wir setzen voraus, daß die partiellen Ableitungen von f in D existieren, stetig sind
und daß die intervallmäßige Auswertung J'([x]) der Jacobimatrix J'(x) existiert. Wir
wählen y E [x]fest.
Dann gilt

f(x) - f(y) = l(x) (x - y), x E [x]

mit

l(x) = 11 f'(y + t(x - y)) dt.

1 ist bei festem y eine stetige Funktion von x. Wegen t E [0,1]gilt y + t(x - y) E [x]
und daher l(x) E J'([x]).
Wir definieren nun

N([x]) = y - IGA(f'([x]) , f(y)), y E [x],

als Intervall-Newton-Operator. Für n = 1 stimmt dieser mit der oben für diesen Fall
angegebenen Definition überein.
Für N([x]) gelten nun die folgenden Aussagen.

Satz 14 Sei f : D ~ Rn ~ Rn eine stetig differenzierbare Abbildung. Die in-

tervallmäßige Auswertung f'([x]) existiere für ein [x] ~ D. Es sei y E [x] und

IGA(f'([x]), f(y)) existiere.
Dann gilt:

1) Falls f eine (notwendig eindeutige) Nul/stel/e x* in [x] besitzt, dann gilt

x* E N([x]).

2) Falls
N([x]) n [x] = 0 (leere Menge),

so besitzt f in [x] keine Nul/stel/e.
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3) Falls
N((x]) ~ (x],

so besitzt f in (x]genau eine Nu llstelle.

Beweis.

1) Seien x* und x** zwei Nullstellen von f in (x]. Dann gilt

0 = f(x*) - f(x**) = l(x*)(x* - x**),

wobei l(x*) wie oben definiert ist. Nach Voraussetzung existiert IGA(f'((x]), f(y»,
d.h., f'((x]) enthält keine singuläre Matrix.
Da J(x*) E f'((x]), folgt daher x* = x**.
Für ein beliebiges y E (x] gilt

f(x*) - f(y) = - f(y) = l(x*)(x* - y).

Wegen J(x*) E J'((x]) ist l(x*) nichtsingulär, und es gilt

x* = y - l(X*)-l f(y)

E Y - IGA(J'((x]) , f(y» =N((x]).

Dabei haben wir die Inklusionseigenschaft der Intervallrechnung verwendet.

2) Der Beweis folgt sofort wegen 1).

3) Wegen der Durchführbarkeit des Gaußschen Algorithmus mit J'((x]) als Koef-
fizientenmatrix, enthält J'((x]) keine singuläre Matrix, insbesondere ist lex) (bei fest-
gewähltem y) nichtsingulär.
Wir betrachten nun die Abbildung

p : (x] ~ D ~ Rn --+ Rn

mit

p(x) = x - J(x)-l fex), xE D.

Es folgt

p(x) = x - J(x)-l f(y) + J(x)-I(J(y) - fex»~

= x - J(x)-l f(y) + J(x)-l l(x)(y - x)

=y - J(x)-l f(y)

E Y - IGA(J'((x]), f(y» = N((x]) ~ (x].

Die stetige Abbildung p bildet somit die nichtleere konvexe und kompakte Menge (x]
in sich ab. Aufgrund des Brouwerschen Fixpunktsatzes besitzt f in [x] eine Nullstelle
X*. Die Eindeutigkeit von x* folgt wie im ersten Teil des Beweises.

0
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Wir setzen nun voraus, daß wir einen Intervallvektor [x] gegeben haben, der eine
Nullstelle x* von

f : [x] C D ~ Rn -+ Rn

enthält. f wird in D als stetig differenzierbar vorausgesetzt. f'([x]) existiere, und
der Gaußsche Algorithmus mit f' ([x)) sei durchführbar. In Satz 14 haben wir gezeigt,
daß unter diesen Voraussetzungen x* eindeutig ist. Es sei m([x]) ein beliebig aus
[x] gewählter reeller Vektor. Dann betrachten wir mit [x]O := [x] das sogenannte
Intervall-N ewton- Verfahren

[X]k+l = {m([x]k) - IGA (J'([x]k), f(m([x]k)))} n [xt, k = 0, 1,2,...,

welches für n = 1 mit dem eingangs angegebenen Intervall-Newton-Verfahren für eine
Gleichung und eine Unbekannte übereinstimmt.
Wegen x* E [x]Ogilt nach 1) aus Satz 14

x* E m([x]k) - IGA (J'([x]k), f(m([x]k)))

und damit x* E [x]k+l ~ [x]k. Durch vollständige Induktion zeigt man

x* E [x]k, [x]°;2 [xP ;2 . . . ;2 [x]k;2 [x]k+l;2 . .. .

Alle Iterierten enthalten also x*, und die ineinander geschachtelte Folge von Interval-
len ist konvergent.

H. Schwandt hat in [34] ein Beispiel angegeben, welches zeigt, daß für n > 1 im
Gegensatz zum Fall n = 1 i.a. nicht lim [x]k = x* gilt. Der Grenzwert der Folge

k-+oo

{[x]k} ~=o kann also ein echter Intervallvektor sein. Unter zusätzlichen Voraussetzun-
gen kann dies ausgeschlossen werden. Dies ist eine Teilaussage des nächsten Satzes.

Satz 15 Für die in D stetig differenzierbare Abbildung

f : [x] C D ~ Rn -+ Rn

existiere für [x]O := [x] die intervallmäßige Auswertung f'([x]) der Ableitung. Der
Gaußsche Algorithmus sei mit f'([x]O) durchführbar. Dann gilt:

1) Es sei

A = 11 - IGA(J'([x]O)) . f'([x]O)1

und

B = w(IGA(J'([x]O))) .If'([x]O)I.

Ist dann p(A) < 1 oder p(B) < 1 (p bezeichnet den Spektralradius) und besitzt f in
[x]Oeine (notwendig eindeutige) Nullstelle, so gilt x* E [x]k und lim [x]k= x* für die

k-+oo
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Iterienen des Intervall-Newton- Verfahrens.

2) Ist mit den obigen Matrizen p(A) < 1 oder p(B) < 1] und besitzt f in [x]O
keine Nullstelle] so gibt es ein ko 2: 0] so daß

{m([xtO) - IGA(J' ([x]ko),f( m([x]kO)))}n [x]ko= 0,

d.h.] das Intervall-Newton-Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten wegen leeren
Durchschnitts ab.

0

Die Voraussetzungen p(A) < 1 und p(B) < 1 bedeuten im wesentlichen, daß
der Intervallvektor [x]o komponentenweise hinreichend kleine Durchmesser besitzt.
Für w([x]O) -+ 0 gilt ja IGA(J'([x]O» . f'([x]O) -+ I, d.h., A -+ 0 und B =
w(IGA(J'([x]O») '1f'([x]O)I-+ 0, so daß p(A) < 1 und p(B) < 1 für genügend kleine
Durchmesserkomponenten gelten.
Den Beweis dieses Satzes findet man in [4]. Unter naheliegenden Voraussetzungen für
f kann man zeigen, daß im Falle 1) die Folge {[x]k} ~=o quadratisch gegen x* konver-
giert. Analog erfolgt im Falle 2) "die Divergenz" quadratisch. (Für eine Präzisierung
dieses Resultates informiere man sich in [4].)

Einen Intervallvektor [x]O, der eine Nullstelle x* von f enthält, kann man z.B. mit

einem in [4] diskutierten Vorgehen bestimmen.

Führt das Intervall-Newton-Verfahren auf ein Intervallgleichungssystem mit einer
symmetrischen Koeffizientenmatrix, so kann man anstelle des Gaußschen Algorith-
mus das im letzten Abschnitt diskutierte Cholesky-Verfahren verwenden. Die Durch-
führbarkeit vorausgesetzt, lassen sich ähnliche Aussagen wie in den Sätzen 14 und 15
herleiten. Symmetrische Koeffizientenmatrizen erhält man z.B. bei nichtlinearen Glei-
chungssystemen, die durch Diskretisierung von gewissen Randwertaufgaben entstehen.

4.6 Schlußbernerkungen

Bei der praktischen Durchführung der in dieser Arbeit beschriebenen Methoden auf
einer Rechenanlage, werden Rundungsfehler eingeschleppt. Man muß daher die In-
tervalloperationen so organisieren, daß durch Außenrundung diese miterfaßt werden.
Eine systematische Behandlung dieser Problemstellung erfolgt in [19]. Darüber hinaus
ist es wünschenswert, daß die Intervallrechnung in höheren Programmiersprachen zur
Verfügung steht. Dazu verweisen wir auf z.B. [35]und die dort angegebene Literatur.
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