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Vorwort

Dieses Buch richtet sich an Studenten in Angewandter Mathematik, welche ihre Kennt-
nisse in Numerischer Mathematik vertiefen mochten, und gleichzeitig an Wissenschaft-
ler, welche einen kurzen Einblick in teilweise neuere Disziplinen der Numerik gewinnen
wollen. Damit kann es sowohl als Vorlage fiir Spezialveranstaltungen und Seminare
dienen, als Vertiefungsliteratur fiir Diplomanden in Numerischer Mathematik und auch
als Informationsquelle fiir Dozenten und Wissenschaftler. Die Stoffauswahl geschah so,
daB es sich groBitenteils um neuere Disziplinen handelt, die im letzten Jahrzehnt an
Bedeutung innerhalb der computerorientierten Numerik gewonnen haben. Erfahrungs-
gemafl dauert es in der Regel etwa 15-20 Jahre, bis sich solche neueren Entwicklungen
in den Standardlehrbiichern niederschlagen. Das vorliegende Buch soll diesen Mangel
tiberbriicken helfen. Dies trifft z. B. zu fiir das Gebiet des Automatischen Differenzie-
rens, des Symbolischen Rechnens, der asynchronen Iterationsverfahren, der linearen
differentiell-algebraischen Gleichungen und der Gleitkommastandards. Daneben gibt
es auch Gebiete, welche schon seit langerer Zeit aktuell sind, aber in der Standard-
literatur zu kurz kommen. Hierzu gehort das Gebiet der Intervallmethoden und die
Bestimmung der Konvergenzordnung von iterativen numerischen Prozessen. Alle die
genannten Gebiete sind in Form von unabhéngigen Kapiteln in diesem Band vertreten
und jewells von ausgewiesenen Wissenschaftlern auf diesen Gebieten verfafit, was die
Aktualitit und die Kompetenz der Darstellung jeweils gewahrleisten soll.

Der behandelte Stoff ist aus dem Gebiet der computerorientierten Numerik gewahlt
worden, aus jenem wichtigen Zweig der Numerik, welcher der Entwicklung von nume-
rischen Software zugrunde liegt bzw. diese stark beeinflufit. Die einzelnen Gebiete
sind mathematisch fundiert und nach den Regeln der mathematischen Logik aufge-
baut (evtl. mit gewissen Einschrankungen bei den Gleitkommastandards) und somit
streng wissenschaftliche Gebiete. Da sie auf das Rechnen auf dem Computer stark
einwirken, kann man sie mit Recht als einen Teil des Wissenschaftlichen Rechnens
bezeichnen, und das ist auch der Grund fiir die Wahl des Buchtitels. Das Buch soll
sich abheben von Rezeptbiichern zum numerischen Programmieren, die meist sehr
stark von Heuristik gepragt sind und auch deshalb oftmals wissenschaftliche Strenge
weitgehend vermissen lassen.

Gemaf} der Intention des Buches ist zu hoffen, daBl es in der Gemeinde der Numeri-
ker seinen Platz findet. Viele Gebiete blieben aus Platzgriinden unberiicksichtigt und
die Stoffauswahl soll nicht als ein Setzen von Prioritaten verstanden werden. Richt-
schnur fir die Festlegung der Teilgebiete war teilweise auch die Verfiigbarkeit von
ausgewiesenen Autoren, welche in der Lage waren und auch die Zeit dazu verwen-
den konnten, solche Beitrige zu verfassen. Es handelt sich hiermit meines Wissens
um einen ersten Versuch, in der deutschsprachigen Fachliteratur eine solchen ,second
course“ von mehreren Autoren in Form eines geschlossenen Buches schreiben zu las-
sen. Deshalb verbinde ich meinen Dank mit dem Akademie Verlag in Berlin und der
dortigen Lektorin Frau Gesine Reiher, daf8 sie spontan bereit waren, einen solchen
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neuen Weg mit uns einzuschlagen und das Buch in ihr Programm aufzunehmen.

AbschlieBend maochte ich Herrn Priv.-Doz. Dr. Peter Kunkel sowie allen anderen
Autoren fiir die nicht leichte Aufgabe des Verfassens von entsprechenden Beitragen
vielmals danken. Erstgenanntem bin ich besonders verbunden fiir die Hilfe bei dem
Zusammenfiigen der einzelnen Kapitel auf dem Computer in Form eines geschlossenen
Buches. Ohne 1ihn hatte ich sonst dem Verlag nicht ein druckreifes Manuskript in Form
von Disketten abliefern konnen.

Oldenburg, Mai 1995 J. Herzberger
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4 EinschlieBungsverfahren

Gotz Alefeld und Giinter Mayer

4.1 Einleitung

Als EinschlieBungsverfahren bezeichnen wir Methoden zur EinschlieBung einer (oder
mehrerer) Losung(en) einer Gleichung. Dabei kann es sich um die Aufgabe handeln,
eine oder alle Nullstellen eines Polynoms oder allgemeiner einer reellen Funktion ein-
zuschlieBen. Die analoge Problemstellung kann man fiir ein nichtlineares Gleichungs-
system betrachten. Schliefillich kann man sich, um nur ein weiteres Beispiel zu nennen,
fiir die Aufgabe interessieren, die Losung eines Anfangswertproblems fiir eine gewohn-
liche Differentialgleichung tiber einem Intervall punktweise einzuschliefen. Diese Ein-
schlieBungen sind deshalb von groflem praktischen Interesse, weil man bei der nume-
rischen Berechnung von Lésungen gewohnlich auf Naherungsverfahren angewiesen ist
und dabel normalerweise aufler qualitativen Aussagen keine naheren Angaben iiber
die erreichte Genauigkeit gemacht werden konnen. EinschlieBungsverfahren liefern
dagegen obere und untere Schranken fiir eine Losung und damit automatisch Fehler-
abschatzungen. Gelegentlich sind auch die Ausgangsdaten nicht genau bekannt. Man
weill nur, dafl sie in gewissen vorgegebenen Intervallen liegen. Dann ist man an der
Menge aller Losungen interessiert, wenn die Eingangsdaten in den vorgegebenen In-
tervallen variieren.

In dieser Arbeit betrachten wir die geschilderten Aufgaben nur fiir “endlich dimen-
sionale Probleme”, d.h. fiir Gleichungssysteme. EinschlieBungsverfahren, etwa bei
Differentialgleichungen, findet man in der Literatur [20], [27], [31], [32]. Die in dieser
Arbeit betrachteten EinschlieBungsmethoden verwenden intervallarithmetische Hilfs-
mittel. Inzwischen gibt es eine grofie Anzahl solcher Methoden (siehe etwa [5], [10],
[15], [23], [24], [25], [29], [30]). Da die Intention dieser Arbeit darin besteht, die
Hauptprinzipien von EinschlieBungsmethoden zu erklaren, beschrinken wir uns auf
einige wenige Verfahren. Verfahren, die auf anderen Ideen oder speziellen Vorausset-

zungen (etwa Inverse Isotonie, siche z.B. [13]) beruhen, werden nicht betrachtet.

Die Arbeit 1st folgendermaflen angelegt: Nach einer Einfilhrung der wichtigsten Be-
griffe und Hilfsmittel der Intervallrechnung in Abschnitt 4.2 beschaftigen wir uns in
Abschnitt 4.3 mit Methoden zur EinschlieBung des Wertebereichs von Funktionen ei-
ner reellen Variablen. Das Problem, den Wertebereich einer Funktion zu bestimmen,
ordnet sich als Aufgabe zur Berechnung der Losung einer Gleichung.im oben beschrie-
benen Sinne ein. Daran anschliefend behandeln wir in Abschnitt 4.4 die Aufgabe, die
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Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit Intervalldaten einzuschlieflen. In
Abschnitt 4.5 wird schliellich die Aufgabe betrachtet, die Losung eines nichtlinearen
Gleichungssystems durch fortwahrende EinschlieBung zu berechnen.

4.2 Reelle Intervallrechnung und Eigenschaften

In der Menge R der reellen Zahlen betrachten wir abgeschlossene, beschrinkte Inter-

valle
l[a]:=la,aJ={z€eR|a<z<a}.

Die Gesamtheit dieser Intervalle bezeichnen wir mit IR. Reelle Zahlen a sind spezielle
Elemente von IR mit [a] = [a, a]. Wir schreiben dafiir auch einfach a.

Bezeichnet “x” eine der vier Verkniipfungen +,—, x,/ fiir reelle Zahlen, so definiert
man fiir zwei Elemente [¢] und [6] in IR die entsprechenden Operationen durch

[a]#[b] = {ax bl a € [d], be[b]}.

Bei der Division ist dabei 0 ¢ [b] vorauszusetzen. Da die Funktionen f(a,b) = axb, a €
[a], b € [b], * € {+,—, x,/} stetig sind, ist [a] x [b] wieder ein Element von IR. Fur
das praktische Rechnen ist von Bedeutung, wie [a] * [b] formelmiBig dargestellt wird.
Eine mehr oder weniger elementare Diskussion ergibt die folgenden Rechenregeln:

Ublicherweise wird das “x”—Zeichen durch einen Punkt ersetzt und dieser gewohnlich

weggelassen.

Die Multiplikation zweler Intervalle kann in allen Fillen, in denen nicht gleichzeitig
0 € [a] und 0 € [b] ist, auf zwei Multiplikationen reeller Zahlen zuriickgefiihrt werden.
Andernfalls sind in der oben angegebenen Formel tatsichlich vier Multiplikationen
reeller Zahlen durchzufithren. Kirzlich hat Heindl [16] gezeigt, dal diese Anzahl auf
drei Multiplikationen reduziert werden kann.

Neben diesen vier elementaren Verkniipfungen definieren wir fiir unire Operationen
in R, d.h. fir Funktionen r(c), die in R (oder auf einer Teilmenge von R) definiert
sind,

r([a}) = {r(a)l a € [d]} ,

wobei [a] im Definitionsbereich von 7 liegt. Wir denken hier in erster Linie daran, daf
r elne der Standardfunktionen wie sqr, sqrt, sin, cos, exp, In, tan, ...bezeichnet.
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Mit Hilfe der vier elementaren Verkniipfungen fiir Intervalle und der vorangehenden
Definition von 7([a]) kdnnen wir nun fir eine reelle Funktion f(a,b,...,u,v) die soge-
nannte intervallarithmetische Auswertung von f durch f([a],[8], ..., [u], [v]) erklaren.

Intervallarithmetische Auswertungen besitzen zwei fiir die Anwendungen grundlegende
Eigenschaften:

1. Ist ()] C [a], B]C (B, -, (4] € [u], [0] C [0), so gilt

F((al, [6], - -, [u), []) € F({al, [B), - - -, [ut], [)).

Diese Beziehung wird als Teilmengeneigenschaft oder Inklusionsmonotonie be-
zeichnet.

2. Ein Spezialfall der Teilmengeneigenschaft ist die sogenannte FEinschlies-
sungsetgenschaft :
Ist a € [a], bEb],..., u € [u], v €[], so gilt

fla.b voniy e ftlal [0l il 0]

(Hierbei wird vorausgesetzt, dafi f([a],[b],...,[u], [v]) iiberhaupt definiert ist,
was nicht notwendig der Fall sein mu8.)

Beweise von 1. und 2. ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen der vier arithme-
tischen Verkniipfungen und von r([a]). Mit der EinschlieBungseigenschaft wird die in
der Einleitung angesprochene Aufgabe, den Wertebereich W(f; [a], [0],. .., [u],[v]) el-
ner reellen Funktion f einzuschlielen, im Prinzip gel6st. Die EinschlieBungseigenschaft
1aB8t sich ja schreiben als

W[, B, ., [ [o]) = {F(@,b,...., u,v)  a € [a),bE ..., u € [u],v € [o])
C f({al, 8], ., [, v]):

Fir die Intervallverkniipfungen gelten im Vergleich zu den Operationen fiir reelle Zah-
len eingeschrankte Regeln. Die wichtigsten Einschrankungen sind die folgenden:

1. Fir [z], [y], [2] € IR gilt
[]([y] + [2]) C [=]ly] + [][2]-

Diese Eigenschaft wird als Subdistributivitdt bezeichnet.
Jedoch gilt stets

z([y] + [2]) = z[y] + z[z] fir z €R.
2. Fiir [z] € IR gilt [z] — [z] # 0, jedoch gilt stets 0 € [z] — [z].

3. Fiir [z] € IR, 0 # [z], gilt [z]/[z] # 1, jedoch gilt stets 1 € [z]/[z].
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Diese Eigenschaften bewirken unter anderem, daf die Giite der EinschlieBung des
Wertebereichs einer Funktion durch die intervallméaBige Auswertung davon abhingt,
wie der verwendete Funktionsausdruck intervallmafiig ausgewertet wird. Bekannte
Ergebnisse iiber diese Abhangigkeit werden wir im nachsten Abschnitt eingehender
diskutieren. Hier betrachten wir zunichst ein einfaches Beispiel.

Beispiel 1 Es sei f(z) = (z—1)(z - 1), z € [0,1].
Es 1st dann W(f;[0, 1]) = [0, 1].
Fiir die intervallarithmetische Auswertung erhilt man

£([0,1]) = ({0, 1] = 1)([0, 1] = 1) = [-1,0][-1,0] = [0, 1].

Es gilt also sogar f([0,1]) = W(f;[0,1]).
Schreibt man f(z) dagegen in der Form f(z) = z? — 2z + 1, so erhalt man fiir die
intervallarithmetische Auswertung von z? — 2z + 1 das Intervall

also eine erhebliche Uberschitzung des Wertebereichs W (f; [0, 1]).

Fiir ein reelles Intervall [a] = [a, @] definiert man den Durchmesser w([a]) als
w(la)=a—a
und den Betrag |[a]| als
|[a]| = max{|a|| a € [a]}.
Es gilt |[o]| = max{(al, fal}.

Nachfolgend findet man einige Rechenregeln fiir Durchmesser und Betrag:
w(z) =0 fir z € R,
w([z] £ [y]) = w({z]) + w([y]),

w(z[y]) = |z] w(ly]),
w(lz][y]) < w(lz]) |yl + |z w([y]),
w([z][y]) 2 max{|[z]| w([y]), w([z]) |[¥]]},
|lz] £ [y]| <[] + |[y]l,

|[=]l]l = =]l [[¥]]-

Der Abstand zweier Intervalle [z] und [y] wird definiert als

Q([m]: [y]) - max{ Ii”" 2[1 ]f_ gl}

Es gelten

q([z] + [y], [=] + [2]) = a([w], [2]),
q(z[y], z[z]) = || ¢([v), [2]), = € R,
q([=][y], [z](=]) < I[=]] q([], [])-
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Eine Zusammenstellung der Definitionen, Eigenschaften und Beweise findet man in
[5]. Siehe dazu auch [17], [21] und [25].

4.3 Wertebereichseinschlielung

In diesem Abschnitt betrachten wir ausschlieSlich Funktionen einer reellen Variablen.
Es wird vorausgesetzt, daf8 die intervallmafige Auswertung f([z]) fiir jedes Intervall
[z] aus dem Definitionsbereich von f existiert. Wie in Abschnitt 4.2 gezeigt, gilt dann
fir den Wertebereich W(f;[z]) von f tber [z] die EinschlieBung W(f;[z]) C f([z]).
Die Giite der EinschlieBung héngt von dem verwendeten arithmetischen Ausdruck fiir
f ab. Moore [24] hat gezeigt, dafi unter naheliegenden Voraussetzungen fiir f die
folgende Abschatzung fiir den Abstand zwischen W(f;[z]) und f([z]) gilt:

¢(W(f; [2]), F([z]) < v w(z]), [z] C [z]°, v > 0.

Der Abstand zwischen W(f;[z]) und f([z]) geht also linear mit dem Durchmesser
w([z]) gegen Null.
Wir erldutern diesen Sachverhalt durch ein einfaches Beispiel.

Beispiel 2 Es sei
f(z)=z—zz, z cle]®=[0,1].

Fir [z]=[1-r,1+7],0<r< 3, gilt [z] C [2]°.
Es 1st
W(filal) = [5 ~ 12, 2]
; e
? 4 ?4 ¥

und fiir die intervallarithmetische Auswertung erhilt man

N 1 1,1 1 1 s I )
f([m])—[*2'—'-";‘2“1‘7']—[5—7’,54-1"}[-2--—7’,5%—7']q[zl—w—Qr—r,Z+2r s

Somit folgt

1
5 & i3
vl

1
5—2'3"*—-?'

oW (2D, (=) = max{ |g+er-r- ﬂ}
=max {2r,2r — r’} = 2r = y w([z]), vy = 1.

O

Beispiel 3 Schreibt man den arithmetischen Ausdruck fiir die Funktion f(z) aus dem
vorangehenden Beispiel um als

f(x):i__ (x-_%) (a:—%) selo,1],
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so erhdlt man fiir die intervallmafige Auswertung mit dem Intervall
[€] =[5 -7, 3+7], 0<r<1 dasIntervall

-t (3ndo] - ) (B-de] -

und damit

a(W(f;[z]), f([=]) = max{’i e G - TQ)

2 1 2
=r? = 2(u((a]))?

L, a1
_._T'_....
)4 4

d.h., daff der Abstand quadratisch mit dem Durchmesser w([z]) gegen Null geht.
O

Beispiel 3 ist ein Spezialfall des folgenden allgemeinen Sachverhaltes.

Satz 1 (Zentrierte Form). Die (rationale) Funktion f : D — R sei in der Form

f(z) = f(2) + (2 — 2) - h(=)

mit einem z € [x] C D dargestellt. Definieren wir

f([2]) = f(2) + ([#] = 2) - h([=]),
so gilt (unter natirlichen Vorausselzungen an die reelle Funktion h):
a) W(f;[2]) € f([=]).
b) ¢(W(f;[=]); f([=])) < 7 (w([2]))’.

O

Die angegebene Darstellung von f heift zentrierte Form von f, der Ausdruck fiir f([z])
heifit intervallarithmetische Auswertung der zentrierten Form von f. Die Aussage b)
aus Satz 1 besagt, dafl die intervallmiffige Auswertung der zentrierten Form “qua-
dratische Approximationseigenschaft” des Wertebereichs besitzt. Die zentrierte Form
wurde von Moore [24] eingefithrt. Daf b) aus Satz 1 gilt, wurde von Hansen [14]
bewiesen.

Wie findet man die zentrierte Form einer Funktion ?
Ist f ein Polynom,

f(z) =ap+ a1z +...+axz”,
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so erhalt man (z.B. mit dem vollstandigen Horner-Schema)

1@ =16+ L4+ L0y
=f(z) + (z — z) h(z)
mit n)
h(z) = f'(2) + %zf”(z) B - z)n-lfn—!(z).

Ist f eine allgemeine rationale Funktion, so kann man mit zwei Polynomen r(z) und
s(z) fir z aus dem Definitionsbereich von f schreiben

@) _
)= 23 = 1)+ LI
@) = () (@)
=l ) (z — 2) s(z)
(

mit

Wegen r(z) — f(z) s(z) = 0 tritt der Linearfaktor z — z sowohl im Nenner als auch im
Zzhler auf und kann daher wegen s(z) # 0 herausgekiirzt werden.

Beispiel 4 Es sei

_r(z) =z—=
Jir= s(z) =z-3

Fir z = £ gilt f(z) = —s& und daher

; W

Die Frage, ob fiir eine gegebene (rationale) Funktion f eine Darstellung existiert, so
daf
g(W(f;[z]), f([z])) < 7 (w([z]))™

mit m > 2 gilt, ist offen. Unter speziellen Voraussetzungen fiir f gibt es solche Dar-
stellungen. Siehe dazu [3], Theorem 2.



162 Kapitel 4 FEinschlieBungsverfahren

Cornelius und Lohner [12] haben mit der sogenannten Restgliedform einer Funktion
eine Moglichkeit aufgezeigt, wie man systematisch den Wertebereich mit hoherer Ge-
nauigkeit approximieren kann.

Satz 2 (Restgliedform). Die Funktion f : D C R — R besitze eine Darstellung der

Form
f(z) = g(z) + s(z), z € D.

Es gelte W (s; [z]) C s([z]), [z] C D, mat s([z]) € IR.

Setzt man
f([z]) = W(g; [=]) + s([=]),
so gult
o) W(f;[z]) € f([z])-
b) (W (f;[=]), f([z])) < w(s([=])) < 2Is([=])]-

Wie findet man eine Restgliedform 7

Wir setzen voraus, dafl f Ableitungen geniigend hoher Ordnung besitzt. Die Punkte
To, Z1,..., Tn € [z] selen paarweise verschieden. Es sei p,(z) das eindeutig bestimmte
Polynom vom Grad o > 0, welches das Hermitesche Interpolationsproblem lost:
P9 (z;) = f9)(z;), 5 =0(1)m; —1, m; €N
i=01)n, n>0

o+1= img.
=0

Dann gilt bekanntlich

f(6+1) z &
f(z)=po(z) + a+1)'))H 2 )

=9(z) +s(z), z€[z], &(z) €lz],

wobel wir g(z) := p,(z) gesetzt haben und s(z) das Restglied bezeichnet. .
Besitzt nun die Ableitung f(°*+1) fiir [z] eine intervallmiBige Auswertung, so gilt wegen 5

€(z) € [z]
f(d+1)

(0 +1)! )H( J =)™ = s([z])-

s(z) €
Damit und unter Verwendung von b) aus Satz 2 haben Lohner und Cornelius in [12]

gezeigt, dafl .
a(W(f;[z]), £([=])) < 7 (w((=]))**
gilt.
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Fiir die praktische Bedeutung dieses Resultates muf man allerdings beriicksichtigen,
dafl nur kleine Werte von ¢ in Frage kommen, da man ja in der Definition von f([z])
den exakten Wertebereich von g tiber [z] benotigt.

Beispiel 5 Fir n =0, mg = 3 i1st ¢ = 2. Wir haben also zu erfiillen:
P (z0) = fU(zo), §=0(1)2, zo € [a].

Wir erhalten damit

1@) = o) + L@ o) 4 L0 gy 1 L prie(an)(e - 2o)?
— (z) + (2)
mit
4le)=Flea) + ff(:r:o)(m —z)+ f”(zo)(z TP

1! 2!

5(z) = 31" (E))(z ~ 20)°.

Der Wertebereich W (g; [z]) ist einfach zu berechnen, da es sich bei g um ein quadra-
tisches Polynom handelt. Fir

1 "
f(lz]) := W(g; [2]) + 5/ ([e])([z] - 20)®
gilt dann aufgrund des vorangehenden Satzes

g(W(f;[z), £([=])) <7 (w([z]))*, v > 0.

O

Abschliefend bemerken wir, dafl die quadratische Approximationseigenschaft bei der
zentrierten Form oder die héhere Approximationseigenschaft bei der Restgliedform
nur zum Tragen kommt, wenn w([z]) hinreichend klein ist. Fir groflere w([z]) erhalt
man gewohnlich bessere EinschlieBungen des Wertebereichs, wenn man f direkt inter-
vallmaflig auswertet.

Kann man die Steigung

sl ) =L =T

T — Iy
bei festem zo € [¢] und beliebigem z € [z] in ein Intervall § f([z], zo) € IR einschliefen,
so gilt

f(z) = f(zo) + 6f(z, zo)(z — zo)
€ f(zo) + 6 f([z], zo)([z] — z0) =: f([z])-
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Das so definierte f([z]) liefert also wieder eine Einschliefung des Wertebereichs.

Ist f differenzierbar, so gilt aufgrund des Mittelwertsatzes

8f(z,20) = f'(€)

und damit

f(z) = f(zo) + f' (€)(z — z0)
€ f(zo) + f'([z])([z] — z0) =: f([z]),

vorausgesetzt, dafl f’ intervallarithmetisch auswertbar ist. Das so definierte f([z])
heit Mittelwertform. Sie besitzt die quadratische Approximationseigenschaft des Wer-
tebereiches. Siehe dazu [5]. Im allgemeinen liefert die Verwendung der Einschliessung
der Steigung eine bessere EinschlieBung des Wertebereichs als die Verwendung der
intervallarithmetischen Auswertung der Ableitung. Die EinschlieBung von Steigungen
wurde erstmals in [1] betrachtet. Siehe dazu auch [18] und [33].

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, erwdahnen wir, dafl fiir Funktionen mehrerer Ver-
anderlicher die in diesem Abschnitt angegebenen Aussagen sinngemafl gelten.

4.4 Einschlielung der Losungen linearer Intervall-
gleichungssysteme

In diesem Abschnitt betrachten wir die Aufgabe, die Losungen eines linearen Gler-

chungssystems

Az = b,
fiir welches die Elemente von A und die Komponenten des Vektors b in vorgegebenen
Intervallen liegen, einzuschlieBen. Bevor wir diese Aufgabe prazisieren, fithren wir die
bendtigten Bezeichnungen und Begriffe ein.
Eine Intervallmatriz [A] ist eine Matrix, deren Elemente Intervalle [a;;] € IR sind.
Wir schreiben dafiir [A] = ([a;;]). Entsprechend ist ein Intervallvektor [a] = ([a;])
definiert. Verkniipfungen sind wie fiir reelle Matrizen und/oder Vektoren definiert:

[A] £ [B] = ([ai;] £ [bs5]),

[ n
[A][B] = Z[aﬁ][bﬁ]) ,

\j=!

( n
[A][z] = \E[%‘] [25]

Diese Verkniipfungen geniigen auch der Teilmengeneigenschaft. So gilt also z.B.:

[4] C [A], [B] C [B] = [A][B] C [A][B].
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Wie fiir Intervalle gilt i.a. nicht das Distributivgesetz, sondern die als Subdistributivitat
bezeichnete Eigenschaft

- [Al([B] + [C]) < [A]lB] + [A][C].

Ist A eine reelle Matrix (wir sprechen dann von einer sogenannten Punktmatrix) -
diese kann als spezielle Intervallmatrix aufgefait werden —, so gilt stets

A([B]+[C)=A[Bl+A[C].

Fiir Intervallmatrizen (und/oder Intervallvektoren) gilt i.a. nicht das Assoziativgesetz.
Dies zeigt man durch ein Gegenbeispiel:

( B [0?” ) {( X ) ( 10 )} 5 ( o )
{< L [ofx] ) ( 0 1 )}( R ) - ( [Efﬁ] [E}?’l(}” )

Es gilt jedoch stets

[AI(BC) C([A]B) C,
(A[B)[C] C A([B][C)) fir [C]=—[C],
[Al([B]C) C ([A](B]) C,
A([B] C)=(A[B]) C,
[A]([B[C]) = ([A][BD[C] fir [B]=~[B] und [C]=-[C],
[A]([B]e") = ([A][B])¢!, falls €' den i—ten Einheitsvektor bezeichnet.

Diese Aufzihlung ist nicht vollstandig.
Wir beweisen die letzte Beziehung, die anderen sind in [5] bewiesen worden.
Dazu bezeichnen wir die Spalten von [B] mit [b]}, ¢ = 1,...,n. Dann gilt

[Ble' = ()", [B%,..., B]™)e’ = b

und damit

Andererseits haben wir

([AIB)e' = ([AIle)' -, [AlB]™)e' = [AJB]'-

Der Durchschnitt zweier Intervallmatrizen bzw. Intervallvektoren ist iiber die Elemente
bzw. Komponenten definiert:

[A] N [B] = ([ai;] N [b:5]),
[a] N [8] = ([a:] O [b:]).
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Durchmesser, Betrag und Abstand beil Intervallmatrizen und Intervallvektoren sind
ebenfalls iber die Elemente bzw. Komponenten definiert:

w([A]) = (w([ai])),
(Al = (I[a:;]D),
q([A], [B]) = (q([ai;], [b:5]))-

Durchmesser, Betrag und Abstand von Intervallmatrizen sind also reelle Matrizen.
Die entsprechenden Begriffe fiir Intervallvektoren sind reelle Vektoren. Ungleichungen
zwischen reellen Matrizen bzw. reellen Vektoren sind elementweise bzw. komponen-
tenweise zu verstehen. Fiir zwei reelle Vektoren z = (z;) und y = (y;) gilt also

eSSt i=1, 20

Wir kommen nun zu unserem Ausgangsproblem zuriick:

Gegeben sind eine Intervallmatrix [A] und ein Intervallvektor [b]. Wir setzen voraus,
daB alle Punktmatrizen A € [A] nichtsingulir sind. Eine Intervallmatrix [A] mit dieser
Eigenschaft bezeichnen wir als reguldr. Die Menge

S:={zeR"Az =b, A€[A], be[b]}

bezeichnen wir dann als Ldsungsmenge des linearen Intervallgleichungssystems.

Als lineares Intervallgleichungssystem bezeichnen wir dabei die Gleichung [A][z] = [b].
Wir sind aber nicht an der Bestimmung eines Intervallvektors [z] interessiert, der
diesem System geniigt, sondern an einem Intervallvektor, der die Losungsmenge S
einschlieflt. Ein Intervallvektor [z], der der Gleichung [A][z] = [b] geniigt, schlieBt i.a.
S nicht ein. Dies zeigt das einfache

Beispiel 6 Gegeben ist
[A][z] = [0]
mit [A] = [1,2], [b] =[1, 6].
Es 1st 3
S={z€R|az=0b,ac]a], be[b]} = [-2-,6].

Andererseits erfiillt [z] = [1, 3] die Gleichung [A4][z] = [b]. Es ist jedoch [z] eine echte
Teilmenge von S. O

Die Losbarkeit der Gleichung [A][z] = [b] in dem Sinne, dafl es ein [z] gibt, welches
dieser Gleichung geniigt, wurde fiir n = 1 in [28] untersucht. Anwendungen dieser
Problemstellung sind nicht bekannt.

Der néachste Satz gibt drei dquivalente Aussagen dafiir an, daf ein reeller Vektor z
zur Losungsmenge S eines Intervallgleichungssystems gehort.
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Satz 3 Es sei m([A]) die reelle Matriz, die man erhdlt, indem man elementweise
den Mittelpunkt von [A] bildet. Entsprechend sei m([b]) definiert. Dann sind die drei
folgenden Aussagen dquivalent:

a) z€S.
b) Im([A])z — m([o])] < sw([A])|z|+ Fw([b])-
c) [Alz N [b] # 0.
O

Die Aquivalenz a) < b) ist als Satz von Oettli-Prager bekannt. Siehe dazu [26]. Die
Aquivalenz b) < ¢) wurde von Beeck in [11] bewiesen.

Zur genaueren Charakterisierung von S zerlegen wir den R" in seine abgeschlossenen
Orthanten O, k = 1,2,...,2". Diese sind eindeutig festgelegt durch die Vorzeichen
skg; € {=1,1}, j = 1,...,n der Komponenten seiner inneren Punkte. Falls daher O
einen festen Orthanten bezeichnet, der durch die Vorzeichen sy, ..., s, festgelegt ist,
so gilt fiir z = (z;) € O

z; >0 falls 5; =1,

z; <0 falls 55 =—1.

Fiir die gegebene Intervallmatrix [A] = ([a;;]) mit [a;;] = [a;;, @;;], setzen wir nun

& B2

2 a;; falls s; = -1,
und

T e Es’j falls S5 = 1

Y gy falls osj = -1 )
Mit dem gegebenen Intervallvektor [b] = ([b;]), [b:] = [b;,b:], definieren wir dann die
Halbraume H; und H; durch

H; ={z € R* Y[, &jzj < b} }

E,‘ = {;C (S R.nl E?:l dijxj > E}

2 - -

H b

Man beachte, daf die H; und H; von dem (festgewihlten) Orthanten abhingen.

Satz 4 Es sei [A] eine regulire Intervallmairiz und O ein festgewdahlter Orthant des
R”™. Dann gilt

SNO=((H;nH:)NO.
1=1
Falls die Menge SN O nichtleer ist, so ist sie konvez, kompakt, zusammenhdngend und
ewn Polytop.
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Y
>

Abbildung 4.1 Die Lésungsmenge S von Beispiel 7

S st kompakt, zusammenhdngend, aber i.a. nicht konvez.

S ist die Vereinigung von endlich vielen konvezen Polytopen.
O

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [7]. Wir betrachten nun ein Beispiel, welches
insbesondere zeigt, dafl S nicht konvex sein muf.

A= ( 1y D) m=(51).

S={(z,y)l ly <1, |z] <1}.
S 1st in Abbildung 4.1 dargestellt. O

Beispiel 7 Es sei

Dann ist

Man kann zeigen, dal man die Lésungsmenge S eines Intervallgleichungssystems beim
Vorliegen einer regularen Intervallmatrix [A] mit Hilfe der Formeln fiir den GauBschen
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Algorithmus einschlieen kann, vorausgesetzt, er ist durchfiihrbar. Diese Einschlies-
sung ist keinesfalls selbstverstandlich, da ja die Idee dieses Verfahrens ber Punktglei-
chungssystemen darauf beruht, dal man in einem Korper rechnet, andererseits die
Korpereigenschaften fiir die Intervallverkniipfungen nicht alle gelten. Einen Beweis
findet man in [5].

In algorithmischer Schreibweise 1d8t sich der Gaufische Algorithmus fiir die Inter-
vallmatrix [A]! := [A] = ([a;;]*) und den Intervallvektor [b]' := [b] = ([b;]*) folgen-
dermaflen schreiben:

for k =1(1)(n—1) do

begin
for : = (k+1)(1)n do
begin
for j = (k+ 1)(1)n do
13
[a5]*+! = [ai;]* — [ais]" [aﬂc]k
[ac]
FEEL o TR k [aik]
[bl] - [bz] [bk] [ﬂkk]k
end;
for [ = 1(1)k do
begin
for y =I(1)n do
[ayj]*+" = [ay;]*
[+ = (b
end;
end;

[zn] = [bn]"/[ana]"

for:=(n—-1)(-1)1 do

(] = ([b:]" — 3 =iqalas])"[=5])/as]™
Dabei haben wir vorausgesetzt, dafl keine Division durch ein Intervall auftritt, welches
die Null enthélt. In diesem Falle sagen wir, daff der Gaufische Algorithmus durchfiihr-
bar ist. Die Durchfiihrbarkeit hingt nicht von der rechten Seite [b] ab.

Definiert man die Intervallmatrizen

1
@
1
k
el B | ccnn
[axk]
0 : 0
_lan]® :
! [arr]* J
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1
0O
1
1
e = L, 1<k<
1
8,
! L
und
- 1 0 _
1 —[ages1]” -+ —[arn]”
Eoo._ k+1 _
0O
- 1 -

so 148t sich der mit dem Gaufischen Algorithmus berechnete Intervallvektor [z] schrei-
ben als

[z] = [DI'((TT((DPATP(. - - (D21 (DTP[e)) - - ),
wobei
(6] = [C]* 1 ([CT* (... ([CT([CT'B)) - - )

Diese Darstellung wurde von H. Schwandt [34] angegeben. Wir bezeichnen den so be-
rechneten Vektor [z] gelegentlich auch als IGA([A], [0]) ( “IntervallmaBiger Gauss’scher
Algorithmus”).

Mit Hilfe der Intervallmatrizen [C]*, [D]* und [T]* definieren wir eine Intervallmatriz

IGA([A]) durch
IGA([A]) = [D)'([TV(. .. (D"~ ([(D1* (e (- - ([eP[eTh) - - )

Man beachte, dafl in der Darstellung von IGA([A], [6]) bzw. von IGA([A]) die runden
Klammern i.a. nicht weggelassen oder vertauscht werden kénnen, da die Multiplikation

von Intervallmatrizen nicht assoziativ ist.
Wir geben einige Eigenschaften von IGA([A], [b]) und IGA([A]) an:

1) [A] € [B], [b] € [e] = IGA([A], []) € IGA([B], [¢]),

2) IGA(4, [b] + [c]) = IGA(4, [b]) + IGA(A, [¢]),

3) IGA(A)[b] = A~1[b] C IGA(A, [b)),

4) w({a]) < a w([b]) = w(IGA(4, [a])) < o w(IGA(4, [b])),
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5) IGA([4],b) C IGA([A])b,

6) Es sei e’ der i-te Einheitsvektor. Dann gilt
IGA([4],¢') = IGA([A])e".

Beweise von 1) — 4) findet man in [5], 5) und 6) sind in [2] bewiesen worden.

Die Frage der Durchfihrbarkeit des GauBlschen Algorithmus bei Intervallgleichungs-
systemen, ist bisher nicht zufriedenstellend beantwortet. Es gibt Beispiele von Inter-
vallmatrizen, die keine singulire Punktmatrix enthalten, fiir die jedoch der Gaufische
Algorithmus fiir jede mdgliche Pivotwahl abbricht (Division durch ein Nullintervall!)®.
Man interessiert sich daher fiir hinreichende Kriterien fiir die Durchfuihrbarkeit. Wir
geben ein solches Kriterium an.

Satz 5 Aus der Intervallmatriz [A] = ([a;;]) werde die reelle Mairiz B = (bij) gelildel
durch

B { min{|a;;|| a;; € [ai;]} , i=7

s —|lai;]| i

Ist B eine M -Matriz, so ist der Gaufische Algorithmus mit der Matriz [A] (und be-

liebigem Vektor [b]) ohne Zeilen— und/oder Spaltenvertauschungen durchfihrbar.
O

Zur Definition einer M-Matrix konsultiere man Varga [36]. Den Beweis von Satz 5
findet man in [5].

Eine nahezu vollstindige Zusammenstellung von bis 1992 bekannten Resultaten iiber
den Gauflschen Algorithmus ber Intervallgleichungssystemen findet man beir Mayer
[22].

Wir betrachten nun ein lineares Intervallgleichungssystem mit einer symmetrischen
Intervallmatriz, d.h., es gilt

[A] = [4]".

Ist die Intervallmatrix [A] reguldr, was wir nachfolgend stets voraussetzen wollen, so
definieren wir als symmetrische Losungsmenge Ssym die Menge

Sum ={reR* Az =b Ac[d], A=AT; be[i]}

Offensichtlich ist Siym C S, und nur in speziellen Fillen gilt das Gleichheitszeichen.
In [7] wurde gezeigt, daB S, kompakt und zusammenhingend ist. Aulerdem findet
man dort fiir den Fall von n = 2 Gleichungen und Unbekannten eine vollstandige
Beschreibung der Menge S;ym, auf die wir jetzt eingehen:

Es sel jetzt also n = 2. Wir wahlen wie in Satz 4 einen festen Orthanten, der durch
die Vorzeichen si,...,s, der Komponenten seiner inneren Punkte festgelegt ist. Die

'Fiir (2,2)-Systeme kann diese Situation nicht auftreten. Siehe dazu [5].
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Halbebenen H. und H; seien wie in Satz 4 definiert. Auflerdem definieren wir die

2=

Vektoren e und f € R? durch

Damit definieren wir die Mengen

C~ :={z € R?| a;,2] — @223 — fiz1 + €272 < 0},

C*t :={z € R?| ay12? — a,,2% — e121 + foz2 > 0}.

Offensichtlich besitzt jede dieser Mengen einen Kegelschnitt als Rand, falls a2, 4+ @3, #
0 im Falle von C~ und @%; + a2, # 0 im Falle von C*.

Mit diesen Definitionen gilt nun

Satz 6 Es sei [A] = [A]T regulir und n = 2. O sei ein fester Quadrant des R?. Dann
gilt
SN0 = SO0~ 80",
Ist die Menge Ssym N O nichtleer, so ist sie kompakt, aber nicht notwendig konvexz.
O

Den Beweis von Satz 6 findet man in [7]. In einer demnichst erscheinenden Arbeit [8]
wird das Resultat aus Satz 6 sinngema8 fiir n > 2 verallgemeinert. Die Beweismethode
unterscheidet sich wesentlich von der im Falle n = 2 verwendeten.

Fir lineare Intervallgleichungssysteme mit einer symmetrischen Intervallmatrix ist
es naheliegend, zu versuchen, mit einer sinngeméfien Verwendung des Cholesky—
Verfahrens eine EinschlieBung der symmetrischen Losungsmenge S,ym zu berechnen.
Dabei wird, abgesehen von der Wurzelbildung, der Aufwand auf die Halfte reduziert.
Wir benétigen zunichst explizit eine Erklirung, wie man fiir ein Intervall [a] = [a, @]
die Wurzel zieht und das Quadrat bildet:

1) Sei a > 0. Dann setzen wir

Vid = [va,va] .

Es gilt
Vla = {Val a € [d]}.
2) Wir setzen fiir [a] = [a,q]

[a?,a%] fir a>0,
[a)® ;= { [min(a?,a?), max(a?,@?)] fir aa<0,
[@2, a?] fir a@<0.



4.4 EinschlieBung der Losungen linearer Intervallgleichungssysteme 173

Es gilt
[a)* = {a?| a € [d]}.

Beide Definitionen stehen im Einklang mit den in Abschnitt 4.2 eingefiihrten inter-
vallmiBigen Auswertungen fiir unare Operationen in R.

Das Cholesky-Verfahren fiir ein Intervallgleichungssystem besteht nun — wie bei
Punktgleichungssystemen — aus drei Hauptschritten, die wir jetzt in algorithmischer
Form angeben:

Cholesky—Verfahren fir Intervallgleichungssysteme:
Schritt 1: “LLT~Zerlegung”

for j:=1tondo
-3 1/2
(5] = ([%‘] = Li:i[*’jklz) :

fori:=j4+1tondo

5] = (fos3) = TA2 laelll]) /1435
Schritt 2: “Vorwartssubstitution”

fori:=1ton do

[ = (6]~ Syl /1l
Schritt 3: “Riickwartssubstitution”

for 7z := n downto 1 do

[2:0¢ = (1] = Tjeipalbidls]°) /sl
ICh([A],[8]) := {x}c,

Fiir die Cholesky—Zerlegung A = LLT einer reellen symmetrischen Matrix A € [A]
gilt mit der im Cholesky—Verfahren berechneten Intervallmatrix [L] die Beziehung
A= LLT € [L][L]T. AuBerdem gilt [A] C [L][L]?, aber nur in Ausnahmefallen gilt
das Gleichheitszeichen. Die wichtigste Eigenschaft enthilt der nachste Satz.

Satz 7 Das Cholesky—Verfahren sei durchfihrbar, d.h., ICh([A], [b]) ezistiert fir eine
gegebene symmetrische Intervallmatriz [A] = [A]T (und einen beliebigen Intervallvek-
tor [b]). Dann gilt

Ssym C ICR([A], [6])-

Den Beweis findet man in [6].
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Wir gehen nun auf die Durchfiihrbarkeit des Cholesky—Verfahrens bei linearen Inter-
vallgleichungssystemen naher ein. Diese ist nicht mehr gewahrleistet, falls im ersten
Teil bei der Wurzelbildung ein Intervall als Radikand auftritt, das die Null enthalt.
Fiir ein Punktgleichungssystem mit symmetrischer Koeffizientenmatrix A ist das
Cholesky—Verfahren bekanntlich genau dann durchfiihrbar, wenn A positiv definit ist.
Das nachfolgende Beispiel zeigt, daB fiir symmetrische Intervallmatrizen das Cholesky—
Verfahren nicht notwendig durchfithrbar ist, wenn alle symmetrischen Punktmatrizen
aus dieser Intervallmatrix positiv definit sind.

Beispiel 8 Es sei

W= 1 [ | mit[]=0,3]
ol o 1

Fiir jede reelle symmetrische Matrix A € [A], d.h. fiir

2
A= mit a,b,CG [0; :—j-]

S Q-
L T =
o 5 =

ist A positiv definit.
Fiihrt man das Cholesky—Verfahren mit der Intervallmatrix [A] durch, so kann [l33]
nicht berechnet werden, da der Radikand

fass] = i) = [ial? = [ 35, 1)

die Null enthalt. Einzelheiten findet man in [6].
O

Wir geben nun ein erstes hinreichendes Kriterium fiir die Durchfithrbarkeit des
Cholesky—Verfahrens an.

Satz 8 Aus der symmetrischen Intervallmairiz [A] = [A]T mit [A] = ([ai;]) werde die
reelle Matriz B = (b;;) gebildet durch

b — { min{|a;;|| a;; € [ai5]} , 1=,
’ —las]| , T# ]

Es seta;; >0, 1 = 1,2,...,n. Ist dann B eine M -Mairiz, so ist das Cholesky-
Verfahren mit der Intervallmatriz [A] (und beliebiger rechter Seite [b]) durchfihrbar.
0O

Zur Definition einer M—-Matrix konsultiere man wieder Varga [36]. Den Beweis von
Satz 8 findet man in [6].

Wie weitgehend Satz 8 ist, zeigt das nachfolgende Korollar, das aus Satz 8 folgt und
ebenfalls in [6] bewiesen wurde.



4.4 EinschlieBung der Losungen linearer Intervallgleichungssysteme 175

Korollar 9 Fs sei [A] = [A]T mita; >0, i=1,2,...,n, und B se1 wie in Satz 8
definiert. Dann ist in jedem der nachfolgend genannten Fille das Cholesky-Verfahren
mit der Intervallmatriz [A] (und beliebiger rechter Seite [b]) durchfihrbar:

a) B st streng diagonal dominant,

b) B st irreduzibel diagonal dominant ,
c¢) B st reguldr und diagonal dominant,
d) B ist positiv definit.

O

Zur Formulierung eines weiteren Kriteriums setzen wir voraus, dafl fiir die symme-
trische Intervallmatrix [A] = [A]? das Cholesky—Verfahren durchfithrbar ist. Mit der
berechneten unteren Dreiecksmatrix [L] bilden wir dann eine reelle untere Dreiecks-
matrix L = (E;J) durch

i { min{|l;|| &; € (L]} . i=3,

R , sonst.
L ist nichtsingulir, und es gilt L=! > 0.

Wir setzen nun

sl
[AI€] = (LT) I
Dann gilt

Satz 10 [A] und [B] seien symmetrische Intervallmatrizen. Das Cholesky—Verfahren
set mit [A] (und beliebiger rechter Seite) durchfihrbar. Gilt

p (|LA1°]a((4], [B]) < 1,

so ist das Cholesky—Verfahren mit der Intervallmatriz [B] (und beliebiger rechier Seite
[6]) durchfihrbar. Daber bezeichnet q([A],[B]) den eingangs dieses Abschnittes ein-
gefihrten Abstand der beiden Intervallmatrizen [A] und [B] und p(.) den Spektralra-

dius eitner Malriz.
=l

Den Beweis dieses Satzes findet man in [7].
Wir erlautern diesen Satz durch ein Beispiel aus [7], welches insbesondere zeigt, dafl
Satz 10 anwendbar sein kann, wenn dies fiir Satz 8 nicht gilt.

Beispiel 9 Es sel

4
Bl=| 2 4 (0,9
2
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Fiir die in Satz 8 definierte Matrix B gilt B(1,1,1)T = 0, so daB B singulr, also sicher
keine M —~Matrix 1st. Mit Satz 8 kann also nicht die Durchfithrbarkeit des Cholesky—
Verfahrens mit der Intervallmatrix [B] gefolgert werden. Wir betrachten nun die in
[B] gelegene reelle Matrix

Diese kann als spezielle Intervallmatrix aufgefafit werden. Da A irreduzibel diagonal
dominant ist, ist A positiv definit und damit das Cholesky—Verfahren fiir A durchfiihr-

bar.
2 0 0
o 1 \/3 0
1 0 V3

Man erhalt
und somit fiir die vor Satz 10 definierte Matrix L,
i 2 0 0
L= =1 +/3 0 |.
-1 0 V3
3 ( V3

1.’
1

Damit ergibt sich

1
>
o b O

| S I e T e
T

und

(NI S
O = b

e O b2
i

Mit

= oo
| i = >}
[an i I =
o g

9(A,[B]) = (

erhalten wir schlielich die Matrix

=

|A°| q(A,[B]) =

=
N S =

Ty | =
(e I I

deren Spektralradius offensichtlich kleiner als eins ist. Satz 10 garantiert somit die
Durchfithrbarkeit des Cholesky—Verfahrens fiir die Matrix [B] (mit beliebiger rechter
Seite).

Oa

Wihlt man in Satz 10 speziell fiir [A] den Mittelpunkt der Intervallmatrix [B], d.h.
[A] = m([B]), so erhilt man das folgende
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Korollar 11 Die Mairiz m([B]) der symmetrischen Intervallmatriz [B] ser positiv
definit, und es gelte

p (Im((B)°] w((B)) <1.
Dann ist das Cholesky—Verfahren mit der Intervallmatriz [B] (und beliebiger rechter

Seite [b]) durchfihrbar.
O

Den Beweis findet man in [7].

Wie oben gezeigt, gilt im Falle der Durchfithrbarkeit des Cholesky—Verfahrens
Seym C ICh([A], [8).

Wir wissen auBlerdem, daf} stets
S_t;y'm g i.g

und (im Falle der Durchfiihrbarkeit)
S C 1GA(A], 8]

gilt.
Diese Relationen legen die Vermutung nahe, dafl

ICh([A], [8]) C IGA([A], [6])
gilt. Uberraschenderweise ist dies i.a. nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 10 Es sel

Dann erhalt man

Es gilt also sogar
IGA([A], [b]) C ICh([A], [b]),

wobel in der ersten Komponente die echte Inklusion gilt.
O

Durch Anwendung des Cholesky—Verfahrens kann man gegeniiber dem Gaufschen Al-
gorithmus den Aufwand wie bekannt auf etwa die Hilfte reduzieren, es ist jedoch nicht
garantiert, dafl man damit eine bessere EinschlieBung von S;ym erhalt.
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Unter speziellen Voraussetzungen liefert das Cholesky—Verfahren die bestmdogliche
EinschlieBung von Ssym. Zur Formulierung dieses Ergebnisses definieren wir zunachst
fiir eine beschrinkte Menge M C R™ als Intervallhiille OM den kleinsten Intervall-
vektor, welcher M einschliet. Damit gilt nun

Satz 12 Es sei [A] = [A]T eine Intervall-M -Matriz (d.h., alle Punktmatrizen aus [A]

seien M —Matrizen). Fir die rechte Seite [b] = [b,b] gelte entweder b > 0 oder 0 € [b]

oder b < 0. Dann folgt ICh([A], [b]) = OSsym.
O

Den Beweis findet man in [6].

Mit [A] = [A, A] 148t sich ICh([A],[b]) = OSsym in diesem Falle sogar explizit an-
geben:

4 B ""1_-

Y

Barth und Nuding haben in [9] gezeigt, daf diese Darstellung fiir eine belie-
bige Intervall-M—-Matrix und unter den gleichen Voraussetzungen fiir [6] auch fiir
IGA([A], [b]) gilt. Dies ergibt sofort den Beweis fiir das folgende

Korollar 13 Es sei [A] = [A]T eine Intervall-M -Matriz und fir [b] gelte entweder
b> 0 oder 0 € [b] oder b < 0. Dann glt

ICK([A], [8]) = OSym = OS = IGA([AL, [b)-

O

Wir weisen abschlieend darauf hin, dafl es auch eine ganze Reihe von Iterationsver-
fahren gibt, mit deren Hilfe man Einschliefungen fiir die Losungsmenge eines linearen
Intervallgleichungssystems berechnen kann. Dieser Problemkreis wird in [5] ausfiihr-
lich behandelt. Siehe dazu auch [13].

4.5 EinschlieBung der Losung nichtlinearer Glei-
chungssysteme
Einleitend betrachten wir eine Gleichung mit einer Unbekannten. Wir setzen voraus,

dafl die reelle Funktion
f:[zZ]cDCR—=R
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auf D differenzierbar ist und daf8 die Ableitung f’ fiir [z] intervallméaBig auswertbar ist
und nicht die Null enthilt. Besitzt dann f eine Nullstelle z* in [z], so gilt mit einem
beliebigen z € [z] der Mittelwertsatz,

f(z) ~ f(z7) = f(z) = £(€) (z - =),
und somit im Falle f'(¢) # 0, '

R ()
1)
Wegen f'(£) € f([z]) folgt mit der Inklusionseigenschaft
L S LS
F'(€) f'([=])

und damit

r* € {x—}{—(([ii)]—)}ﬂ[x].

Setzt man [z]° := [z] und bezeichnet man mit m([z]) einen beliebig gewéhlten Punkt
aus [z] (gewohnlich wahlt man den Mittelpunkt, daher erklirt sich die Bezeichnung),
so erhalt man durch wiederholte Anwendung des obigen Vorgehens das folgende Ite-
rationsverfahren zur fortwiahrenden EinschlieSung von z*:

Edbny Jan Tt _f(m(["f]k)) E o
[z]** d{ ([z]%) NICOR }n[z],k_O,I,Q,....

Dieses Verfahren wird als Intervall-Newton-Verfahren bezeichnet. Es ist unter den
genannten Voraussetzungen wohldefiniert (d.h., der Durchschnitt wird nicht leer), es

gilt Ze [z]F und lim [z]* = z*. Auflerdem konvergiert die Folge der Durchmesser
k—oco -

{w([z]*)}$2, unter naheliegenden Voraussetzungen quadratisch gegen Null. Beweise

dafiir und eine Reihe weiterer Verfahren zur EinschlieBung von Nullstellen einer Funk-

tion einer reellen Variablen findet man in [5].

Die Intervallfunktion

N =y - Fis  ve sl €IR,

wird als InfervaH—Newton—Opemtor bezeichnet. Er besitzt die interessante Eigen-
schaft, dal man mit ihm die Existenz bzw. die Nichtexistenz einer Nullstelle z* von
f n [z] nachweisen kann. Es gilt namlich:

1. Ist N([z]) fir ein Intervall [z] € IR definiert und gilt
N([z]) € [=],

so besitzt f in [z] genau eine Nullstelle z*.
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2. Ist N([z]) fiir ein Intervall [z] € IR definiert und gilt
N([z])N[z] =0 (leere Menge),
so besitzt f in [z] keine Nullstelle.

Auf die Beweise dieser interessanten Eigenschaften gehen wir nicht ein, da sie als Spe-
zialfall in den Ergebnissen enthalten sind, die man fiir den Intervall-Newton-Operator
bei Gleichungssystemen erhilt. Damit wollen wir uns jetzt nidher beschaftigen.

Gegeben sei eine Abbildung
f:lz&]CDCR" —R".

Wir setzen voraus, daf§ die partiellen Ableitungen von f in D existieren, stetig sind
und dafl die intervallmiBige Auswertung f’([z]) der Jacobimatrix f'(z) existiert. Wir
wihlen y € [z] fest.

Dann gilt

f(z)—fy) = J(z) (z—y), z€lq]
mit )
@)= [ Fly+ia-y) d.
0
J ist bei festem y eine stetige Funktion von z. Wegen ¢ € [0, 1] gilt y + t(z — y) € [z]

und daher J(z) € f'([z]).
Wir definieren nun

N([z]) = y = IGA(f'([=z]), f(v)), v € [=z],

als Intervall-Newton-Operator. Fir n = 1 stimmt dieser mit der oben fiir diesen Fall
angegebenen Definition iiberein.
Fiir N([z]) gelten nun die folgenden Aussagen.

Satz 14 Se: f : D C R"™ — R" eine stetig differenzierbare Abbildung. Die in-
tervallmdfige Auswertung f'([z]) existiere fir ein [z] C D. Es set y € [z] und

IGA(f'([=]), f(y)) existiere.
Dann gult:

1) Falls f eine (notwendig eindeutige) Nullstelle z* wn [z] besitzt, dann gilt
s € N([e)).

2) Falls
N({z])N[z] =0 (leere Menge),

so besitzt f in [z] keine Nullstelle.
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3) Falls
N([z]) C [z],

so besitzt f in [z] genau eine Nullstelle.

Beweis.
1) Seien z* und z** zwei Nullstellen von f in [z]. Dann gilt

= [(@") - f=") = I(a")(=" - =),

wobei J(z*) wie oben definiert ist. Nach Voraussetzung existiert IGA(f'([z]), f(v)),
d.h., f'([z]) enthilt keine singulare Matrix.

Da J(z*) € f'([z]), folgt daher z* = z**

Fiir ein beliebiges y € [z] gilt

f&) = fly) = —f(y) = J(z")(z" —v)-
Wegen J(z*) € f'([z]) ist J(z*) nichtsinguldr, und es gilt

z* =y - J(=*) " f(y)
—IGA(f'([=]), f(v)) = N([z]).

Dabei haben wir die Inklusionseigenschaft der Intervallrechnung verwendet.
2) Der Beweis folgt sofort wegen 1).

3) Wegen der Durchfiithrbarkeit des Gaufischen Algorithmus mit f'([z]) als Koef-
fizientenmatrix, enthilt f/([z]) keine singuldre Matrix, insbesondere ist J(z) (bei fest-
gewahltem y) nichtsingular.

Wir betrachten nun die Abbildung
p:[zZ]CDCR"—R"
mit
p(z) ==z = J(x)7 f(2),
Es folgt

p(z) =z —J(2)" f(y) + I(z) " (f(y) = f(2))
=z ()" f(y) + I(z) "I (z)(y — z)
=y—J(z)""f(v)
€ y—IGA(f'([z]), f(y)) = N([z]) C [=].

Die stetige Abbildung p bildet somit die nichtleere konvexe und kompakte Menge [z]
in sich ab. Aufgrund des Brouwerschen Fixpunktsatzes besitzt f in [z] eine Nullstelle
z*. Die Eindeutigkeit von z* folgt wie im ersten Teil des Beweises.

a
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Wir setzen nun voraus, dafl wir einen Intervallvektor [z] gegeben haben, der eine
Nullstelle z* von
f:[zf]cDCR*—-R"

enthilt. f wird in D als stetig differenzierbar vorausgesetzt. f’([z]) existiere, und
der GauBsche Algorithmus mit f’([z]) sei durchfiihrbar. In Satz 14 haben wir gezeigt,
dafl unter diesen Voraussetzungen z* eindeutig ist. Es sei m([z]) ein beliebig aus
[z] gewihlter reeller Vektor. Dann betrachten wir mit [z]° := [z] das sogenannte
Intervall-Newton—Verfahren

214+ = {m((s]") ~ 1GA (F(i2), fom([a1))} N (e, k=0,1,2,,

welches fiir n = 1 mit dem eingangs angegebenen Intervall-Newton—Verfahren fiir eine
Gleichung und eine Unbekannte iibereinstimmt.
Wegen z* € [z]° gilt nach 1) aus Satz 14

z* € m([z]*) - IGA (f'([]*), F(m([z]")))
und damit z* € [z]*+! C [z]*. Durch vollstindige Induktion zeigt man

z* €[z]f, [z]°2[z]' ... 2] 2 [z]*' D ... .
Alle Iterierten enthalten also z*, und die ineinander geschachtelte Folge von Interval-
len ist konvergent.

H. Schwandt hat in [34] ein Beispiel angegeben, welches zeigt, daf fir n > 1 im

Gegensatz zum Fall n = 1 i.a. nicht lim [z]¥ = z* gilt. Der Grenzwert der Folge
k—o0

{[x]k}zozo kann also ein echter Intervallvektor sein. Unter zusatzlichen Voraussetzun-

gen kann dies ausgeschlossen werden. Dies ist eine Teilaussage des néchsten Satzes.

Satz 15 Fir die in D stelig differenzierbare Abbildung
f:[zJc DCR" —-R"

existiere fir [z]° := [z] die intervallmdifige Auswertung f'([z]) der Ableitung. Der
Gaupfsche Algorithmus sei mit f'([z]°) durchfihrbar. Dann gilt:

1) Es set

A= I - IGA(f'([2]°)) - f'([z]°)]
und

B = w(IGA(f'([2]")) - 1f'([=]")].

Ist dann p(A) < 1 oder p(B) < 1 (p bezeichnet den Spektralradius) und besitzt f in
[2]° eine (notwendig eindeutige) Nullstelle, so gilt £* € [z]*¥ und lim [z]* = z* fir die

k—00
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Iterierten des Intervall-Newton—Verfahrens.

2) Ist mit den obigen Matrizen p(A) < 1 oder p(B) < 1, und besilzt f in [z]°
keine Nullstelle, so gibt es ein kg > 0, so daff

{m([z]*) — IGA(f' ([z]*°), f(m([z]**)))} N [z]* = 0

d.h., das Intervall-Newton-Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten wegen leeren

Durchschnitts ab.
O

Die Voraussetzungen p(A) < 1 und p(B) < 1 bedeuten im wesentlichen, daf
der Intervallvektor [z]° komponentenweise hinreichend kleine Durchmesser besitzt.
Fir w([z]°) — 0 gilt ja IGA(f'([z]°)) - f'([z]°) — I, dh.,, A — O und B =
w(IGA(f'([z]°)) - |f'([z]°)] — O, so daB p(A) < 1 und p(B) < 1 fiir gentigend kleine
Durchmesserkomponenten gelten.

Den Beweis dieses Satzes findet man in [4]. Unter naheliegenden Voraussetzungen fiir
f kann man zeigen, dafl im Falle 1) die Folge {[x]k}fzo quadratisch gegen z* konver-
giert. Analog erfolgt im Falle 2) “die Divergenz” quadratisch. (Fiir eine Prazisierung
dieses Resultates informiere man sich in [4].)

Einen Intervallvektor [z]° der eine Nullstelle z* von f enthilt, kann man z.B. mit
einem in [4] diskutierten Vorgehen bestimmen.

Fiihrt das Intervall-Newton—Verfahren auf ein Intervallgleichungssystem mit einer
symmetrischen Koeffizientenmatrix, so kann man anstelle des GauBlschen Algorith-
mus das im letzten Abschnitt diskutierte Cholesky—Verfahren verwenden. Die Durch-
fithrbarkeit vorausgesetzt, lassen sich dhnliche Aussagen wie in den Séitzen 14 und 15
herleiten. Symmetrische Koeffizientenmatrizen erhalt man z.B. bel nichtlinearen Glei-
chungssystemen, die durch Diskretisierung von gewissen Randwertaufgaben entstehen.

4.6 Schlulbemerkungen

Bei der praktischen Durchfithrung der in dieser Arbeit beschriebenen Methoden auf
einer Rechenanlage, werden Rundungsfehler eingeschleppt. Man mufl daher die In-
tervalloperationen so organisieren, dafl durch AuBenrundung diese miterfait werden.
Eine systematische Behandlung dieser Problemstellung erfolgt in [19]. Dariiber hinaus
ist es wiinschenswert, dafl die Intervallrechnung in h6heren Programmiersprachen zur
Verfiigung steht. Dazu verweisen wir auf z.B. [35] und die dort angegebene Literatur.
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