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Abstract — Zusammenfassung

On the divergence behaviour of the interval-Newton-method. If the starting interval contains no zero then
the interval-Newton-method breaks down because the intersection becomes empty after a finite number
of steps. It is shown that in a certain sense this divergence behaviour is quadratic.
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Uber das Divergenzverhalten des Intervall-Newton-Verfahrens. Es ist bekannt, daBl das Intervall-Newton-
Verfahren wegen leeren Durchschnitts abbricht, wenn das Startintervall keine Nullstelle enthélt. Wir
zeigen, daB in einem bestimmten Sinne diese Divergenz quadratisch erfolgt.

1. Einleitung

Eine Liste der verwendeten Bezeichnungen und Hilfsmittel findet man im Abschnitt
2. Ansonsten wird generell auf [3] verwiesen.

Fiir einen Intervallvektor [x] = ([x];) und die intervallmiBige Auswertung f'([x])
einer Frechet-differenzierbaren Abbildung f: [x] = D = R” - R" wird der Intervall-
Newton-Operator durch

N[x] = m[x] — IGA(f"([x]), f (m[x])) (1)

definiert. N[x] ist wieder ein Intervallvektor. Mit Hilfe von N[x] wird fir einen
gegebenen Intervallvektor [x]° das Intervall-Newton-Verfahren definiert als
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wobei die Durchschnittsbildung elementweise fiir die entsprechenden Komponen-
ten von N[x]* und [x]* erfolgt.

In [1] wurden iiber das Verfahren (2) u.a. die folgenden Aussagen bewiesen.

Theorem. Es sei[x]° ein Intervallvektor und f:[x]° = D = R" — R" eine Abbildung,
deren Frechet-Ableitung intervallmdBig auswertbar ist. Wir setzen voraus, daf
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IGA(f'([x]°)) existiert (was damit dquivalent ist, daf3 der Gauss’sche Algorithmus mit
£'([x]°) und jeder rechten Seite durchfiihrbar ist). Es sei

A =1 - IGA(S"([x]1%)- f'([x1°)
und fiir den Spektralradius p von A gelte
p(A) < 1.

(a) Falls f in [x]° eine Nullstelle x* besitzt, so ist die nach (2) definierte Folge von
Intervallvektoren wohldefiniert. Es gilt x* € [x]* und
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(b) Besitzt f keine Nullstellen in [x]°, so gibt es ein kq, > 0, sodaf3
N[xJen[x]* = &, (leere Menge), (3)
d.h. das Verfahren (2) bricht wegen leeren Durchschnitts ab. O

Das Verhalten in (b) bezeichnen wir als Divergenz des Intervall-Newton-Verfahrens.

Falls (a) gilt so 148t sich unter der Voraussetzung
d(f'([x])y) <cldlx]l, ¢=0, (4)
die quadratische Konvergenz der Folge (2) nachweisen: Es gilt
I40xT< M < yld[x])1%
In beiden Fillen (a) und (b) gilt das folgende

Lemma 1. (Siehe [1], Lemma 6). Falls die Voraussetzungen des Theorems gelten, so
ist

m[x]* ¢ [x]“"". ®)

(]

Dieses Lemma besagt, daB in jedem Schritt des Intervall-Newton-Verfahrens der
Durchmesser mindestens einer Komponente von [x]* mehr als halbiert wird.
Daraus kann jedoch iiber die GroBenordnung der notwendigen Schritt k, bis (3)
eintritt (falls keine Nullstelle von f in [x]° liegt), keine Folgerung gezogen werden.

Wir wollen in dieser Note zeigen, daB k, klein ist, wenn der Durchmesser von [x]°
klein ist. In einem unten nidher prazisieten Sinne konnen wir von quadratischer
Divergenz sprechen. Fiir eine Gleichung mit einer Unbekannten, d.h. fiir das ein-
dimensionale Newton-Intervall-Verfahren, wurde dieses Ergebnis bereits in [2]
bewiesen.

2. Hilfsmittel

Intervalle werden wir mit [x] = [x,,x,], [¥]1 = [¥1,¥2], ..., Intervallvektoren
mit [x] = ([x],), [¥] = ([¥];), ... und Intervallmatrizen mit [X] = ([x]y), [Y] =
([¥];j), ... bezeichnen. Dabei sind die [x) [¥1, [x1y;, [y, ... Intervalle.
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m[x] = (x; + X,)/2 bezeichnet den Mittelpunkt des Intervalles [x] = [xy,X,].
Der Abstand zweier Intervalle [x] und [y] ist durch g¢([x],[y]) =
max{|x; — V1l,x, — y,|} definiert. g([x],0) heiBt Betrag des Intervalles [x], 1.Z.
I[x]].- Mit d[x] = x, — x; wird der Durchmesser des Intervalles [x] bezeichnet.
Fiir Intervallvektoren und Intervallmatrizen sind diese Begriffe iiber die Elemente
erklart.

Wendet man auf eine Intervallmatrix [A] (“Koeffizientenmatrix”) und einen Inter-
vallvektor [b] (“Rechte Seite”) die Formeln des Gauss’schen Algorithmus an (Siehe
dazu etwa [3], Kapitel 15), so 1aBt sich der berechnete Intervallvektor [x] = IGA
([A],[b]) darstellen als ein Produkt aus Intervallmatrizen und dem Intervallvektor
[b]. Dabei ist wegen der fehlenden Assoziativitdt durch geeignete Klammerung auf
die Reihenfolge der Operationen zu achten. Wir geben hier die explizite Darstellung
von IGA ([A], [b]) nicht an. Man findet sie z.B. in [ 1] und [5]. Fiir das entsprechend
geklammerte Produkt, welches allein aus den auftretenden Matrizen besteht, schrei-
ben wir IGA ([A4]). Die Darstellung von IGA ([A4]) findet man z.B. in [1], Formel

(4)-

Fiir eine Frechet-differenzierbare Funktion f: D < R"— R" ist.die Steigung
81 (x', x?) eine (n, n)-Matrix, fiir die

&) = fx?) = of(x!, x*)(x* —x?),  x',x*eD (6)

gilt. Die Elemente von §f(x',x?) konnen durch geeignete Differenzenquotienten
bzw. partielle Ableitungen der Komponenten von f dargestellt werden. Siehe dazu
[4]. Es gilt fiir die intervallarithmetische Auswertung der Ableitung

ofet,x*) e f([xD),  x',x*e[x]. (7)

3. Quadratische Divergenz

Da fiir eine Intervallmatrix [ 4] und einen Vektor b
IGA([A4],b) = IGA([A])-b

gilt (siche dazu [5], S. 33), erhédlt man fiir einen Intervallvektor [x], fiir den N[x]
berechnet werden kann,

N[x] = m[x] — IGA(f"([x]), f(m[x]))
< m[x] — IGA(f"([x])- f(m[x]) =: N[x].

Fassen wir die unteren und oberen Schranken der Komponenten von N[x] bzw.
N[x] jeweils zu reellen Vektoren n' und n® bzw. it und 7% zusammen, so ist die
obige Inklusion N[x] < N[x] dquivalent mit

Al <n! <n? <2 (8)

Fiir eine Intervallmatrix [ 4] und einen reellen Vektor b gilt (sieche dazu [3], (1) in
Kapitel 10)
[A]b = {4b|4 e [4]}.
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Dabher folgt aus der Definition von N[x]

{ﬁl = m[x] — A*f(m[x])
a* = m[x] — A'f(m[x])
mit reellen Matrizen A! und 4% € IGA (f’([x])). Mit (8) und (9) folgt nun unter

Verwendung der Steigung (6), falls wir die rechten Endpunkte der Komponenten
von [x] zum Vektor x* zusammenfassen,

©

x? —n' <x*—dl
= x? —m[x] + A*f(m[x])
= x? — m[x] + A*{f(x?) + 6f(m[x],x*)(m[x] — x*)}
= (I — A%6f(m[x],x*))(x* — m[x]) + A*f(x?). (10)

Wir setzen nun voraus, daB die intervallmaBige Auswertung f'([x]) der Ableitung
von f einer Lipschitzbedingung (4) geniigt. Dann kann man

IdAGA(S (DI < xlldx]] (11)

folgern. (Der Beweis kann dhnlich wie der von Lemma 4 und 5 in [3], Kapitel 19,
gefiihrt werden). Wegen f(m[x], x2) € f'([x]) ist 8f(m[x], x*) nichtsinguldr und es
gilt §f(m[x],x*)"! € IGA f'([x]). Somit kann man schreiben

(I — A%3f(m[x],x*))(x* — m[x])|
= |(6f(m[x],x*)* — 4%)-3f(m[x],x*)- (x* — m[x])|
< d(IGA(f'([x]))) - [6f(m[x], x*)] - d[x].
Wegen (11) konnen wir (9) daher schreiben als
x* —n' < O(ld[x]11?) + A%f(x), (12)

wobei O(||d[x]]|?) einen Vektor aus R” bezeichnet, dessen Komponenten alle die
GroBenordnung O(||d[x](?) haben.

Vollstindig analog erhilt man, wenn man die linken Endpunkte der Komponenten
von [x] zum Vektor x' zusammengefaBt,

n® —x' < O(ld[x]]1?) — A'f(x"). (13)
Somit haben wir bewiesen
Lemma 2. Es sei [x] ein Intervallvektor und f: [x] = D = R" — R" eine Abbildung,

deren Frechet-Ableitung eine intervallmdBige Auswertung f'([x]) besitzt, fiir die (4)
gilt. Dann gelten (12) und (13). O

Lemma 3. Fiir hinreichend kleinen Durchmesser d[x] von [x] sind die beiden Ma-
trizen A' und A? aus (9) (und damit aus (12) und (13)) nichtsinguldr.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB fiir eine Intervallmatrix [A4], fiir die IGA([4])
existiert, IGA ([A4]) keine singuldre Matrix enthilt, falls d([4]) hinreichend klein
ist. Dies sieht man so:
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Nach Definition von IGA ([4]) gilt [4]. IGA ([4]) = I + [R], I Einheitsmatrix,
mit einer “Restmatrix” [R], fiir die lim d[R] — O fiir d[A] — O gilt. Somit sind fiir
hinreichend kleinen Durchmesser d[ A] alle reellen Matrizen aus I + [R] invertier-
bar. Wegen

(XY|X e[A], Y € IGA ([A])} < [4]-IGA ([A]) = I + [R]

sind dann auch alle reellen Matrizen Y € IGA ([A4]) fiir hinreichend kleinen Durch-
messer d[ A] invertierbar. O

Wir zeigen als nichstes

Lemma 4. Unter der Voraussetzung (4) und f(x) # 0 fir x € [x] gibt es fiir hinrei-
chend kleinen Durchmesser d[x] mindestens ein iy € {1,2, ..., n} sodaf

(A (1)), # 0 (@)

und

sign(A*f(x"));, = sign(A>f(x*));, - (B

Beweis. Wegen f(x') # 0 und da A" nach Lemma 3 nichtsingular ist, gilt A" f(x') #
0. Somit gilt (o). Wegen A%, A% € IGA (f'([x])) gilt

|4% — A'| < d(IGA (f'([x]))

und daher
A=A'+T (14)
mit einer Matrix T, fiir die | T|| = O(||d[x]]l) wegen (4) gilt. Aus (14) folgt daher
A f(x?) = AMf(x?) + Tf(x?) (15)

mit Tf(x?) - 0 fiir d[x] — 0. AuBerdem gilt nach (6)
%) = f(x") + 3f(x% x") (x* — x*)
und daher nach Multiplikation mit 4*
Af(x?) = A f(x') + A6 f (x>, x)x? —x1).
Setzt man dies in (15) ein, so erhilt man
A2f(x*) = A'f(x") + A'of(x%, x") (x* = x') + Tf(x?) (16)

mit A15f(x% x')(x? — x') —» 0 und Tf(x?) - O fiir d[x] — 0. Nach () gibt es ein i,
mit (A f(x! )i, # 0. Daher gilt wegen (16) fiir hinreichend kleinen Durchmesser d[x]

sign(A4”f(x?));, = sign(A" f(x"));,.-

Damit ist () gezeigt. U
Es sei nun sign(4'f(x"));, = 1 und d[x] hinreichend klein. Dann gilt nach (13)
(n* — x');, < (O(I4[x]|I%) — A*f(x"));, <O. (17)

Falls sign(A4'f(x')),, = —1 gilt, so ist nach () fiir hinreichend kleinen Durchmesser
d[x]
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sign(42/(x?));, = —1
und daher nach (12)
(x2 = n), < (O(I[x]1?) + A2f(x2);, <O0. (18)
Man zeigt nun leicht

Lemma 5. Es gilt N[x]n[x]= genau dann, wenn fiir (mindestens) ein
ioc€{1,2,...,n} gilt

(2d[x] + 2dN[x]);, < |m[x] — m(N[x])I;,-
Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn fiir (mindestens) ein iy € {1,2, ..., n}
(n* —x'),, <0  oder(x* —n'), <0
gilt. O

Die Ungleichungen (17) und (18) zeigen, daB wegen des Termes O(||d[x]]?) auf
der rechten Seite eine dieser beiden Ungleichungen “schnell” eintritt, wenn d[x]
klein ist. Wegen des Termes O([|d[x]]|?) kénnen wir von quadratischer Divergenz
sprechen.
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