
F A S C I .C U L I MATHEMATICI

Nr19 228 1990

To Professor !my Albrycht on his 65th birthd.'rY

GÖTZ ALEFELD

UPER DIE DIVERGEN~GESCHWJNDIGicElT
DES INTERVALL-:-

. "

NEWTON-VERFAHRENS .

If the starting inte1Val contains no zero then the in1erval Newton-me1tlod breib down because the

interseetion bec~es emp1y after a rmi1e num~r of steps. It is shown that in'a certain sense this
divergencebehaViouris quadIatic; .
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E$ sei f: D C R4 R eine reelle Function f, die auf ein~ kompaktenIntervaIl

[x]p = [x~,x~Jdiffere~erbar ist. Die Ableitung( sei mr [x]C [x]OintervaUrnäßig

auswertbar,dh. es'exjsti~rtf( [~) und es geIteror den Durchmesservon (ix.]).

d«(([x])<;cd[x], [x]crxf, c~O. (0)

Außerdem sei 0 EI([x]o), wasaufgmnd der Teilmengeneigen.schaftimpliziert; daß

of$({f x]) tUr [x] gx}O gilt. FÜrein Element m[x] E [x] - gewöhnlichv.tähltman den
Mittelpunktvon [x] ~ und mit der inteIVaUrnäßigenAuswertung([iD d~rAbleitUngist
unter der Voraussetiung OEJf'([x]) derIntervaH-Newton-Operator definiert als .

N[x]=m[x]- f(m[x]}J

([xD .
(1)

Das Iterationsverfahren

k+l ,k k
.[x] =N[xJ (J [x], k=0, 1,2, ... (2)

wird als Intervall-Newton- Verfahren bezeichnet.-

Siehedazuetwa [2, 4 und 5].

Für dasVerfahren(2) geltenunter der Voraussetzung 0 ~ f' ([x]o) die folgenden
Aussagen:" ..
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Ca) Besitzt f in [x]O~ineNullstelle' x*, so fst.(2) wohldefiniert (d.h. der Durchschnitt

ist stets nichtleer) und es gilt x * E [x]k, k ~ 0, so~ie lim' (x]tc= x*.
. k-oo

(b) Gilt außerdem(0), so erfolgtdieKonvergenzquadratischin dem Sinne, daßfür die

Folge {[X]k} ;=0 gilt

d[x]k+l ~ !' (d [x]k)2 mit einem K>'0.
k k . '.

(c) Ist N[x] 0 n [x].9 =l/J (= leereMenge) jür ein ko ~'O, dies bezeichnen wir als
Divergenz des Verfahrens (7)-. so besitzt fin' [x]O keineNullstelle.

Beweise dieser Aussagen fmdet man z. B.in [2 und 4, 5]-
k' . k

Besitzt f in [xt keineNullstelle,so tritt die VoraussetzungN[x] 0 n [x] 0 =cf> für ein

ko ~ 0 ~(~) mit Sicherheit ein. AndernfaIls wür~e nämlich dieIntervallfolge { [x]k} k=O
gegen eine reelle Zahl in [x]O konvergieren, die dann notwendig Nullstelle von f in [x]o. .. .

wäre.

Die Aussage(c) ist die Basiszur Berechnungvon Intervallen,welchemit Sicherheit

keine Nullstellevon f enthalten.Auchspielt dieseAussageeineRolle~ der globalen
Optimierungunter Vexwendungvon intervallarithmetischenHilfsmitteln.Siehedazu [3].
WährenduirilFalle der Existenz einer Nullstelle die Konvergenznach (b) quadratisch

. erfolgt, ist im Falle der ~ichtexistenz .einer NullsteUe, also im Falle der Divergenz nach

Ce), offenbar pisher pich,t di~~tiert worden, "wie. schnell" diese Divergenz erfolgt~.:Wir
werden zeigen, daß diese Divergenz - genauso wie die Konvergenz im Falle (b)"":' in

einem unten präzisierten Sinne eberifalls:quadratisch erfolgt.

..
11

Wirsetzeno. E. d. A . ','

,

f(x»O, f (x»O

fiir x E [xJO voraus. Die intervallmäßige Auswertung f'([x]) für ein Intervall

[x] = [xl'x2] C,[x]Ohabe die DarSt~~ungf([x]) = rf'l'~lund es gelte(0). Es gilt dann rur
den Newton-Intervall-Oper,atorN[x]'= [nI,~]

".

"f(m[x])

N[x]=m[x] f' =. ([x]) ,

[
f(rn[x]) f(~tx])

J

..= .,.;. :-. ".

m[x] f' .,. m[x] r" .' :": .' . 'e;' ';'_: .
1. 2 . :- ',,:..:

Für die Differenz nZ-xl erhältman dannunter VerwendungdesMittelwertsatzesmit
ei.neri1 t zwischen m[x] und xl
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f(m[x])

Ili-xl =m[x] - '.(. -xi = .
. . 2.

f(x1)+f' en(rn[x]-x1)=m[x] - x .

. I f
2

f(~). f(xl)
=(l,-T)(rn[x]":'xI)-~ .2 . 2

=

. . .. .. . .

Wegen ~E [xl = [xl' x2] gilt aufgrUnd der Teihnengeneigenschaft der Intervallrechnung

(~) ~( ([x]), d.h..f (~)~ (1' ' .

Damit und mit (0) folgt

f'(~) (I .l--~l-- =
f2 ~

und damit, wegenm[x] - xl ~ d[x],

und

..f (x )

n2-x1 . =0 «d[x])2) - ~ .
. t

. 2

f(xl) . . .

Wegen- - < 0 ist also n2- xl ~ 0 - d.h. esgiltN[x]n [X]=cp - für hinreichend
. f'2

kleinen burchmesser d[x]. Die Divergenz des Verfahrens (2) erfolgt also in.dem Sinne

quadrdtisch, daß die Differenz von n2-xl und - f (xl )/~ eine F~nktion des Quadrat-
es von d[x] ist, die mit d[x] quadratisch gegenNull geht.

In den anderen. möglichenFällen ..

fex)> 0, fex)< 0
fex)<;0, (x) > 0

fex)< 0, fex)< 0

(3)

fur. x E [x] kann man eine ähnliche Gleichung wie (3}h~rleiten.

III
. ~

Wiein [1] in ~inzelheitenbeschrieben,kann daslntervall-Newton-Verfahrenim Falle '

OE r'([x]O) so modifiziert werden, daß}uan aus dem Intervall. [x]oein Intervall
ausscheidet,in welchemnut Sicherheitkeine Nullstelleliegt Im allgemeineneIhält.man

.dadurch zwei Intervalle, die m~ wejte~ untersuchen m~ In dem. nachfolgend
angegebenennumerischenBeispielhaben wii diese.Mo~ation verwendet,bis nur n~h
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Intervalle mit 0 EI f ([x]O)vorliegen. Für. jedes dieser Intervalle [x]O kann dann(2)
gestartet werden. Enthält ein solches [x]Odann.eine Nullstelle,so gilt(a) aus"I.Besitzt

. ". k k .
{x]O keine Nullstelle, so gilt N[x] ° () [x] ° = l/J für ein ko ~ O. Zur illustration
betrach ten wir ein numerisches Beispiel Gegeben sei das Polynom

p(x} = x5 i' x4 -.l1x3 _.3x2 + 18x, xE R,

welches die Nullstellen -3, -1, 0, 2 und 3 besitzt. Wir wählen als Startinterväll

[x]O = [-5,6]; dieses.enthältalle Nullstellenvon p. In der nachfolgendenTabelle1
sind alle Tefiintervallevon [-5,6] ange~ebentwelche durch die gerade besprochene

Tabelle 1

.,

n

1 rr- [-0.355086805863204424 X 101;
-0.293795679098219953 X 101]

2 [-0.140941 325605785 117 X 101;
-0.870561844 540492874]

3 [-0.976334565487275 291;
0.498446377840909 102]

4 [0.501343673 218673 208;
0.632518070938065058]

5 [0.140134711 542762047 X 101;
0.184743 116 174618360 X 101]

6 [0.188468607628294.493 X 101;
0.211637994457660 539X 101]

7 [0.265004 149830186 120 X 101;
0.268090481 151052540 X101]

8 [0.297092007835618 799 X 101;
0.324472599560166 586 X 101]

9 [0.327022 864768 385 157X 101.. ,
0.600 000 000 000 000 000 X 101]
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Tabelle2

Modifikatio~ des Intervall-Newton;'Verfahrens berechnet wurden. In der Vereinigung
dieser Intervalle sind alle Nullstellen enthalten (aber nicht jedes dieser Intervall enthält

eine Nullstelle). In Tabelle2 ist angegeben,wievieleSchritte man benötigt, bis auf de~
Maschine die Nullstelle jeweils maximal genau eingeschlossen wurde bzw. bis der

Durchschnitt zweier aufeinanderfolgender Iterlerten leer wur~e.
Die mit einem Stern versehenen Intervallnummern in Tabelle 2 enthalten keine Nullstellen.

Es sind jeweils nur wenige Schritte notwendig bis der Durchschnitt leer wird.
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