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Zur Konvergenz eines Verfahrens von D.J. Evans
zur iterativen Verbesserung einer Niherung
fiir die inverse Matrix

G. Alefeld

Universitit Karlsruhe, Institut fir Angewandte Mathematik,
Kaiserstr. 12, D-7500 Karlsruhe, FRG

Herrn Johannes Weissinger zum Siebzigsten Geburtstag gewidmet.

On the Convergence of D.J. Evans’ Implicit Matrix Inversion Process

Summary. Recently D.J. Evans introduced an implicit matrix inversion
process showing asymptotic behaviour which is superior to that of the well
known Schulz-method. In this paper we give sufficient conditions for con-
vergence, prove some error bounds and show that under certain conditions
the iterates are converging monotonously.

Subject Classifications: AMS(MOS): 65F10 CR: 5.14.

1. Einleitung

In der kiirzlich erschienenen Arbeit [3] hat D.J. Evans einen Algorithmus zur
iterativen Verbesserung einer Néaherung fiir A~' angegeben, der bei gleichem
Aufwand wie das bekannte Schulzsche Verfahren (s. [6]) asymptotisch giinsti-
geres Konvergenzverhalten als dieses zeigt. In der vorliegenden Arbeit werden
nach Bereitstellung einiger Hilfsmittel hinreichende Konvergenzaussagen fiir
das Evans-Verfahren angegeben. Es wird auBerdem eine Norm angegeben, in
welcher die Residuen mindestens genausogut wie die des Schulz-Verfahrens
durch das Residuum der Anfangsniherung abgeschitzt werden konnen. Fiir
hinreichend gute Ndherungen kann man dabei die oco-Norm verwenden.
SchlieBlich wird gezeigt, daB unter bestimmten Voraussetzungen an A und an
die Startwerte die Evans-Folge monoton konvergiert. Ahnliche Aussagen sind
seit langem fiir das Schulzsche Verfahren bekannt (s. z.B. [1]).

2. Verfahren von Schulz und Evans

Zur Vollstindigkeit geben wir das Schulzsche Verfahren an [6]:
L. =L HI-Y Y. k=12.. (1)
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- Geniigt die Startmatrix Y; der Bedingung p(I —Y; 4) <1 (p=Spektralradius),
so gilt lim Y,=A4~" und fur jede Matrixnorm gilt

k— o0

=T A=Y 4], k=1D,..., )

d.h. die Residuen konvergieren quadratisch gegen Null, woraus auch die qua-
dratische Konvergenz des Fehlers gegen Null folgt.
Von Evans wurde in [3] das folgende Verfahren vorgeschlagen: Sei X, eine
Niherung fir A~ und
' X,Ad=—L.+D, —U,. (3)

Dabei bezeichnet D, den Diagonalanteil, —L, den unteren und —U, den
oberen Dreiecksanteil. Dann wird X, , , durch

Xk+1:Gk_1‘Dk_1Xk (4)

berechnet. Dabei ist
G,=D;'(D,—Ly) D (D, —U)).

Die explizite Durchfiihrung erfolgt - wie in [3] angegeben - nach der Vor-
schrift
k=12

g Ly mee s

D=Ly Z,=X, }
(Dk_ Uk) XH 1 :Dk Zk

Fiir groBes n (n=Ordnung der Matrix A) bendétigt ein Schritt genauso viele
Punktoperationen (=Multiplikationen und Divisionen) wie (1), ndmlich 2n>.
Setzt man noch

E=D 'L D G =D ') M= Dy L)~
so zeigt eine einfache Rechnung (die in [3] durchgefiihrt wurde), daB3
I_Xk,uA:G::IFka : (5

gilt.

Falls X, eine hinreichend gute Niherung fir A~" ist, so zeigt (3), daB D, in
der Nahe der Einheitsmatrix liegt, womit die Durchfiihrbarkeit von (4) fiir
solche Niherungen von A~' gesichert ist. Bevor wir dies prizisieren und
Kriterien fiir die Durchfihrbarkeit von (4) und fiir die Konvergenz lim X,
= A~ beweisen, diskutieren wir zunichst einige Hilfsmittel.

3. Hilfssiatze

Satz 1. Fir die nxn Matrix A=(a;)=L+D+U (D Diagonalanteil, L bzw. U
unterhalb bzw. oberhalb der Hauptdiagonale stehender Anteil) sei D nichtsingulir.
Es seien s;, i=1(1)n, von Null verschiedene komplexe Zahlen und S=diag(s,) die
damit gebildete Diagonalmatrix.
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a) Die reellen Zahlen p; seien rekursiv definiert durch

I et ;
b= —{Z =+ PJI?JH— Z - I‘; I} i=1(1)n,
|| Jj= l+l
und es sel
p= max p,<l.
15isn
Dann gilt fiir die mit Hilfe von S definierte Matrixnorm || - [|:=||S~ LS|, von (D

+ L)~ U die Ungleichung
Wo+L)y~*U|=|S""(D+L)"'US| ,=p<L.

b) Die reellen Zahlen q; seien rekursiv definiert durch

a2+ §

q,is I} i=n(—1)1

J= :+1
und es sei
g= max ¢,<l.
1=i=nm
Dann gilt fiir die mit Hilfe von S definierte Matrixnorm | -|:=|S~'-S|| die
Ungleichung

I(D+U)~'Li=|S~'(D+U) LS| ,=q<1. O

Der Beweis kann in Analogie zu Satz 10.3 in [2] gefiihrt werden, wo a) im
Spezialfall S=1 bewiesen wurde.

Ist [(D+L)"'U| <1 fir eine Matrix A= L+D+U so folgt daraus wegen
p(D+L)"*U)S|(D+L)"*U| <1 die Konvergenz des zur Matrix A gehorigen
Einzelschrittverfahrens. Wenn alle p,<1 sind, i=1(1)n, so besagt also Teil a)
von Satz 1, daB das Einzelschrittverfahren konvergiert. Diese im Falle s;=1, i
=1(1)n, aus dem Jahre 1951 stammende hinreichende Bedingung fiir die
Konvergenz des Einzelschrittverfahrens ist als Sassenfeld-Kriterium [5] be-
kannt. Aus der Ungleichung p((P+L)"'U)<1 folgt insbesondere, daB die
Inverse von I+(D+ L)' U=(D+L)" ' A existiert, daB also A nichtsingulir ist.
V.V. Gudkov [4] hat 1965 ein Kriterium fiir die Nichtsingularitit einer Matrix
angegeben, welches in das Sassenfeld-Kriterium iibergeht, wenn man die dort
definierte GroBe R; durch R;=p;la;| ersetzt.

Der folgende Satz gibt hinreichende Bedingungen fiir das Bestehen der
Ungleichungen p<1, g<1 an.

Satz 2. Die Matrix A besitze nichtverschwindende Diagonalelemente und fir die
Zahlen 5,40, i=1(1)n, gelte

1 n
Is jl} =1,

r= max
{lsl JZ

i

l“:l‘ﬁn 1 1

i+
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Dann gilt fiir die in Satz 1 definierten Grofien
pErsl, gErElL T

Der Beweis kann analog zu Satz 10.4 in [2] gefiihrt werden.

4. Konvergenzaussagen

Satz 3. Es sei A=(a;;) nichtsinguldr. Mit den gegebenen Zahlen 5,40, i=1(1)n,
werde die Diagonalmatrix S=diag(s,) gebildet. Fiir eine Naherung X, von A~"
gelte

=X, All: =15~ ~X, A) S|, <1.

Dann ist das Verfahren (4) beginnend mit X, durchfiihrbar und es gilt lim X,
=A~'. Fur die Folge der Residuen I1—X, A gilt fir die mit Hilfe von S
definierte Matrixnorm ||-||=|S~*-S|

II—-X,,, AIS|I-D7'X, A|**<|I-X, A%, (6)
d.h. die Folge X, konvergiert mindestens quadratisch gegen A~'. Es gelten bei
Verwendung der Norm || - | =||S~'-S|, die Fehlerabschatzungen

ID¢ 'Lyl 1D " Gill IH-Dg ' X, A*
-1 < X = |
11— X, Al
e Tl SRR
e sl Y

und falls |D; *|| |D,— X, Al <1
IDZ M2 L | N U
_Xk+1”§1 5_1 k L “ k+1||
"|| k || ||Dk*XkA||
ID7 1% 1D, — X, Al? I I )
1= D¢ ' 1D, — X, A " "

A=

lIA

Beweis. Wir beweisen zunichst einige vorbereitende Aussagen.
1. Aus der Ungleichung

=X, All:= S~ (I— X, 4) S|l , <1

fiir ein k=1 folgt, daBB die Diagonalelemente d
verschieden sind.

Bezeichnen ndmlich L,=(l;), D,=diag(d;), U,=(y;) die in (3) definierten
Matrizen, so ist die Ungleichung [|S~'(I—X, 4) S|, <1 dquivalent mit

i=1(1)n, von X, A von Null

ii»

1
Il_dii[+m{z(IlijiIsjl+luij[|3jl)}<la i=1(I)n.

il j*i
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Ist nun d,=0 fiir ein i, so folgt fiir dieses i der Widerspruch
r | {20 (L s+ lug l Is D} <.
J¥i

(Die Abhiingigkeit aller Matrizenelemente von k wird hier -, wie auch bei den
nachsten beiden Aussagen - zur Vereinfachung der Schreibweise unterdriickt.)

2. Ist
=X, Al:=]S"'I~X,A)S| <1

fiir ein k=1, so folgt auch
=D ' X, Al -=[1S7"D (L + U S|, < 1.

Aus der Ungleichung || — X, A]| <1 folgt nimlich fiir i=1(1)n

ll*di+ {Z(lfui|<"jl+fuij|3j)}<1

jFi
oder

i
d 2 (”:‘ji ts_jl o !uij! I‘;;)i} <1—1—dj|=|dy,

sl
Z( |sji)}<1, i=1(1)n.

Die letzten Ungleichungcn sind dquivalent mit [|[I—D; ' X, 4] <1.
3. Aus ||[I-D; ' X, A|| <1 folgt

und daraus

U

i

it

s+

=Dy ' X, A| S| [-X, Al
Ist nidmlich || —D; ' X, A| <1, d.h. '

Z ( iC i)}

fiir i=1(1)n, so folgt nach Multiplikation mit [l —d,;| und wegen 1—|d,|<|1

—d|
1 =
st

l_i' U

ISI+
iSI

U U

Isl+ 5

lS I} sH=dyl+— {Z (15l 1s;1 + IHUHS D}

in | il jFi

oder
=Dy ' X A ST - X, Al.

Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir nun die Aussagen des Satzes. Aus
der Voraussetzung [|[I—X,A| <1 folgt - wie oben unter 1. gezeigt - daB D,
nicht singuldr ist. Damit liBt sich X, aus (4) berechnen. Da die Matrizen
D{'L; und (I—D;'L,)"" vertauschbar sind findet man nach (5) unter Ver-
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wendung der Definitionen von G, und F,
I-X,A=G['F,G,
=(I=D7 U)~'(I-Dy'Ly) D7 L DT,
=(=Dy'U)~'Dy 'Ly(I=D; LDy " U,
Aus der Voraussetzung ||I—X A|l<1 folgt wie unter 2. gezeigt wurde |I
—D;'X,A| <1. Nach Satz2 und der unter 3. durchgefiihrten Voriiberlegung
folgen daraus die Ungleichungen
=Dy *U) "Dy Ly S| I-D7 X Al SIII-X, 4],
|(I=D7 L)~ 'Dy ‘U, | SI1I-Di X, Al S —X, Al.
Damit ergibt sich
I=X,A| S| I-Dy " X, A|* S| I- X, A|*<1.

Damit sind fur X, die gleichen Voraussetzungen erfiillt wie fir X, und X,
kann berechnet werden. Wie fiir X, erhilt man

H—-X 4| SI-D; X, A|?<SII-X,4)?
und unter Beriicksichtigung der fiir |[I—X,A| bereits hergeleiteten Abschit-
zung 1 22 22
=X, A|<|I-D7 X, AP S |- X, A <L.
Durch vollstindige Induktion zeigt man jetzt allgemein fiir k=1

=X, AISII-D7 X, A S IT-X 4™

woraus lim X, =4~"' folgt. Die quadratische Konvergenz der Folge {X,} folgt
unter Verwendung der oben fiir k=1, 2 gezeigten und allgemein durch vollstdn-
dige Induktion zu beweisenden Beziehung

=X, Al S IT-X,A)?
durch die folgenden Umformungen
1A =X =T =X, DA S AT AT =X YA Sa 4™ =X, 12

mit o= |4~} ]| 4]

SchlieBlich bleiben noch die Fehlerabschitzungen zu beweisen. Unter Ver-
wendung der Beziehung D, !X, A=(I—F)G, und der Definition von X
kann man wie folgt umformen:

k+1

(A_j‘—Xk+l)—(f—~Dk_1XkA)(A"1-=Xk+I)ZD;IX,‘A(A_l—Xk+1)
ZD,("le-D,(_leAXk+1
:Dk_le_(I_‘F;c}Gk'GI:IDk_IXk
=F.D;'X,
=FG,G;'D; X,

:Dk_ILkDflUkaH-
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Daraus folgt
IDF L ID Gyl

—1-X = — | X .
4= =X ST A e

Da die verwendete Matrixnorm monoton ist (d.h. aus |4|<|B| folgt ||A]| < ||B]})

und wegen
|D;1Lk|giD;'Lk+D;1Ukizif—D,;"XkA[,

IDFUNSIDI L+ D U= -D M X, A
folgt auch der zweite Teil von (7). Der dritte Teil von (7) folgt aufgrund der 3.
Vorbemerkung.
Ist | D7 |D, — X, Al <1 so folgt analog
1D 12 L G
I—- ”D!: 1” ”Dk_XkA]E

|7 S O | X ks ol

und mit der gleichen Uberlegung wie bei (7) der zweite Teil der Abschitzung
®). O ‘

Im AnschluB3 an diesen Satz wollen wir noch zwei Bemerkungen anfugen.

1. Wie in Abschnitt 2 angegeben, konvergiert unter der Voraussetzung |1
—X,A| <1 auch das Schulzsche Verfahren (1) mit ¥;:=X, gegen A~ ' und es
gilt fir die Residuen die Abschédtzung (2)

=Y, AISH-YAI*=1-X, 41", k2L

Ein Vergleich mit (6) zeigt, daB man beziiglich der Matrixnorm |- ||:=
IS—*-S|l, fir die Residuen I—X,, A4 der Evans-Iterierten eine Abschat-
zung hat, die nach oben durch die entsprechende Schranke der Residuen des
Schulz-Verfahrens abgeschitzt werden kann. Da fiir eine hinreichend gute
Niherung X, fir A~' die Matrix I —X, 4 dem starken Zeilensummenkrite-
rium geniigt, gilt [|S~'(I—X,4)S| <1 fir S=1. Daraus folgt, daB asympto-
tisch in der co-Norm die Residuen des Evans-Verfahrens mindestens genauso-
gut wie die des Schulz-Verfahrens abgeschitzt werden konnen. In diesem Sinne
konvergiert also das Evans-Verfahren asymptotisch mindestens genausogut
wie das Schulz-Verfahren.

2. Die Voraussetzung [|S~'(I —X,4)S| <1 kann erfillt werden, falls p(|/
— X, A]) <1 erfullt ist. Dies sicht man folgendermaBlen ein: Wir setzen R:=1
—X A und betrachten zunédchst den Fall, daB R irreduzibel ist. Dann besitzt
|R| aufgrund des Satzes von Perron und Frobenius (s. [7], Theorem 2.1) cinen
zum Spektralradius p gehorigen positiven Eigenvektor x=(x;). Aus der Eigen-
vektorgleichung |R| x=p x folgt

oder wegen p <1, mit S=diag(x,),

IS='U—X, A)Sl,=p<L.
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Ist R nicht irreduzibel, s;) kann man R so in R abindern, daB
IR|=|R| =0, IR| irreduzibel und p gp(IRI) =p<]
gelten. Die Anwendung der obigen Uberlegung fiir R angewandt auf R ergibt
15~ IRIS| o =5 <1

Beriicksichtigt man noch, daB wegen $=0, $~'20

S-YRIS<S-'IR|S
gilt, so folgt

ISTHRIS| = IS RS, <1,

00 = |
woraus wegen

IS=*RS|| =15~ IRIS|l 4

schlieBlich die Behauptung folgt.

Aufgrund von Lemma 2.3 in [7] gilt p(I—X;A)=p(I — X, Al). Daher st
die in Satz3 angegebene hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des
Evans-Verfahren stirker als die in Abschnitt 2 erwidhnte notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Konvergenz des Schulz-Verfahrens.

5. Monotonie

In diesem Abschnitt zeigen wir, daB unter speziellen Voraussetzungen das
Evans-Verfahren monoton gegen A~! konvergiert. Wir verwenden dabei die
elementweise Halbordnung in der Menge der reellen nxn-Matrizen.

Satzd. A=(a;;) sei eine M-Matrix (d.h. es ist A reell und A~'20 und a;=<0,
i%j). Ist dann X, =0 so gewdhlt, dap I—X; A=0 gilt und enthalt X nicht in
einer ganzen Zez!e nur Nullen, so ist das Evam-Verfahren durchﬁ:hrbar und es
gild 0= Xy X8 BNEK, 2 kg

Gilt dariiber hinaus p(I— X, A)<1, so gilt

limX,=4"".

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB unter der Voraussetzung I —X, A4 =0 fir ein
k=1 folgt, daB fiir D, =diag(d,;) gilt 0<d;;=1. Dies ist folgendermalen einzu-
sehen: Wegen

I-X,A=1-D,+L,+U, 20
folgt
LU, U=l 12D
Dabher gilt
X, A=—-L,+D —UZ=D,

und wegen A~ '20 and X, <D, A" ' Sei A~'=(b;) und X,=(x;;). Fir eine
feste Zeile i, 1=i=n, gilt dann x;;=d;;b;;, 1 =j=n. Da die b. >0 smd und n.V.

ii ~ij? ij=

x;;z0 ist, folgt zundchst d;;=0. st d;;=0, so folgt x;;=0 fir 1=j=n, was im
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Widerspruch zur Voraussetzung steht, daB nicht eine ganze Zeile von X,
verschwindet.
Wir betrachten nun das Verfahren von Evans (4),

X 5GP Do "N =120

Xyd=D P
Gy=Dy I(Dk_"Lk)D; I(Dk__ U,
und zeigen zunichst, daB unter den Voraussetzungen
(9) . I?;Dkgov Lkgo, ngoa ngoa
welche fiir k=1 nach Voraussetzung gelten, die Ungleichung
: X122 X,
besteht. Es ist
X, i=6s 2D X,
= (D,~ U~ ' DD, ~ L) ' X,
=(I+D; 1U;+---+ D U= +Dg ' L+...+ (D L) ) D X,
- =D, ' X, +nichtnegative Terme '
2l . V5. 8

Wir zeigen als ndchstes XkH__A . Dazu geniigt es wegen 4~ '=0 nur zu
bemerken, daB mit (I —D; ' U,)~* 20, (I-D;'L,)"'=0 auch

I-X,,,A=G;'F,G,=(I-D;'U)~"(I-D;'L) SN DS

gilt Da X, ,2 X, ist, hat - falls dies fiir X, der Fall war - auch X, , | nicht in
einer ganzen Zeil nur Nullen. Damit ist die Existenz und Monotonie der Folge
{X,} sowie ihre Beschrinktheit nach oben durch 4A~! und damit die Konver-
genz gegen einen Grenzwert X* <A“ nachgewiesen.

Die Konvergenz gegen A~' unter der zusitzlichen Voraussetzung p(I
— X, A)<1 folgt wegen I —X; A=0 aus Satz 3 mit der im Anschluf an Satz 3
gemachtcn Bemerkung 2. [

Bei einer M-Matrix 4=(q;;) sind die Diagonalelemente notwendig positiv.
Definieren wir

. 1
X,:=diag (a_)

so gilt:
X, 20, I-X 420, X, enthalt nicht in einer ganzen Zeile nur Nullen und es ist
pI—-X A<l

Siche etwa [7], Theorem 3.10. Daher sind mit dieser Wahl von X, alle Voraus-
setzungen von Satz 4 erfullt und die Evans-Iterierten konvergieren monoton
wachsend gegen 4~ 1.
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Wir bemerken noch, dal wir im Beweis des vorangehenden Satzes von der
Voraussetzung, daB 4 eine M-Matrix ist, nur die Eigenschaft 4='>=0 verwen-
det haben. Es ist jedoch offensichtlich nichttrivial, allein unter dieser Voraus-
setzung ein X, zu finden, fiir welches die anderen Voraussetzungen des Satzes
erfiillt sind.

6. Numerische Beispiele

Wir betrachten die Matrix

1 -0.02 -012 -0.14
| —0.02 1 —-0.04 -0.06
—-0.12 —-0.04 1 —0.08

—0.14 —0.06 —0.08 1

aus [3]. A4 ist streng diagonaldominant und es ist q;;<0 fur i#j. Daraus folgt
A~1=0, d.h. 4 ist eine M-Matrix. Mit X, =1 gilt

I-X,420, p(I—X, A)<l,

so daB3 nach Satz 4 die Iterierten des Verfahrens (4) monoton wachsend gegen
A~ konvergieren. Das gleiche gilt nach [1] auch fiir die Iterierten des Schulz-
Verfahrens (1). In den beiden folgenden Tabellen 1a bzw. 1b sind fiir die
Iterierten Y; bzw. X, nach (1) bzw. (4) jeweils das Element in der 1. Zeile und 4.
Spalte angegeben. Die ndchste Spalte enthidlt jeweils den Fehler dieses Elemen-
tes und die letzte Spalte die co-Norm des Fehlers der Iterierten nach (1) bzw.
(4). Aus der Tabelle ist ersichtlich, daB3 (4) erheblich schneller als (1) konver-
giert (die letzte Spalte konnte fast die Vermutung nahelagen, dall das Verfah-
ren (4) kubisch konvergiert). Die Monotonie der angegebenen Folgen x{, bzw.
y¥, wird auch durch die numerischen Werte fiir die anderen Elemente der
Iterierten bestdtigt. Aus Platzgriinden verzichten wir auf die explizite Aufli-
stung dieser Elemente. Die Beispiele wurden auf der Rechenanlage CDC 6500
am Rechenzentrum der TU Berlin gerechnet (Mantissenldnge 48 Bit). Ich dan-
ke Herrn Erdmann fiir die Programmierung.

Tabelle 1a

i Fehler von 4~ %],
0 0 0.158811 0.37

1 0.140000 0.188170,,-, 0.93,,-

2 0.157368 0.144270,, - 0.56,,-2

3 0.158805 0.605290, -5 0.21,5-4

4 0.158811 0.863425,,-10 0.29 4-5

5 0.158811 0.888178,,-15 0.18,5-15
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Tabelle 1b

i x9 Fehler von x{), A~ =Xl

0 0 0.158811 0.37

1 0.150864 0.794670,,-. 0.74,5-1

;. 0.158807 0.376750,4- 0.69,,-5

3 0.158811 0.266454 - .. 0.49,,-5

4 0.158811 0.888178,4-1s 0.17,5-1s
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