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Zur numerischen Auflösung der Matrizengleichung AX2- I = 0

GÖTZ ALEFELD

1. Die Aufgabe, eine Matrix X zu bestimmen, für die AX2 - 1=0 gilt, wurde in
der Literatur wiederholt behandelt. Siehe dazu insbesondere ALBREcHT [2, 3],
ELsNER [7], LAAsoNEN [8], LIEBL [10], LJUSTERNIK-SoBoLEw [11] und STUMMEL-

IlArnER [13]. Gewöhnlich wird dabei vorausgesetzt, daß A symmetrisch und positiv
definit ist oder zumindest positive Eigenwerte besitzt bzw. daß mit einer Matrix B,
für die \fBII< 1 ist, die Darstellung A = I - B gilt. Als Spezialfall ist die betrachtete
Aufgabe auch in [6] enthalten.

In dieser Arbeit betrachten wir die gleiche Problemstellung unter der Voraus-
setzung, daß A von monotoner Art ist. Eine Matrix A = (aij) heißt nach COLLATZ
[5] von monotoner Art, wenn aus Ax > 0 die Ungleichung x > 0 folgt. Dies ist
äquivalent mit A-l > o. Die Halbordnung zwischen Vektoren bzw. Matrizen ist
dabei und im folgenden elementweise erklärt. Spezielle Matrizen von monotoner
Art sind die M-Matrizen. Eine Matrix A heißt M-Matrix, wenn aij < 0, i =!=j,
und A-l > 0 ist. (Siehe z. B. VARGA [14].)

Anwendungen für die oben beschriebene Problemstellung ergeben sich beispiels-
weise bei der numerischen Behandlung der allgemeinen Eigenwertaufgabe

(AA - B) x = 0

mit einer symmetrischen Matrix B und einer Matrix A, die von monotoner Art
ist. Bezeichnet man eine Lösung der Gleichung AX2 - 1=0 mit A-l!2, so erhält
man mit y = Al!2X, 0 = A-l!2BA-l!2 das symmetrische Eigenwertproblem

(AI - 0) y = o.
Wir geben in dieser Arbeit ein Verfahren an, welches eine in der elementweisen Halb-
ordnung monoton wachsende Folge liefert, die unter geeigneten Bedingungen an
die Startwerte gegen eine nichtsinguläre Matrix X* mit AX* 2 - I = 0 konvergiert.
Entsprechende Aussagen sind für das Schulzsche Verfahren zur Matrizeninvertierung
von ALBRECHT[1] bewiesen worden.

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, erwähnen wir, daß die nachfolgenden Ergeb-
nisse auch in der Menge der linearen beschränkten Operatoren eines Banachraumes
in sich mit einer geeigneten Halbordnung bewiesen werden können.

2. Es sei A eine zunächst beliebige nichtsinguläre Matrix. Die Bestimmung einer
Matrix X*, für die AX* 2 - I = 0 gilt, ist dann äquivalent mit der Bestimmung
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einer nichtsingulären Matrix X, für die

F(X) - A - (X-I)2 = 0 (0)

gilt. Die Anwendung des Newton-Verfahrens

F(Xi) + F'(Xi) (Xi+1 - Xi) = 0 (1)

auf diese Gleichung führt wegen

F'(X) W = (X-I)2 WX-I + X-I W(X-I)2 (2)

auf die Iterationsvorschrift

Xi+1Xi + XiXi+1 = 2Xi2 + Xi2(I - AXi2), i = 0, 1,2, ... (3)

Ist Xo nichtsingulär und mit A vertauschbar, AXo = XoA, so liefert das Newton-
Verfahren (3) eine Folge {Xi}, die der Vorschrift

1
Xi+1 = Xi + - Xi(I - AXi2),

2
i = 0, 1, 2, ..., (4)

genügt. Alle Xi sind mit A und untereinander vertauschbar.
Die Möglichkeit, diese Vorschrift zur Auflösung der Gleichung AX2 - I = 0

zu verwenden, wurde in [8] - allerdings unter anderen Voraussetzungen - ver-
worfen.

Lemma 1. Es gelte A-I > 0,1) Xo > 0, I - AX02 > 0, und Xo sei mit A ver-
tauschbar. Dann gilt für die nach (4) berechneten Iterierten:

a) I - AXi2 > 0, i > O.

b) 0 <Xo < Xl <... < Xi < Xi+1 < '''.

c) Die Folge {Xi2} ist konvergent.

d) Für Xo > 'XI, 'X> 0 ist die Folge {Xi} konvergent.

e) Ist Xo nichtsingulär, so gilt lim Xi2 = A-I und im Falle Xo > 'XI, 'X> 0, auch
i ->-00

limXi = X* mit AX*2 - I = O.
i->-oo

Beweis. Zu a). Es gelte I - AXi2 > 0, was nach Voraussetzung für i = 0 richtig
ist. Dann gilt aufgrund der Vertauschbarkeit von A mit allen Xi

1 - AXi+t ~ (1 - ~ AX,2) (1 - AX,2)2.

1 1 1 1 .
Wegen 1- - AX.2 > - 1- - AX.2 = - (I - AX.2 ) > 0 gIlt daher auch

4 t -4 4 t 4 t -

I - AX;+I > o.
Zu b). Wegen Xi > 0, was nach Voraussetzung für i = 0 richtig ist, und wegen

a) folgt Xi+1 = Xi + ~ Xi(l - AXi2) > Xi.

(5)

1) Es wird in diesem Lemma nicht vorausgesetzt, daß A. eine M-Matrix ist.
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Zu c). Nach a) gilt I - AXi2 > 0, i > 0, also wegen A-l > 0 die Ungleichung
Xi2 < A-l, i > 0, d. h., die Folge {Xi2} ist durch A-l nach oben beschränkt. Wegen
b) gilt X;+1 > XiXi+l > Xi2, d. h., die Folge {Xi2} ist auch monoton wachsend, somit

also konvergent. 1
Zu d). Mit Xo > xl, x> 0, gilt nach b) Xi > Xo > xl, also - Xi > I, und damit

1 x
- Xi2 > Xi, d. h., die Folge {Xi} ist auch beschränkt und damit konvergent.
x

Zu e). Wir zeigen zunächst, daß (l(I - AXo2) < 1 gilt ((lbezeichnet den Spektral-
radius). Dazu zerlegen wir A in A = M - N mit M = (Xo-l)2,N = (Xo-l)2- A.
Wegen M-IN = I - AX02 > 0, NM-l = I - AX02 > 0 und X02 > 0 ist die an-
gegebene Zerlegung von Aschwachregulär (siehe Definition 2.4.15 in [12]). Da
nach Voraussetzung A-l > 0 ist, gilt nach 2.4.17 in [12]

(l(M-IN) = (l(I - AX02) < 1.

Somit gibt es eine natürliche Matrixnorm (1[11[= 1), für die

111- AX0211 < 1
gilt.

Es gelte nun

1[1- AXi21[ < 1

für ein i > 0, was - wie gerade gezeigt - für i= 0 richtig ist. Dann gilt auch

1 3 1 3 1
I--AX.2 = -I + - (I-AX.2 ) <-+-=1.

4 I 4 4 I 44
11

Damit folgt aus (5)

111- AX;+1I!< 111 - AXi21[2, i > 0, (6)
und

1[1- AXi21[ < 111- AXo21[2\ i> O.

Somit erhält man mit (5)

JJk' - XJ'HIJ~ IIA-' (I- ~ AX,,) (I - AX,')'II < IJA-'IJIJI- AX.'IJ"+',
also

lim Xi2 = A-l.
i~oo

Wir haben unter d) mit der Voraussetzung Xo > xl, x > 0, bereits die Konvergenz
lim Xi= X* gezeigt. Damit gilt dann auch
i~oo

lim Xi2 = X*2 = A-l,
i~

also

AX*2- I = O. .
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Im nächsten Lemma wollen wir zeigen, daß die in Lemma 1 benötigten Voraus-
setzungen bei M-Matrizen sehr einfach realisiert werden können.

Lemma 2. Es sei A eine M-Matrix und Xo = xl mit

0 < x < (max aii )
-1/2.

l~i~n

Dann ist Xo > 0, Xo nichtsi1UJulär,Xo mit A vertauschbar, und es gilt I - AX02 > o.

Beweis. Es sei A = (aij) zerlegt inA = D - B, wobei D den Diagonalanteil bzw.
B den außerhalb der Diagonale stehenden Anteil von A bezeichnet. Dann ist

I - AX02 = 1 - x2(D - B) = I - '}(,2D + '}(,2B > 0,

falls 1 - '}(,2ajj > 0, i = 1(1)n, also

0 < ')(,< (max aii )
-1/2

l~i~n

gilt. Schließt man ')(,= 0 aus, so ist Xo nichtsingulär, und alle anderen Behauptungen
sind offensichtlich erfüllt.

3. Beim numerischen Rechnen, d. h. bei der Durchführung auf einer Rechenanlage
mit Gleitpunktdarstellung der Maschinenzahlen, wird aufgrund der Rundungsfehler
während der Rechnung im allgemeinen die Vertauschbarkeit der nach (4) berech-
neten Xi mit A und untereinander zerstört. Es muß daher untersucht werden, wie
sich das Iterationsverfahren (4) in der Nähe von A-1/2 für nicht notwendig mit A
vertauschbare Startwerte Xo verhält. Wir können diese Untersuchung in Analogie
zu LIEBL [10] durchführen: Setzen wir

G(X) = X + .!.X(I - AX2),
2

so ergibt sich für die Frechet-Ableitung an der Stelle A-1/2 die n2 X n2-Matrix

G'(A-1/2) = !. [1 Xl - Al/2 X A-1/2].
2

Dabei bezeichnet X X Y für n X n-Matrizen X = (Xij) und Y = (Yij) das Tensor-
produkt, welches definiert ist als

x X Y =

(
~.l~.~. .~~~~

)
.

Xnl Y ... Xnn Y

Siehe dazu z. B. LANCASTER[9]. .

Wir zeigen, daß die Eigenwerte von G'(A-1/2) sicherlich nicht für alle Matrizen A
von monotoner Art dem Betrage nach kleiner als 1 sind. Das bedeutet, daß es in
beliebiger Nähe von A -1/2Matrizen Xo gibt, für die das Verfahren (4)nicht gegen A -1/2
konvergiert.
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Dazu setzen wir speziell voraus, daß A eine symmetrische M-Matrix ist. Solche
Matrizen heißen Stieltjes-Matrizen. Sie sind positiv definit. Siehe dazu VARGA[14].
Für die Orthogonalmatrix U gelte

UAUT = A = diag (Aj).

A enthält in der Diagonale die Eigenwerte von A. Um die Eigenwerte von G'(A-l!2)
zu bestimmen, wenden wir auf G'(A-l!2) eine Ähnlichkeitstransformation mit der
Matrix U X U an. Dies führt auf eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen

1

( ~.
A. = - 1 - -2

Lk 2 Ak '
i, k = 1(1) ni

Liegen also die Eigenwerte von A nicht sehr nahe zusammen, so sind nicht alle
IAikl< 1. .

Eine Möglichkeit, die eventuell auftretende numerische Instabilität in der Nähe
von A-l!2 zu umgehen, besteht in der Durchführung des Verfahrens (3), welches ja
lokal konvergent ist und sich gegenüber Rundungsfehlern gutartig verhält. Allerdings
ist der Aufwand pro Schritt gegenüber (4) erheblich. Siehe dazu etwa [4].

Einen im allgemeinen sehr guten Startwert für (3) findet man durch Anwendung
von (4) wie in dieser Arbeit beschrieben. (4) sollte abgebrochen werden, sobald die
Monotonie verletzt ist oder in I - AX02 mindestens ein Element negativ ist oder
die nach (6) theoretisch bestehende Ungleichung für eine Norm nicht mehr erfüllt
ist.

4. Abschließend sollen noch einige numerische Ergebnisse angegeben werden. Die
Beispiele wurden auf der Rechenanlage CDC 6500 (Mantissenlänge 48 bit) der
Zentraleinheit Rechenzentrum der Technischen Universität Berlin gerechnet. Für
die Programmierung danke ich Herrn Dipl.-Math. H. SCHWANDT.

besitzt außerhalb der Hauptdiagonale nichtpositive Elemente und ist strengdia-
gonaldominant. Somit ist A-l > o. (Siehe z. B. [5].) Als Startmatrix für das Verfahren

(4) können wir nach Lemma 2 die Matrix Xo = ~ I wählen. Es gilt für dienume-
rische Rechnung fi

Xi+1 > Xi für i = 0(1)6,

1- AXj2 > 0 für i = 0(1)7,

1[1- AXi+1lfoo< 111 - AXi211~ für i = 0(1)6.

2 Num. Mathematik 9

1. Die Matrix

4 0 -1 -1 -1

-2 5 0 -1 -1

A = I -1 -2 6 -1 0

0 -2 -1 7 -2

-2 -1 0 -1 5
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Es ist

111- AXS21f00 ~ 0.2810-n,

111- AXg21!00 ~ 0.2110-18.

{

0, i = j,
2. A = I - B mit B = (bij),bij = 0.246, i =f=j,

1 < i, j < n.

Mit der gleichen Begründung wie in Beispiel 1 ist A-l > O.Es gilt für die numerische
Rechnung

XiH > Xi für i = 0(1)10,

1- AXi2 > 0 für i = 0(1)10,

1[1- AX;+ Ilfoo < 111 - AXi21!2 für i = 0(1)9.

Zur Demonstration listen wir noch r:= Ifl - AXi21f00für i = 0(1)19 auf:

i 0

0.984

1

0.965

2

0.921

3

0.834

4

0.665

5

0.406

6

0.140r

~ 7 8 9 10 11 12

r 0.15410-1 0.17710-3 0.23610-7 0.14210-. 0.55410-. 0.21710-0

~ 13 14 15 16 17 18 19

r 0.84810~0 0.33210-7 0.13010-6 0.50810-< 0.19910-5 0.77710-5 0.10410-'

Die Norm I[! - AXi21100nimmt monoton bis i = 10 ab. Die Vertauschbarkeit der Xi
mit A und untereinander wird in der Nähe von A-l!2 zerstört. Von i = 11 ab nimmt
r wieder zu.
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