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Zusammenfassung — Abstract

Zur Konvergenz des Iterationsverfahrens bei linearen Gleichungssystemen. 4, M und N seien reelle
Matrizen und A=M — N. Es seien M und M — N (M ! N)*"! fiir ein k=1 nichtsinguldr. Aus M’ y=0
folge [N(M~' N} '] y=0. Dann folgt aus [M—N (M ! N} '} y=0 die Ungleichung
[N(M PN} 17 y=0 genau dann, wenn p(M ™! N)<1 ist. (Der Strich bedeutet Ubergang zur
transponierten Matrix.) Die gleichen Aussagen bestehen, falls 4, M und N durch 4, M’ und N’ er-
setzt werden. Diese Resultate sind Verallgemeinerungen von Ergebnissen, welche in [1] und [2]
bewiesen wurden.

On the Convergence of the Iteration Method for Systems of Simultaneous Linear Equations. Let 4, M, N

_ be real matrices, let A=M —N and let M and M—N (M ™! N}¥"! for some integer k=1 be non-
singular. Let M’ y=0 imply [N (M ! N)*" '] y=0 (where the prime denotes the transpose). Then
[M—N(M ! N¥ 17 y=0 implies [N (M ! N)*" '] y=0if and only if the spectral radius p (M ™' N)
of M~ ! N is less than one. The same conclusions are true if A, M and N are replaced by 4’, M’ and
N’ respectively.

Betrachtet wird die Aufgabe, das lineare Gleichungssystem

Ax=b

mit einer reellen quadratischen Matrix A aufzuldsen. Dazu wird die Matrix 4
mit einer nichtsinguldren Matrix M zerlegt in A=M — N und gemil3

XK1 =M"INx*+M'b, k=0,1,2,...,x° beliebig,

iteriert. Das Iterationsverfahren konvergiert genaix dann fiir jeden Anfangsvektor,
wenn p (M~ N)<1 ist. (p bezeichnet den Spektralradius.)

Es bezeichne X’ die aus der-n x n-Matrix X gebildete transponierte Matrix. In
der Menge der reellen Matrizen bzw. Vektoren wird die natiirliche Halbordnung
zugrunde gelegt. Wir beweisen in dieser Note den folgenden

Satz 1: Es sei A=M —N eine Zerlegung von A mit reellen Matrizen M und N.
M sowie fiir ein k=1 auch M — N (M~ N)*~1 seien nichtsinguldr. Gilt

M'y20=[N (M~ N}"1] y20,
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so folgt

([M-NM™INf 'Y y20=[NM™' N} 1T yz0)<pM ' N)<1l. B
Der Spezialfall k=1 dieses Satzes wurde in [ 1] und [2] bewiesen.
Als eine weitere Aussage erhalten wir

Satz 1*: Es sei A=M — N eine Zerlegung von A mit reellen Matrizen M und N.
Es sei M sowie fiir eink=1 auch M—N (M~ N)*~! nichtsinguldr. Gilt

Myz0=NM"!'Ny:"*y=0,
“so folgt
((M—NM ™ 'Nyfs11y20=>NM 'Nyf'y=20)=pM 'N)<l. B

Der Beweis von Satz 1* ergibt sich aus Satz 1, indem man dort A durch 4’, M durch
M’ und N durch N’ ersetzt.

Wir fiihren den Beweis von Satz 1 auf mehrere Lemmata zuriick, die nachfolgend
angegeben werden.

Lemma 1: Es seien A, M und N reelle quadratische Matrizen und M sowie fiir ein
k=1 auch M —N (M~* N)*~1 seien nichtsinguldr. Dann gilt

(M'y20=[NM ' Ny 17 y=20)<=(NM ' N} '=MX, X20)
und
([M—N M~ N}7'] y20=[N (M~ Ny~ '] y20)<
(NMM IN)}"'=[M—-NM™"'Ny11Y,Y20).
Beweis: Wir beweisen die erste Aquivalenzrelation.

=" Wir wihlen z=0. Dann gilt mit y=(M")"! z nach Voraussetzung

M (M) z=z20=[NM ' N} 1T (M) 1z=0
d. h. :
X'=[N(M~* N}'T (M) 20
oder
NM N} 1=MX mit X>0.
,<=“:Gilt N(M~* N}) " '=M X mit X >0, dann gilt

X'=[N(M~! NF~1T (M) 20
und aus M’ y =0 folgt
[N(M™E N} (M)~ M y=[N(M~' N)" '] y20.
Entsprechend beweist man die zweite Aquivalenzrelation. H

In Lemma 1 wird nicht verwendet, daB die Differenz M — N eine Zerlegung von
A ist. Setzen wir dies voraus, so erhalten wir das folgende

Lemma 2: Essei A= M — N mitreellenquadratischen M atrizen M und N. M sowie fiir
eink>=1auchM— N (M™' N~ seien nichtsingulir. Es gelte N(M~ ' N}* " '=M X
mit einer reellen quadratischen Matrix X 20. Dann gilt
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(NMTINf '=[M-=NM'NF¥"11Y mit Y=0)<
(M=[M-NM"'N¥"11Z mit Z=0).
Beweis: .=“: Sei N(M ' N} " '=[M—N M "' N}¥ 1Y mit Y>0. Dann gilt
Y=[M—-NM™ "IN} 17" NM ™' N}¥ '=20= —1, (I Einheitsmatrix)
oder
OSI+[M=NM NI INM TN I=s[M-NM N} 11" M=2,

also

M=[M—-NM™! N} ']1Z mit Z=0.
= SeiM=[M-NM"*N}"1]1Z mit Z=0.
Dann folgt mit N (M ! N)*"'=M X die Bezichung

NM IN} 1=[M-NM "I N}11ZX,

also

NM AN} =[M-NM " 'N}F1yY
mit

Y=ZX=0 wegen Z2=0,X=0. B

Aufgrund von Lemma 1 und Lemma 2 sind die Aussagen von Satz 1 mit den
folgenden Aussagen identisch:

Sati 2: Essei A=M — N eine Zerlegung von A mit reellen quadratischen Matrizen
M und N. M sowie fiir ein k=1 auch M —N (M~ N)*~? seien nichtsingulir. Es
gelte N(M ™ NY*"1=M X mit einer reellen quadratischen Matrix X =0. Dann
gilt

(M=[M—N (M~ ! NY~'] Z mit einer reellen quadratischen Matrix Z =0)<>
p(M~ ' N)<1.
Beweis: ,,=": Es gelte

M=[M~N(M N} 1]Z mit Z=0,
also
0<Z=[M—-NM N} 1] M=[I—(M~* N¥]~*.
Wegen N(M™! N)"'=M X mit X 20 ist (M~ N)*20, so daB nach Satz24.5
in[3]p((M ™' Nffj<1,alsoauch p (M~! N)<1 folgt.

.<=": Ist umgekehrt p (M ™' N)<I1, so gilt auch p((M~' Ny)<1 und wegen
(M™1' N)Y*=0 existiert aufgrund der gleichen Quelle [I—(M ! N)*]~! und es ist
OS[I-M " *Nf1 " '=[M-NM* NF-117t M,

also gilt

M=[M-NM"'Ny*11Z mit Z=0. =
Wir wollen an einem einfachen Beispiel demonstrieren, daf3 die Voraussetzungen
von Satz 2 fiir ein k> 1 erfiillt sein konnen, wenn dies fiir k= 1 nicht der Fall ist.

Dazu betrachten wir die Matrix
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und zerlegen A in A=M — N mit

B & 14
M= N= :
(1 2) (5 5)

A und M sind nichtsingulir und es gilt N=M X mit der Matrix

0 —2
X= :
(% 0)

X geniigt nicht den Voraussetzungen von Satz 2, so daB dieser Satz fiir k=1 nicht
anwendbar ist.

Wir zeigen, dal3 die Voraussetzungen fiir k=4 erfiillt sind: Es ist

)

nichtsingulidr und es gilt N (M ™! N)*=M X mit der nichtnegativen Matrix

s (0
X:“)
(Oi

AuBerdem gilt M =[M — N (M~ ' N)*] Z mit der nichtnegativen Matrix

$0
z-(3 %)
3

so daB mit Satz4 p (M~ ' N)< 1 gefolgert werden kann’.
Eine entsprechende Umformulierung von Satz 1* wie die von Satz 1 durch
Satz 2 1st
Satz 2*: Es sei A=M—N eine Zerlegung von A mit reellen quadratischen
Matrizen M und N. M sowie fiir ein k=1 auch M—(N M~*y"! N seien nicht-
singuldr. Es gelte (NM™Y}"! N=X M mit einer reellen quadratischen Matrix
X =0. Dann gilt

(M=Z[M~—(NM"'y~! N] mit einer quadratischen Matrix Z =0)

<p(M " 'N)<1. B

Der Beweis von Satz 2* ergibt sich aus Satz 2, indem man dort A durch 4’,
M durch M’ und N durch N’ ersetzt.
Als Anwendung von Satz 1 (und damit von Satz 2) beweisen wir das folgende

M—N(M‘lN)3=(

Pl
[SY[FRE ]

Korollar 1: Essei A=M— N eine Zerlegung von A mit reellen Matrizen M und N.
M sowie fiir ein k=1 auch M —N (M~* N)~! seien nichtsinguldr. Es sei M ™' >0
und N (M ™' N}*"1>0.Giltdann[M —N (M~ * N)*"1]~*>0s0 folgtp(M~* N)<1.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt (M’)~! >0. Gilt daher M’ y=>0 so folgt y=0.
Damit gilt wegen N (M ™! N)*"1 >0

M’ y=20=[N(M~!' N '] y=0.

! Fir die Kontrolle dieses Beispiels danke ich Herrn Dipl.-Math. H. Schwandt.



Zur Konvergenz des Iterationsverfahrens bei linearen Gleichungssystemen 271
Weiter gilt nach Voraussetzung [[M—N(M™'N)*"']]7'=0. Gilt daher
[M—N(M™* Ny 17 y=0, so folgt y=0. Damit gilt wegen N(M~* N)*"1>0
[M—NM™' N1 yz0=[N M N} '] y=0.
Nach Satz 1 folgt jetzt unmittelbar p (M ™! N)<1. H

Fiir k=1 ist der Inhalt von Korollar 1 mit dem von R. S. Varga in [4], Seite 89
angegebenen Theorem 3.13 iiber reguldre Zerlegungen von Matrizen identisch.

Durch Anwendung von Satz 1* (und damit von Satz 2*) erhédlt man entsprechend

Korollar 2: Es sei A=M — N eine Zerlegung von A mit reellen Matrizen M und N.
M sowie fir ein k=1 auch M —(N M ~*¥~' N seien nichtsingular. Es sei M~ >0
und(N M~ '¥"' N 20.Giltdann[M —(N M~ 1y~ 1 N]~1>0,s0 folgt p (M ™' N)< 1.
e
Der Beweis ergibt sich dhnlich wie in Korollar 1 durch Anwendung von Satz 1*.

Als eine Anwendung von Korollar 1 beweisen wir das folgende

Korollar 3: Es sei A=M — N eine Zerlegung von A mit reellen Matrizen M und N.
M sowie fiir ein k=1 auch M — N (M~ N)*~! seien nichtsingulir. Es sei M~* =0
und (M~ N)*=0. Gilt dann [M—N (M~ * N)*" 1171 >0, so folgt p(M~* N)<1.

Beweis: Wir betrachten die Matrix
A=1—-(M"' Ny
und setzen M=I, N=(M ! N)* k=1.
Esgilt M~ >0, N(M~* N)*"'=N =0 und
OSIM-NM " *N}f ] M '=[I-(M"* N '=[M-NM " N} 1] L
Nach Korollar 1 folgt jetzt p (M~ ! N)=p (M * N¥)<lalsop(M ' N)<1. B

Fiir k=1 findet man Korollar 3 unter der zusitzlichen Voraussetzung N M~ =0
(siehe Korollar 4) in [3], Seite 56, Theorem 2.4.17.

Ahnlich erhilt man aus Korollar 2

Korollar 4: Es sei A=M — N eine Zerlegung von A mit reellen Matrizen M und N.
M sowie fiir ein k=1 auch M —(N M~ Y"1 N seien nichtsinguldr. Es sei M~ >0
und (NM~'=0. Gilt dann [M—(NM~Y"1 N1 1>0, so folgt p(M~ ' N)<1.

Der Beweis ergibt sich dhnlich wie in Korollar 3. -
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