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Uber die Durchfiihrbarkeit des GauBischen Algorithmus
bei Gleichungen mit Intervallen als Koeffizienten

G. Alefeld, Karlsruhe

Zusammenfassung

Ist fiir eine Intervallmatrix 9 und einen Intervallvektor b der GauBsche Algorithmus durchfiihrbar,
so liefert er einen Intervallvektor x mit der Eigenschaft {3 | U 3=0, We U, b e b} =z In dieser Arbeit
wird eine Klasse von Intervallmatrizen angegeben, fiir die der GauBsche Algorithmus stets (ohne
Zeilen- und Spaltenvertauschung) durchfiihrbar ist. Die angegebenen Aussagen sind Verallgemeine-
rungen von Resultaten aus [1].

1.

Gegeben sei eine Intervallmatrix A=(A4;;) und ein Intervallvektor b=(B,). Bei
der Anwendung der Formeln des GauBschen Algorithmus (siehe etwa [1], Seite
218 ff.) wird in einem ersten Schritt aus der Intervallmatrix 2 und dem Intervall-
vektor b unter der Voraussetzung 0¢ 4,, eine neue Intervallmatrix A =(4;))
und ein Intervallvektor b’ =(B;) berechnet nach der Vorschrift

(a) A,ijzAljs 1<j<n, B;=B,

’ Ai . .
(b) AUZAU_Auﬁ; 2=i,j=n
A (1)
(© B;=B;—B,——, 2Zi<n
Ay
(d) 4;,=0, 2si=n.

Durch (n— 1) malige Anwendung dieser Formeln auf Intervallmatrizen mit immer
kleiner werdender Ordnung erhélt man schlieBlich eine obere Dreiecksmatrix
A =(A4;;) und einen Intervallvektor b=(B;), aus denen mit Hilfe der Formeln

X,=B,/4,,
o ~ 2)
Xiz(Bl"" Z AUXJ-)/AH,Iéfén—I,
j=i+1
ein Intervallvektor x =(X;) berechnet wird, fiir welchen gilt

{z|Uz=b,UcW,beb}cx.
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Falls B eine M-Matrix ist, so ist der Gaufische Algorithmus mit der Intervallmatrix
W durchfithrbar und zwar ohne Zeilen- und Spaltenvertauschungen.

Beweis: Da B nach Voraussetzung eine M-Matrix ist, gibt es einen reellen
Vektor u=(u;) mit positiven Komponenten, so dal Bu> o,d. h.

(lagl=lryl)u;> Z [A;jlu, 1Si<n
j=1
it
gilt. AuBerdem ist wegen |a,,|—r;;>0 die Bedingung 04 A4,, erfiillt und die
Formeln (1) sind anwendbar.

Wir zeigen nun, daB fiir die durch die Formeln (1) (b) festgelegte (n—1) x (n—1)
Intervallmatrix @I’:(E}J-) mit EEJ:A;-j=<a}J-, ri;», 2=1,j<n, die Voraussetzungen
des Satzes erfiillt sind, womit die Behauptung dieses Satzes durch vollstindige
Induktion bewiesen ist.

Fir i =2 gilt unter Verwendung von (1)

= I’ c Ai
2N Al u= Y | A=Ay ——|
j=2 i=2 ﬁu
JFi JjFi 11
n n
gz | Ajj | uj+| Ay | o I | Ayl u;.
j=2 11 | j=2
iFi J¥i

Wegen
Z [ Ayl u;<(layg |=ry)uy—| Ay u,
j=2
J¥i

was nach Voraussetzung gilt, kann dies weiter abgeschitzt werden durch

Z |A:‘j| ng
ji=2
jFi
n 1 j
Zz| Ayl up+| Ay | *lal—l{_—rl W ay l=ri)u —1 Ay | ug}
J= 1
JjFi
- | Ay || Ay
= 3 14wy 2alAul
i=1 lay, |—ry,
S (PRI
lay =7y,

=(lai; | =7 u;.
Das letzte <-Zeichen gilt dabei aufgrund von Lemma 1 in [1], Seite 224.

Damit ist der Beweis abgeschlossen.
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Bemerkungen

1. Kann man im Beweis des Satzes u=(u;) mit u;=1, 1 <i<n, wihlen, so ist die
Intervallmatrix A streng diagonaldominant im Sinne von Definition 2 in [1],
Seite 225, und das hier bewiesene Resultat ist mit Satz 3 in [1], Seite 226,
identisch.

2. Sind die Elemente der Intervallmatrix 2 reelle Intervalle und ist jede Punkt-
matrix A e W selbst eine M-Matrix, so sind die Voraussetzungen des obigen
Satzes trivialerweise stets erfiillt. Die Durchfiihrbarkeit des GauBschen Algorith-
mus wurde fiir diesen Sonderfall in etwas anderem Zusammenhange bereits in [2]
nachgewiesen.

3. Gegeben sei ein Intervallgleichungssystem in iterationsfiahiger Gestalt,
r=Cx+c,

mit einer Intervallmatrix €=(C;;), C;;=<c;;, ;;), 1<i,j<n und einem Intervall-
vektor c.

Das Verfahren
F*1=Cs+¢ k=0,1,2,...,

konvergiert bekanntlich genau dann fiir jeden Intervallvektor x° gegen den
eindeutigen Fixpunkt x* der Gleichung x=C€ x+ ¢, wenn der Spektralradius p
der reellen Matrix | € |=(| C;;|) kleiner als 1 ist. (Siehe etwa [1], Satz 1, Seite 178.)
Wir wollen zeigen, daB in diesem Falle auch stets die Voraussetzungen des obigen
Satzes fiir die Matrix A =E —€ =(4,)) erfiillt sind (€ Einheitsmatrix).

Es gilt

A=

i

A—epry)y i=j
—Cj; sonst.

Aus p (| €|)<1 folgt notwendig | C;; | =| ¢;; | +r;< 1, 1ZiZn.
Die in obigem Satz definierte, zu A=CE—C gehorige Matrix B =(b;;) besitzt die

Elemente
l—cil—ry,, i=j,
= I i
-1 Cy;l sonst.

Wir betrachten nun die reelle Matrix B, =€ —|C€|. Wegen p (| €|)<1 existiert
nach Theorem 3.8 in [8] die Inverse von B, und es gilt B; 1> 0.

Wir betrachten weiter die Zerlegung B, =M, — N, von B, mit
M, =diag (1| Cyl),
ER1 = "(2—”1 —5[.1?;]=51ﬁl =3B

Esist ;' =0, N, = O. Daher folgt p (M * N,)<1 nach Theorem 3.13 in [8].
Wir betrachten schlieBlich die Zerlegung B =9 — N von B mit
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M=diag (| 1—c;|—r),

N=—(B-IW)=N-B.
Es gilt
| 1—cyl—ry21—|cyl—ry=1-|Cy;|>0, 15i=n,
und daher
M=M;, d.h. MT=M 1.

Wegen Nt="N, folgt somit M~ NN R,.

Aufgrund des Satzes von Perron-Frobenius ([8], Theorem 2.7) folgt jetzt
PRI M<p (W' N,), also p (M~ N)<1. Theorem 3.10 in [8] liefert nun die
Behauptung, daB3 B eine M-Matrix ist.
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