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Zur Konvergenz des Peaceman-Rachford- Verfahrens
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On the Convergence of the Peaceman-Rachford Iterative Method

Summary. In this paper we prove some results concerning the convergence of
the Peaceman-Rachford iterative method. The main result covers both the stationary
and the instationary case. No use is made of the so called commutativity condition
which often was used in the literature in the instationary case. In proving the results
of this paper it is made use of the theory of regular splittings which was introduced by
RS. Varga. Finally it is demonstrated how the results can be applied to discrete ver-
sions of elliptic boundary value problems. .

1.

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

Ax=b.

Die Matrix A sei zerlegt in die Summe

A=H+V

zweier Matrizen H und V. Zur Auflösung des gegebenen Gleichungssystems be-
trachten wir das Verfahren

XHt=(H +rkl)-l hI - V) Xk+ (H +rkI)-lb,

XkH = (V +rkI-l(rkI -H) xkH +(V +rkI)-l b,

(rk >0, I Einheitsmatrix), k=O, 1,2, ...,

Setzen wir abkürzend

T,k=(V +rkI)-l hI -H) (H+rkI)-l (rkI - V),

g'k=(V +rkI)-l {(rkI -H) (H+ rkI)-l + I} b,

so läßt sich dieses Verfahren in der Form

XkH = T,k Xk + g'k' k=O, 1, 2, ...,

schreiben. Diese Iterationsvorschrift ist in der Literatur als Peaceman-Rachford-

Verfahren bekannt. Im Falle Tk=r, k=O, 1, 2, ..., spricht man vom stationären,
andernfalls vom instationären Peaceman- Rachford- Verfahren.

Die bekannten Aussagen dafür, daß das stationäre Verfahren für jeden An-
fangsvektor gegen die Lösung des Systems A x=b konvergiert, beschäftigen sich
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mit dem Fall, daß H und V hennitisch und nichtnegativ definit sind, und daß min-
destens eine der Matrizen H und V positiv definit ist. (S. dazu etwa [11], Theorem
7.1 sowie [14], Abschnitt 17.2, für einige Modifikationen dieser Voraussetzungen.)
Unter diesen Voraussetzungen kann auch eine Parameteroptimierung für das
stationäre Verfahren durchgeführt werden. Es zeigt sich, daß man z.B. für das
sogenannte Modellproblem trotz größeren Aufwands nur diesseIbe asymptoti-
sche Konvergenzgeschwindigkeit wie für das optimierte Relaxationsverfahren er-
reichen kann. S. dazu z.B. [11].

Im instationären Fall liegen sehr gute praktische Erfahrungen vor, jedoch ist
der Konvergenznachweis und die Parameteroptimierung bisher nur unter noch
einschneidenderen Bedingungen erbracht worden. Insbesondere müssen die Ma-
trizen H und V vertauschbar sein. (S. [11], Abschnitt 7.2 und [14], Abschnitt
17.4.) Diese Vertauschbarkeitsbedingung schränkt die Klasse von Problemen,
welche durch Diskretisierung von elliptischen Differentialgleichungen entstehen,
und für die die Konvergenz des instationären Verfahrens theoretisch gesichert ist,
stark ein. Obwohl in der Praxis auch bei nichtvertauschbaren Matrizen Hund

V das instationäre Verfahren in vielen Fällen überraschend gut konvergiert, sind
fast keine Kriterien bekannt, welche zumindest die Konvergenz sichern. (S. je-
doch [1,4, S, 9,13].) Andererseits sind Beispiele bekannt, bei denen die Wahl von
Parametern rk> 0, k = 0, 1, 2, ..., so möglich ist, daß das instationäre Verfahren
divergiert. Siehe dazu etwa [10] oder [14], Abschnitt 17.10.

In dieser Note geben wir unter Voraussetzungen, die insbesondere dann erfüllt
sind, wenn H und V nichtsinguläre M-Matrizen sind, eine notwendige und hin-
reichende Bedingung für die Konvergenz des Peaceman-Rachford-Verfahrens an.

Die Vertauschbarkeit von H und V wird dabei auch im instationären Fall

nicht benötigt. Es wird abschließend gezeigt, wie sich die bewiesenen Aussagen
bei praktischen Problemen anwenden lassen. .

2.

Wir bezeichnen im folgenden mit ([n,n die Menge aller nxn-Matrizen A = [aii]
mit komplexen Elementen. Entsprechend ist JRn,ndefiniert. Es sei A = [aij] E([n,n
zerlegt in A = H+ V und es gelte

H=DH-BH' V=Dv-Bv

wobei DH bzw. Dv jeweils den Diagonalanteil und BH bzw. By jeweils den außer-
halb der Diagonale stehenden Anteil von H bzw. V bezeichnen. Dann definieren
wir die Klasse Q(A) von Matrizen aus ([n,n durch

Q(A)={C= [Cij]E([n,nIC=H+ V,H=Djj-Bjj, V=Dy-By,

. Djj = DH' IBjjl=IBHI, Dy=Dy, IBvl=IBvl}.

Es ist A d2(A).

Mit e (A) wird der Spektralradius der Matrix A bezeichnet. Schließlich kann
jede Matrix B=[bij]EJRn,n mit bij~O' i=t=i, 1~ii~n, in der Fonn

B=xI-C
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mit u= m~ {bi>} geschrieben werden, wobei die Elemente von C definiert sind
durch I;;;;.~n .

. c..=u-b..~O, 1 ~i~n,

c.i= -b.i ~O, i =4=1,1 ~i, 1~n.
Eine solche Matrix B heißt nach Ostrowski [8J nichtsinguläre M-Matrix, wenn
u> e(C) gilt. Nach Theorem 3.8 und Theorem 3.10 in [11J sind bei einer nicht-
singulären M-Matrix die Diagonalelemente positiv. Wir benötigen den folgenden

Satz 1. A = [a.i]EJRn,n sei nichtsingulär und (111;.,N,,) eine Folge von regu-
lären Zerlegungen von A (s. [11J, Definition 3.5), wobei die Folge (Mk) beschränkt
ist. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

(a) A-I~O.

(b) Das Iterationsverfahren

Xk+1=Xk-Mi:1(A xk-b)=Mi:1 Nk xk+Mk-1 b, k=O, 1, 2, ...,

konvergiert für jeden Anfangsvektor xoEJRn gegen die Lösung von A x=b. .
Der angegebene Satz 1 ist ein Spezialfall von Theorem 2.4 und der sich daran

anschließenden Bemerkung in [6J. Für konstantes Mk=M, k=O, 1, 2, ..., ent-
hält er als Speziallfall das von R.S. Varga in [11], Theorem }.13, angegebene Re-
sultat über reguläre Zerlegungen.

Außerdem verwenden wir den Inhalt des folgenden

Satz 2. Es sei A = [a.i] E([:n,nnichtsingulär und (Mk' Nk) eine Folge von Zer-
legungen A=Mk-Nk mit nichtsingulären Matrizen Mk, k=O, 1, 2, Es gelte

I Mi:11~Mk-\ IN"I~Nk k=O, 1,2, ...,

wobei (Mk,Nk) eine Folge von Zerlegungen Ä=Mk-Nk der nichtsingulären Ma-
trix A ist. Falls das Iterationsverfahren

--I - - -I - - -I
Xk+1=Xk-Mk (AXk-b)=Mk Nkxk+Mk b, k=O, 1, 2, ...,

für jeden Anfangsvektor Xo gegen die Lösung von Ax=b konvergiert, so kon-
vergiert auch das Verfahren

Yk+I=Yk- Mk-I(AYk-b)=Mi:1 N"Yk+Mi:1 b, k=O, 1, 2, ...,

für jeden Anfangsvektor Yo gegen die Lösung von A x=b.

Beweis. Mit Hilfe der Substitution

Xk=Xk-Ä-I b

geht die Iterationsvorschrift für die Folge (xk) über in

Xk+1= Xk-Mi:1 A xk=Mi:1 NkXk, k=O, 1, 2, ....

Daraus liest man ab, daß man o.B.d.A. b=O annehmen kann. Das gleiche gilt
für die Vorschrift zur Berechnung der Folge (Yk)' Wir wählen Yo beliebig und
setzen Xo= IYo I.Dann gilt

-I ~ -I -
IYI/=I Mo NoYol ~Mo Noxo=xl'

28.
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Durch vollständige Induktion zeigt man

IYk/ ~Xk' k=O, 1, 2, ....

Wegen lim Xk=O folgt die Behauptung lim Yk=O. Damit ist der Beweis abge-
k->-oo k->-oo

schlossen. -
Im Falle Mk=M, Mk=M, k=O, 1, 2, ..., sind die Aussagenvon Satz 2 be-

kannt: Die Konvergenzder Folge (Xk)ist jetzt äquivalentmit e (M-1N) < 1-
Wegen IM-1 NI ~M-1N gelten nach Theorem 2.8 in [11] die Ungleichungen

- e (Mn1N) ~e(IM-1 ND ~e (Mn1N) < 1, woraus die Konvergenz der Folge (Yk)
folgt.

Als nächstes beweisen wir das Hauptresultat dieser Arbeit.

Satz 3. Die Matrix A = [aiiJ E(Cn,n sei in die Summe A = H + V zweier Matrizen
H = [hiiJ und V = [vii] mit reellen Diagonalelementen zerlegt. Es sei

H=DH-BH' V=Dv-Bv

wobei DH bzw. Dv jeweils den Diagonalanteil und BH bzw. Bv den außerhalb der
Diagonale von H bzw. V stehenden Anteil bezeichnet. Weiter sei

.= max {hii' Vii}1~.~n

und

d+DH-IBHI, "CI+Dv-I Bvl

seien nichtsinguläre M-Matrizen. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquiva-
k~: -

(a) Dv+ DH- (IBv I+ IBH D ist eine nichtsinguläre M-Matrix.

(b) Das Peaceman-Rachford-Verfahren konvergiert für jede Martix aus Q (A)
und für jede reelle Folge (rk), für deren Elemente die Ungleichungen

.~rk~(J< =, k=O, 1, 2, ...,

mit einer beliebigen, aber festen Konstanten (J~"C bestehen.

Beweis. Wir bemerken zunächst, daß "C>° gilt. Nach Definition von "Cgilt
"C-hii ~O, 1 ~i ~n. Da d +DH-I BHI eine nichtsinguläre M-Matrix ist, folgt
.+hii> 0, 1 ~i ~n. Aus diesen beiden Ungleichungen folgt die Behauptung
"C>O.

(a) =>(b): Wir nehmen eine beliebige Matrix aus Q(A), die wir der Einfach-
heit wegen wieder mit A bezeichnen, und zeigen zunächst, daß das Peaceman-
Rachford-Verfahren durchführbar ist. Dazu zeigen wir, daß die Matrizen V +rkI
und H +rkI für die angegebenen Werte von rk nicht singulär sind. Für rk ~"C ist
mit.I +Dv auch rkI +Dv nichtsingulär, so daß gilt

V +rkI =rkI +Dv-Bv=(rkI +Dv) [I -(rkI + DV)-l BvJ.

Nach Voraussetzung ist "CI+Dv-I Bvl eine nichtsinguläre M-Matrix. Nach
Theorem 3.10 in [11] ist dies genau dann der Fall, wenn e (("CI+DV)-ll BvD < 1
ist. Wegen

(r,J +DV)-1 ~ (d +DV)-l
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.

für rk;;;;;T gilt aufgrund des Satzes von Perron und Frobenius (Theorem 2.7 in
[11J)

e((rJ +DV)-II Bvl) ~e((T1 +DV)-II Bvi) < 1-

Nach Theorem 3.8 in [11] existiert dann die Inverse [I-(rk1+Dv)-IIBvlJ-l.
Nach Theorem 2.8 in [11] gilt

e( hI +DV)-I Bv) ~e( (rkI+DV)-I! Bvi) ~1,

woraus mit Theorem 3.7in [11] die Existenz der Inversen [I -(rk1+Dv)-l By]-l
folgt. Damit existiert auch (rk1+Dv- BV)-I= (rk1+ V)-l.
Die Abschätzung

I(V +rk1)-II =1 (rk1+Dy-Bv)-II

~ (rkI +Dv-I Bvl )-1

liest man aus der geometrischen Reihe ab. Entsprechend zeigt man die Existenz
von (H+rkI)-l sowie die Abschätzung

I(H +rkI)-ll = I(rkI +DH- BH)-ll

~ (rk1+DH-I BHD-I.

Damit ist die Existenz der Peaceman-Rachford-Folge nachgewiesen.
Wegen

hI -H) (H+rkI)-l=(H +rkI)-I(rkI -H)

läßt sich die Matrix T,kauch schreiben als

T,k=(V +rkI)-I (H+rkI)-1 (rk1-H) (rkI- V).

Für T,kgilt die Ungleichung

IT,kI~ Trk

mit

I;.k=(rkI +Dv-I BvD-I (rkI +DH-I BHD-I(rkI -DH+ IBHD (rkI -Dv+1 BvD.
Wir betrachten nun die Matrix A=Dv+DH- (IBvl + IBHD und eine Folge
(M'k' N'k) von Zerlegungen von A wobei -

~ 1
M'k=- hI+DH-IBHIJ hI+Dy-IBylJ,2rk
~ 1 -
N'k=- h1-DH+IBHIJ [rk1-Dy+IBvlJ2rk

gesetzt wird. Die beiden Matrizenfaktoren von M'k sind, wie bereits oben gezeigt
wurde, nichtsingulär und ihre Inversen nichtnegativ. Somit gilt M~I;;;;; o. Außer-
dem istN'k~O. Somit ist die angegebene Zerlegung regulär für k=O, 1, 2, ... .
(M'k) ist eine beschränkte Folge. Da nach Voraussetzung A eine nichtsinguläre
M -Matrix ist, gilt A-1 ~ O.

Durch Anwendung von Satz 1 folgt jetzt die Konvergenz des Iterations-
verfahrens

~-I ~ --I ~ ~-I
xk+1=M'k N'kXk+Mk b=T,kXk+M'k b, k=O, 1, 2, ...,
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für jeden Anfangsvektor Xogegen die Lösung von Ax=b.
Setzen wir weiter

so ist A = M,.- N..,

1
M,.=- (H +rkI) (V +rkl)2rk

1
N..= - (rkI -H (rkI - V),2rk

T,. = M;;1 N..,

IM,;11~M~I, IN..I ~N,., k=O, 1, 2, ....

Durch Anwendung von Satz 2 folgt jetzt die Behauptung.

(b) =>(a): Es ist A=DH+Dv-(/BH/+IBvI}E Q(A).
Wenn für diese Matrix das Peaceman-Rachford-Verfahren für jeden Anfangs-

vektor und für jede Folge (rk)mit . ~rk ~(J < <X>konvergiert, dann konvergiert
es insbesondere für .~rk=r~(J, k=O, 1, 2, ..., d.h. es ist e(T,)<1 mit

T,=(rI +Dv-I Bvl)-1 (rI+DH-1 BHI}-l (rI-DH+1 BH!) (rI-Dv+1 Bv!)
~-1 ~

=M, N,.

Nach Theorem }.8 in [11J existiert dann die Inverse (I _f,)-1 und es gilt

0 ~ (I - f,)-I= (I- M;1N,)-I=A -1M,.

Wegen M;l~O folgt daraus A-1~O. Durch Anwendung von Theorem }.1Oin
[11Jerhält man jetzt das Ergebnis,daß A einenichtsinguläreM-Matrixist. 8

Ein besonders für die Anwendungen wichtiger Spezialfall von Satz} ist der
Inhalt von

Korollar 1. Es sei A = [ai;] ElR."." in die Summe zweier Matrizen H= Chi;] und

V = [Vi;J zerlegt. Es sei
.= max{h.. v--}1;;;i;;;" '" "

und
7:l+H, 7:l+V

seien nichtsinguläre M-Matrizen. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äqui-
valent:

(a) A ist eine nichtsinguläre M-Matrix.

(b) Das Peaceman-Verfahren konvergiert für jede Matrix aus Q(A) und für
jede Folge (rk) für deren Elemente die Ungleichungen

.~rk~(J< 00, k=O, 1, 2, ...,

mit einer beliebigen aber festen Konstanten (J~ . bestehen.8
Zum Beweis dieser Aussagen is nur zu beachten, daß in: diesem Falle

7:l+DH-I BHI=.1 +H,

7:l+Dv-I Bv/=7:l + V,

Dv+DH-(jBv/+IBH!)=A
gilt.
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Falls bereits H und V nichtsinguläre M-Matrizen sind, so sind nach [7J,
Seite 55, 2.4.11 erst recht V+rI und H+rI für jedes r~O nichtsinguläre M-
Matrizen. Behnntlich ist jedoch die Summe zweier nichtsingulärer M-Matrizen
H und V im allgemeinen keine nichtsinguläre M-Matrix. Die Aussage (b) von
Korollar 1 liefert daher wegen A E Q (A) ein Kriterium dafür, daß mit H und V
auch die Summe A =H + V wieder eine nichtsinguläre M-Matrix ist. Charakteri-
sierungen von nichtsingulären M-Matrizen durch andere konvergente Iterations-
verfahren sind in der Literatur bereits bekannt. S. dazu z.B. Theorem 3.10 in
[11].

Wir bemerken außerdem, daß die im Korollar 1 angegebene untere Schranke
T= max {hi;, vd für die rk, k=O, 1, ..., bereits in [3J, Theorem 2.2.3, auftritt,1~,~"
wo für r ~ T unter einigen zusätzlichen Voraussetzungen die Monotonie und Kon-
vergenz des stationären Peaceman-Rachford-Verfahrens für spezielle Startwerte
bewiesen wird.

Außerdem wird in [1] sowie in [11J, Theorem 7.8 gezeigt, daß unter einigen zu-
sätzlichen Voraussetzungen die Peaceman-Rachford-Matrix T, für r ~ T primi-
tiv ist und es wird eine einfacbe anscbauliche Interpretation dieses Sachverhaltes
angegeben.

Nach Satz 3 ist insbesondere die Konvergenz des stationären Peaceman-Rach-
ford- Verfabrens gesichert, falls man r ~ T wählt.

Unter den spezielleren Voraussetzungen des folgenden Satzes läßt sich der zu-
lässige Bereich für r nocb etwas vergrößern.

Satz 4. In den Voraussetzungen von Satz 3 sei speziell DH=Dv=dI mit
einer reellen Zahl d. Außerdem seien dI-IBvl und dI-IBHI nichtsinguläre
M-Matrizen. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

(a) 2dI - (I Bvl + IBH!) ist eine nichtsinguläre M-Matrix.
(b) Das stationäre Peaceman-Rachford-Verfahren konvergiert für jede Matrix

. aus Q(A) und für alle r, für die gilt

r>!e(lBvl+IBHI).

Bevor wir den Satz 4 beweisen, bemerken. wir zunächst, daß hier auch Satz 3
anwendbar ist. Da nämlich dI -I Bvl und dI -I BHI nichtsinguläre M-Matrizen
sind, ist d> 0 und damit sind wegen T= max {h;;, vij}=d nach [7], 2.4.11., auch],;,,;,,
Tl +DH-I BHI und Tl +Dvl-IBvlnichtsingruäreM-Matrizen.Satz3Iiefertdaher
die Konvergenz des stationären Peaceman- Rachford- Verfahrens für jedes r ~ d = T.

Da aufgrund der Theoreme 3.8 und 3.10 in [11] die Matrix 2dI -(I Bvl + IBH/)
genau dann eine nichtsinguläre M-Matrix ist, wenn der Spektralradius der dazu-
gehörigen Jacobi-Matrix kleiner als eins ist,

1 1
2"de (IBH/+I BvD=2;e(l Bvl+1 BvD <1,

folgt! e (I Bvl+ IBHD<T. Der zulässige Bereich in dem r in Satz 4 liegen kann,
wird also gegenüber Satz 3 echt vergrößert.

Beweis zu Satz 4. Für d=T ~r folgt (b) aus (a) wie in Satz 3. Die Umkebrung
,,(b) =}(a)" folgt ebenfalls wie in Satz 3. Es ist also nur noch zu zeigen, daß (b)
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aus (a) folgt, falls man

t e(1 Bvl +1 BH!) <r<-c=d

wählt. Die Matrix des stationären Peaceman-Rachford-Verfahrens läßt sich hier
schreiben als

T,= [(d+r) I _BvJ-l [(d+r) I -BHJ-1 [(r-d) I +BHJ [(r-d) I +BvJ
und es gilt IT.I~ 1',mit

1',=[(d+r) I-IBvlJ-l [(d+r) I-IBHIJ-l [(d-r)I+IBHIJ [(d-r)I+IBvlJ

für r<d.
Wir betrachten nun die Matrix

d
A,=2dI-- (jBHI+IBvDr

und die reguläre Zerlegung A, = M,- N, mit
1

M,=- [(d+r)I-IBHIJ [(d+r)I-IBvlJ.2r

1
N,= - [(d-r) I + IBH IJ [(d-r) 1+1 BvlJ.2r

Fürr >"t e(! BHI+ IBvl) gilt A;l ~O.
Somit gilt für

te(IBHI+1 Bvl) <r<d

nach Theorem 3.13 in [11J die Ungleichung e(M,-l N,)=e(1',) < 1. Nach Theorem
2.8 in [11Jgilt

e (T.) ~ e (j T.D ~ e(f,.).

Somit folgt die Behauptung e(T.) < 1 für Werte von r aus dem angegebenen Inter-
vall. Damit ist der Satz bewiesen. .

Die Voraussetzungen dieses Satzes erscheinen sehr speziell. Die Beispiele im
nächsten Abschnitt zeigen jedoch, daß sie bei gewissen praktischen Problemen er-
füllt sind.

Wir bemerken abschließend, daß Satz 4 insbesondere dann richtig ist, wenn
A=2dI-(Bv+BH) sowie H=dI-BH und V=dI-Bv bereits nichtsinguläre
M-Matrizen sind.

3.

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daß die Aussagen aus dem voran-
gehenden Abschnitt bei konkreten Problemen angewendet werden können.

Wir betrachten wie in [11J, Seite 182, die selbstadjungierte Differentialgleichung

-(P(x,y) uzl<-(P(x,y) uy)y+a(x,y) u(x,y)=j(x,y)

für (x, y) ER, wobei R ein offenes, beschränktes und zusammenhängendes Ge-
biet der Ebene ist. Der Rand r von R sei hinreichend glatt und es sei

ßu
o:(x,y)u+ß(x,y)a;-=Y(x,y) für (X,y)EF.
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Dabei bezeichnet ~ die äußere Normalableitung. Wir setzen voraus, daß P, Uan
und t in R v r stückweise stetig sind, und daß gilt

P(x,y»O, u(x,y»O für (x,y)ERvF.

Weiter seien (f..,{3und y stückweise stetig auf r und es gelte

cx(x,y) ~o, {3(x, y) ~O, cx+{3> 0, (x, y) EF.

Unter diesen Voraussetzungen führt die in [11], Seite 182 ff. angegebene Dis-
kretisierung auf ein lineares Gleichungssystem

Ax=b
mit einer Matrix

A =Ho+ Vo+ L.

Dabei ist A nach Theorem 6-4 in [11] eine Stieltjesmatrix (s. Definition 3.4 in
[11]), also nach Korollar 3 in [11], Seite 85, eine nichtsinguläre M-Matrix.

Außerdem sind die Matrizen Ho und Vonach entsprechenden Ähnlichkeits-
transformationen mit Permutationsmatrizen direkte Summen von irreduziblen,

tridiagonalen (möglich singulären) M-Matrizen. L ist eine nichtnegative Dia-
gonalmatrix.

Setzt man nun
A=H+V

mit
H=Ho+! L. V=Vo+t L,

so sind H +-.1 und V +-.1 für 1:= m?-x {hjj, Vii} nichtsinguläre M-Matrizen. Da-I;;;;.;:i;n
mit ist dann Korollar 1 anwendbar. Es liefert die Aussage. daß das Peaceman-
Rachford-Verfahren für jede beschränkte Folge (rk) mit rk ~1:, k=O, 1, 2, "',
gegen x=A-1 b konvergiert.

Der Wert von 7: hängt von dem speziellen vorliegenden Problem ab. Bei-
spielsweise erhält man für das sogenannte ModellProblem

u.u+u",,=O in R={(x,y)!O<x<1, 0<y<1}

und vorgegebenen Werten

u (x, y) =y (x. y) auf dem Rand r

des Einheitsquadrates R den Wert 1:=2, falls man in x- und y-Richtung äqui-
distant unterteilt und A wie üblich in A =H + V zerlegt.

In diesem Beispiel liefert Korollar 1 keine neue Aussage. Da nämlich Hund
V vertauschbar sind, konvergiert das Peaceman-Rachford-Verfahren nach den
Ausführungen in [11), Abschnitt 7;2, für jede Folge (rk) mit positiven Gliedern.

Betrachten wir dagegen die Gleichung

U.u+ u",,= °
mit vorgegebenenWerten auf dem Rand r der nachfolgenden Figur (s. [11],
Abschnitt 7.1, Aufgabe 3). so führt die übliche Diskretisierung bei der angegebenen
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Numerierung auf ein lineares Gleichungssystem A x=b mit der Koeffizienten-
matrix

y

[

4 - 1 -1

]

A = -1 4 0
-1 0 4

Die Zerlegung A =H + V der Matrix entsprechend den Anteilen
sierung in horizontaler und vertikaler Richtung führt auf

[

2 -1 0

] [

2 0 -1

]

H= -1 2 0 V= 0 2 0

0 0 2 -1 0 2

der Diskreti-

H und V sind in diesem Falle jedoch aufgrund bekannter Ergebnisse (s. [11J,
Abschnitt 7.3) nicht vertauschbar, was sich auch direkt nachprüfen läßt. Korol-
lar 1 liefert hier die Aussage, daß das Peaceman-Rachford-Verfahren für jede be-
schränkte Folge (rk) mit rk~7:=2, k=O, 1,2, ..., konvergiert.

In diesem Beipiel läßt sich auch Satz 4 anwenden. Es ist

[

0 1 1

]

IBvl+IBHI=Bv+BH= 1 0 0
100

und e ( IB v I+ IB HD= 112. Satz 4 liefert daher die Aussage, daß das stationäre

Peaceman-Rachford-Verfahren für alle r > t V2 konvergiert. In diesem Falle er-
hält man jedoch keine neue Aussage. Aufgrund bekannter Resultate aus [11] und
[14J konvergiert hier das stationäre Verfahren für r > O,dajaH und V symmetrisch
und positiv definit sind.

Wir bemerken abschließend, daß die Anwendung von Korollar 1 nicht auf die
durch Diskretisierung von selbstadjungierten Differentialgleichungen entstehen-
den Gleichungssysteme beschränkt ist. Es bereitet keine prinzipiellen Schwierig-
keiten, Korollar 1 etwa auf die in [14J, Abschnitt 2.8 hergeleiteten, zum Teil all-
gemeineren diskreten Probleme anzuwenden. Insbesondere dann, wenn A bzw.
H und V nicht symmetrisch sind, erhält man auch für das stationäre Verfahren
neue Konvergenzaussagen.
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