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G, ALEx'ELD

Über konvergente Zerlegungen bei nichtlinearen Abbildungen

Zur Auflösung der n-[chtlineal'enOleichuny J/(x) == U' in e'inem Banach-Rcw-Jn B wird da.~ lterationsueifahren
N(~;k+l) -N(~:k) = w, le = 0, 1,2, "., mit F(x) = J11(x)- N(x) betrachtet.Es werden(in den Sätzen 1, 3 und 4)
1l0l1eenrl1'ge und h!:nreichende Bedingungen für die Konvergenz a.ngegeben. Zum Bewds lcird der in [1] ltnd [5) einge-
fÜhrte Begri!f der rerlulären Zel'lc{Jllng e1:ner nidll1inearen Abbild!L11-r1vencendet, Die be?dC8elwn Resultate enthalten
((l.~ 8pezialfall ent'>lJTcehende Re8!dtate fÜr lineare' C/leie1mng88ysteme, 'lee/ehe in l4) mull21 bewiesen wurden,

Fur solv-[ny the (nonlincar) cljuaNonJi'(x) = u"wilh a 'IIulpp-[ny ./<'acl-[nyIrollll1 Banach 8]Hwe1J into ß and u"ith a
(fixed) element U' E B we consider/heiteration rnetlwd .11i(xk+l) - N(xk) = w, k = 0, 1, 2, ..., Jor which F(x)
= M(x) - N(x) holds. Under cer/ain conditions about the.nw.ppings },i an(1N u'e give neceS8Cll'yand sujJicient
condilions JOI'convergenceof the iteration rnethod.In proviny these results Ice 'II/akeuse of the concept of a regular
8plitting of a ?wnlinea'r.mapping, which wasintroduced independently in [1) and [5]. The gillen results contain as
(( special case cOl'l'esponding l'esults fOI' linear equation.s tchich 'U'el'eproved in [4] and [2].

PaCCMaTpHBaeTCH HTCpal\IlOHHbli-i MCTO;:J..l1.J(XkH) - N(xk) = w, k = 0, 1, 2, . . ., ;:J.JIHpCllICHMH
HeJIHHeÜHOro ypaBHeHHH F(x) = 10 B BaHaxoBoM npocTpancTBc B, r;:J.e F(x) = M(x) - N(x).
AaCTCB: (B TcopcMax 1,3 l! 4) Hco6xo;J;HMbIC l! ),OCTaTO'!!'Ible YCJIOBHB: CXO,J,HMOCTH.gJIH iJ:OEaaaTC,TIbCTBa
JJpHHIIMaeTcH B [1J l! [5] BBe;:J.eHIiOe nOHRTMC paaJIOffiCHHH nCJIHIICllHOro npco6paaoBanHH, ,IJ:OI\aaaHHblc
pcaYJ1bTaTbI Co):\cpiJ3aT B I\aqCCTBC qaCT;IIOrO CJIyqafl cooTBeTcTBYIOIl1HC pesYJIbTaTbI )J:.fIHCHCTCMJIHHCÜ-
HbIX ypaHcHHÜ, EOTOpbIC 6wlIi JJ:oxaaaHbI ß [4] H [2].

Im folgcnJcll t;ei B ein reeller BANAuH-l{aullI, der t;teL!:ials durch einon regulären Kegel K halbgeordnet vor-
ausgesetzt wll'd (siehe [3]). Darüber hinaus setzen wir voraus, daß Bein RIEszscher Raulll ist, d. h. zu je zwei
Elementen existieren Supremum und InfimuI11.

Betrachtet wird die Aufgabe, die (im allgemeinen nichtlineare) Gleichung

P(x) = w .

mit einer stetigen Abbildung P : B -7 Bund einem (festen) wEB durch ein lteratiomverfahren aufzulösen.
Dazu sci zunächst an den Begriff der Zerlegung einer Abbildung erinnert (siehe [1] und [5]):

Eine Abbildung

F:BXB-7B

heißt Zerli:fJ'll111jvon P: B -7 B, gena.udann, wenn gilt

J. F(x, y) ist stetig aufB X B,

2, F(x, x) = F(x) für alle x E B.

Jeder Zerlegung F(x, y) von F(x) kann man ein Iterationsverfahren

1~1(Xk-l-l Xk
) - W k - ° 1 '), - , -,,"',...,

zur Auflösung der Gleichung P(x) = 'LVzuordnen.

In dieser Kote betrachten wir AbbildungenF : B -7 B, die als Differenz zweier Abbildungen
J11: B -;. ß und N : B .-)-B

mit

P(x) = M(x)- N(x)

dargestelltsind. Solc:henAbbildungenist in natürlicher Weisedie Zerlegung.

j;'(x, y) = JJ1(x) - N(y)

zugeordnet. Da.:> zu diesel' Zerlegung gehörige IterationsYerfahren zur Auflösung der GleichungF(x) = 'LV
lautet

M(Xk+l) - N(Xk) = 'W, .k = 0, 1,2,....

\ViI' beweisen in dieser Arbeit den folgenden

J? Datz 1: Es seien M : B ->- B 'und N : B -7 B stetige Abbild.ungen 'Und F : B -7 B eine Abbildung mit
k~X)= ~l(x) - N(x). E und M seien b'ijektive Abbildungen. Aus M(yl) ~ M(y2) talge N(yl) ~ N(y2). Dann

nVerg1ertdas Iterationsverfahren

M(Xk-1-1)- N(Xk) = w, k = 0, 1,2,... ,
V:1iUU dUlIll fÜr jedeli Elemeut XOE ß !jl:ljen (he LÜl;ung x* von P().) = 'tU, 'wenn al/I; F(yl) :2:: P(y2) I;telS die Be-
Z1chungN(yJ) ~ N(y2) folgt. -

20*
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Bemcrkung 1: Der Inhalt von Satz 1 ist eine auf (nichtIineare) Gleichungen in halb geordneten RäUtnen
übertragene Verallgemeinerung des in [2], Satz 1*, fürIineare Gleichungen im R" - bei Zugrundeliegen der
natürlichen (komponentenweisen) Halbordnung - bewiesenen Sachverhaltes:

Es sd A = M - N eine Zerlegung vonA mit reellen, nichtsingulären JyJatrizen A und M. Folgt aus My ~ 0
die Ungleichu11g Ny ~ 0, so ist e(M-IN) < 1 genau dann, wenn aus Ay > 0 die Ungleichung Ny > 0 fOlgt
(e bezeichnet den Spektralrad1'us). ° .

0 .

Der Beweis von Satz 1 ergibt sich mit Hilfe verschiedener Lemmata, die nachfolgend angegeben werden
Wir zitieren zunächst den im folgenden benötigten Begriff der regulären Zerlegung einer Abbildung. ° 0 .

Definition (siehe [1] 1md [5]): Eine Zerlegung F(x, y) von F(x) heißt regoulär,wenn gilt:

(a) F(x\ y) < F(X2, y) =9 Xl < X2 für alle y E B.

Füralle y, wEB existiert ein xE B mit F(x, y) = w. (x ist dann notwendig eindeutig.)

(b) yl < y2:9F(x, yl) > F(x, y2) fur alle xE B. .

Bemerkung 2: Wie man sich leicht Überzeugt, enthält diese Definition als Spezialfall den von R. S.
VARGAin [6], Seite 88, Definition 3.5, eingeführten Begriff der regulären Zerlegung einer Matrix.

In [1], Satz 3 und in dem dazu a111Ende von (1] angegebenen Zusatz haben wir die folgenden Aussagen
über reguläre Zerlegungen bewiesen, die später benötigt werden.

Sa~z 2: B sei ein lzalbgeordneter Banack-Raum. Die Halbordnung besoitzedie eingangsgenann~en Eigen-
schaften. F(:c, y) sei eoinereguläre Zerlegoung von P. Dann gilt: l' ist injektiv u1LeZda.s Iterationsverfahren P(Xk+1, x")
= w, k = 0, 1,2, ..., konvergiertgenau dann für jedenAnfangsvektor XO E B gegen doiceindeutige Lösung x*
von F(x) = w, 1cennP invers isotonund surjektivist. .

Der hinreichende Teil von Satz 2 wurde im B" bei Verwondung der natÜrlichcn Halbordnung aueh in [5],
Theorem 6.4 bewiesen.

Satz 2 ist eine auf nichtlineare Gleichungen in halbgeordneten Räumen übertragene Verallgemeinerung
der in [5], Seite 89, Theorem 3.13, für reguläre Zerlegungen von Matrizen bewiesenen Aussagen. . .

Bemerkung 3: Ist speziell. in Satz 1 F(x, y)= M(x) - N(y) eine reguläre Zcrlegung von 1',80 ist die
Voraussetzung

"Aus M(yl) ~JJf(y2) folge N(yl) > N(y2)"

stets erfüllt. Denn gHt (a), d. h. .

M(yl) ~M(y2):9 yI > y2,

so folgt aus (b)

. N(yl) > N(y2) .
Jedoch ist - wie IDan an einfachen Beispielen sieht - umgekehrt F(x, y) In Satz 1 nicht notwendig eine.
reguläre Zerlegung von F.

. Lemma 1: E$ seienl' : B -+ Bund M : B -+ B bijektiveAbbildungen.Dann gilt

(lX)Aus Jyl(yl) ~ JJI(y2) folgt N(yl) ~N(y2) genau dann, wenn N(:\:) = X(JyJ(x))rnit e~ne:r isotonen Abbilduw
X : B -+ B für N : B -+ B gilt. ,

(ß) Aus F(yl) > F(y2) folgt N(yl) > N(y2) genau dann, wenn N(x) = Y(F(x») ?nit einer isotonen Abbildung
Y : B -+:.B f'ür N: B -+ B gilt.

Beweis: Wir beweisen (lX).

,,:9": Wir wählenzl ~ Z2und setzen

'0

1/ = .1Il-1{Zl), y2 = ..M-I(Z2) .
Dann gHt °

0-

lfJ(yl) = Zl ~ Z2 = M(y2) .
NaohVoraussetzung..folgt dann

N(yl) .:- N(.1Il-I(ZI»)~ N(M-I(Z2)) = N(y2) .
Wir definieren eine Abbildung X: B -+ B mit X(y) - N(1I'f-l(y)). X ist
Mit x = M-I(y) folgt

N(x) = X(M(x))
mit isotonem X.

,,{:::": Sei N(x) = X(M(x») mit einer isotonen Abbildung X: B -> B. Mit x =M-J(y) folgt
. X(y) ::::N(M-I(y))

- wie gerade gezeigt -- isoton..
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I1litin y isotonem X. Ist nun M(yl) > M(yZ), so folgt aus der Isotonie von Xiv)
. N(yl) ~ N(M-l(M(yl») = X(M(yl»)> X(M(yZ»)= N(M-l(M(y2»)= N(y2).

Die Aussage (ß) wird analog bewiesen.

In Lemma 1 wird nicht vorausgesetzt, daß F(x, y) = M(x) - N(y) eine Zerlegung von F(x) ist. Setzt
rJiaIldies voraus, so erhält man .

Lemma 2: Es seien 31 :B -+ B, N : B -+ B und F : B -+ B Abbildungen mit F(x) = M(x) - N(x).
Fund M seien bijektiv. Es sei N(x) = X(M(x») mit einer isotonen Abbildung X : B -+ B. Dann gilt N(x)= Y(F(x»)
mit einer isotonen Abbildung Y: B -+ B genau dann, wenn M(x) = Z(F(x») mÜ einer isotonen Abbildung
Z : B -+ B für die Abbild7lng M gilt.

Beweis:

,,::9": Da Y eine isotone Abbildung ist, folgt Y(yl) ::= Y(y2) für yl ::=y2, d. h. mit yl = F(xl), yZ= F(xZ)
gilt

Y(yl) = N(P-l(yl») ~ N(F-l(y2»)= Y(yZ) für yl ::=712.

Daraus folgt

M(F-I(yl») = (N + F) (F-l(yl»)= N(F-l(yl») + yl

> N(F~](y2») + yZ

= (N + F) (F-I(yZ)) = M(F-:-l(yZ») .
Sei Z : B -+ B definiert durch Z(y) = .M(F-l(y»). Z ist eine isotone Abbildung. Mit x = F-l(y), V = F(x)
~~ . .

M(x)= Z(F(x»)
mit isotonern Z, .

,,<i=": Sei M(x) = Z(F(x») mit einer isotonen Abbildung Z. Damit ergibt sich
N(x) = X{1Vl(x») = X(Z(F(x») = Y(F(x»)

~it y(V) = X(Z(y»). Y ist als Produkt von isotonen Abbildungen isoton.

Aufgrund der Korollare 1 und 2 ist der Inhalt von Satz 1 mit dem des folgenden Satzes identisch.

Satz 3: Es seienM : B -+ Bund N : B -+ B stetige Abbildungenund F : B -+ Beine Abbildung mit
F(x) = _M(x) - N(x). F 7l1/dM seien bifektiv. Es gelte N(x) = X(M(x») mit einer isotonen Abbildung X : B -+ B.
Dann konvergiert das Iterationsverfahren

M(xk+l)- N(Xk) = w, k = 0, 1,2,...,
genaudarm für jeden Anfangsvektor XOEB gegendie eindeutige Lösung x* von F(x) = w,wennM(x)= Z(F(x»)
mit einer 7'sotonenAbbÜdung Z : B -+ B gilt.

Beweis: .

,,<i=": Wir betrachten die Abbildung

V : B -+ B mit V(x) = F(M-l(X»)= x - N(M-l(X»).
Mit F(x) = y, d. h. x = F-l(y), folgt aus der Voraussetzung .i"'l(x)= Z(F(x») die Beziehung

Z(y) = M(F-l(y»)
mit isotoner Abbildung Z. Sei nun vI < 712.Dann ist

Z(VI) = M(F-I(yl») < M(F-l(yZ») = Z(yZ) . .

Daraus folgt, daß 17invers isoton ist. Denn ist

Y(Xl) = F(M-I(Xl») < P(M-l(:rZ)) = F(zZ) ,
so folgt mit der Isotonie von Z

Xl = Z(Y(XI»)< Z(V(XZ»)= xZ.

Außerdem ist V als Produkt von surjektiven Abbildungen selbst surjektiv. Wir betrachten jetzt die Zerlegung
iT(X,y) = x - N(M-l(y»)

VonV. V ist eine reguläre Zerlegung yon Y.Denn ist

f(x1, 1J)<V(XZ, y), m folgt ~.l< XZ .
.. Die andere in der Definition einer regulären Zerlegung unter (a) geforderte Bedingung ist triyialerweise

~llllt. Nach Voraus~e~zung. ist N(x) = X(M(x») mit isotonem X. Mit 71= M(x), d. h. x = 31-1(y»)olgt
(y) = N(M-l(y») mJt lsotonem X, d. h. aus yl < yZfolgt

N(M-l(Vl») = X(yl) < X(y2) = N(M-l(];2)) .
Damit prgjbt sich für beliebiges x unc'J yI < yZ

V(x, VI)= X - N(M-l(yl») ~ x - N(M-l(y2») = fex, yZ).
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Damit ist auch (b) in der Definition einer regulären Zerlegung nachgewiesen. Die Anwendung von SatZ2
liefert jetzt die A~lssagc: Das Iterationsverfahren

k+1 - "r(~ 1.(
k

»)
I k - 0 1 <)

Y - .LV lt1 Y T W, -. , ,~,...,

konvergiert für jeden AnfangsvektoI' yOEB gegen die eindeutige Lösung y* von y = N(M-l(y») + w.~ft
Xk = M-1(yk), d. h.l' = M(Xk) erhält man die Aussage: Das Iterationsverfahren I

M(Xk+1)= N(Xk) + w, k = 0,1,2,. . . , .

konvergiert für jeden Anfangsvektor XOgegen die eindentige J,ösnngvon F(x) = w.
,,==?":Konvergiere umgekehrt das Verfahren

M(Xk+1)=N(Xk)+W, k=0,1,2,..., .

für jeden Anfangsvektor XO E B gegen die Läsungx* von F(x) = w. Drmn folgt mit: Xk = M-l(yk), daß das Ver..
fahren . .

!--'-l "'T
(M

~l (
I'

)) + k
.

0 1 ')
Y' = 1~ 1 Y W , . = , , -, . . .,

für jeden Anfangsvektor yO,gegen die eindeutige Lösung y* von
V(y) = Y - N(M-l(y») = w

konvergiert. Wir zeigen, daß V injektiv ist:
Gilt

V(Xl) = Xl - N(M-l(Xl)) = F(M-l(X1») = F(M-l(X2»)= X2 - N(M-l(X2)) = V(X2) , .

so folgt mit der Injektivität vonF und ~tl-1 die Gleiehheit Xl = x2. Nach Satz 2 folgt jetzt, daß V invers isoton
und surjektiv, somit bijektiv ist. vVegen V(x) = F(M-l(X») gilt dann V-l(X) = lW(F-l(x») und V-I ist isoton.
Scllreiben wir Z statt Y-l, so folgt mit F(y) = x

M(y) = Z(F(y»)
mit einer isotonenAbbildungZ. . .

Bemerkung 4: Der Inhalt von Satz:'~ist eine auf (nichtlineare) Gleichungen in halbgeordneten R-\NAcn-
Räumen übertragene Verallgemeinerung des in [2], Satz 2*, für lineare Gleichungen im Rn - bei Zugrunde-
liegender natÜrlichen(komponentenweisen)Halbordnung - bewiesenenSachverhalts:

Es sei A = M - Neine ZerlegungvonA mit reellenniehtsingulären Matrizen A und M. Gilt dann N = XM.
rnit einer reellen 1vlatrix X ~ 0, so ist e(1I1-1N)< 1 genau dann, wenn M = ZA mit einer reellen lWatrix Z ~ 0'

gilt.

Abschließend geben wir eine weitere, Satz 3 ähnliche Aussage an.

Satz 4: Es seien M : B -'->- Bund N :B ->-B stetigeAbbildungenund F: B ->-B eine Abbildungmit
F(x) =M(x) - N(x). Fund M seienbijekt-il'.Es gelteN(x) = M(X(x») mit einerisotonenAbbildungX : B ->-B.
Dann konvergiert das Iterationsverfahren .

M(xk'+I) - N(xt) = w, k = 0, 1, 2, . . . , .
genaudann für jedenAnfangsvektorXO EB gegendie Lösungx* von F(x) = w,wennM(x)- F(Z(x»)mit einer..
isotonen Abbildung Z : B ->-B gilt.. ..;.

Der Beweis von Satz 4 kann ähnlieh wie der von Satz 3 geführt werden, indem man anstelle der dort
betrachteten Abbildung V die Abhildung ;.

. Tl : B ->-B mit U(x) = M-l(.F(x)) = x - j}t[-l(N(x»)
einführt. .

.. Bemerkung 5: Der Inhalt yon Satz 4 ist eine auf (nichtlineare) Gleichungen in halbgeordneten Räu~
men übertragene Verallgemeinerung des in [2], Satz 2, für lineare Gleichungen im Rn - bei Zugnmdeliegen der'
na.türlichen (ko_mponentenweisen) Halbordnung - bewiesenen Sach'9'erhalts (siehe auch [4]):

Es sei A = ]v] -Neine Zerlegungvon A mit reellennichtsingulären Matrizen A und M. Gilt dann N = MX
mit dnerreellen Matrix X ~ 0,S01'sle(M-IN)< 1genaudann,wennM = AZmit einerreellenMatrix Z > 0gilt. .

Wir bemerken noch, daß die Voraussetzungen von Satz 3 nicht notwendig erfÜllt sind, wenn die Voraus-
setzungen von Satz 4 erfÜllt sind und umgekehrt. Dies wurde für lineare Gleichungen bereits in [2Jdurch Angabe
von Gegenbeispielen gezeigt.
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