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(. ALEFELD
Uber konvergente Zeriegﬁngen bei nichtlinearen Abbildungen

Zur Auflosung der nichtlinearen Gleichuny F(z) = w in einem Banach-Rawm B wird das Ilerationsverfakren
M(2++1) — N(a¥) =w, bk =0,1,2, ..., mit Flz) = M(x) — N(z) betrachtet. Es werden (in den Sétzen 1, 3 und 4)
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Konvergens angegeben. Zum Beweis wird der in [1] und [5] einge-
[fiihrte Begriff der reguliren Zerlegung einer nichtlinearen Abbildung verwendet. Die bewiesenen Resultate enthalten
als Spezialfall entsprechende Resultale fir lineare Gleichungssysteme, welche in (4] und |2] bewiesen wurden.

For solving the (nonlinear) equation F(z) = w with a mapping F acling from u Banach space I inlo B and with a
(fixed) element w e B we consider the iteration method M(z¥+1) — N(ak) =w, k=10,1,2, ..., for which F(x)
= M(x) — N(z) holds. Under cerfain conditions about the mappings M and N we give necessary and sufficient
conditions for convergence of the iteration method. In proving these results we make use of the concept of a regular
splitting of a nonlinear mapping, which was introduced independently in [1] and [5]. The given results contain as
« special case corresponding results for linear equations which were proved in [4] and [2].

PaccMaTpuBaeTCA UTepamMoHHBlD Metox M(xk+1l) — N(x¥) = w, k=0, 1, 2, ..., IaA peUICHUA
yennHeiiHoro ypasHeHHA F(x) =w B BanHaxoBOoM IIPOCTPANCTBE B, rae F(x) = M(x) — N(x).
Iactea (B Teopemax 1,3 11 4) HeoOX0IUMBbIE U JIOCTATOMHEIE YCAOBHA CXOAMMOCTH. A 10Ka3aTeALCTEA
upmimmaercs B [1] u [5] BBejlenHoe NOHATHC PABTOKCHNAN HeIHHEHHOT0 IpeolpasoBaniA. Ilorasanusie
PesyALTATH COIEPs/HAT B KaYeCTBe YACTIION0 CAYYasl COOTBETCTBYIOIIMC PE3YALTATHL JIJIHA CHCTEM JHHeH-
HLIX VPaHeHuit, KOTopHe by nokasansl B [4] u [2].

Im folgenden sei B ein reeller Banacu-Raum, der stels als durch cinen regularen Kegel K halbgeordnet vor-
ausgesetzt wird (siehe [3]). Dariiber hinaus setzen wir voraus, daf B ein Rieszscher Raum ist, d. h. zu je zwei
Flementen existieren Supremum und Infimun.

Betrachtet wird die Aufgabe, die (im allgemeinen nichtlineare) Gleichung

Fx) = w

mit einer stetigen Abbildung F : B — B und einem (festen) w € B durch ein Iterationsverfaliren aufzulosen.
Dazu sei zunéichst an den Begriff der Zerlegung einer Abbildung erinnert (siehe [1] und [5]):

Eine Abbildung

F:BxB-B

heiBt Zerleyung von I' + B — B, genau dann, wenn gilt
1 Pz, y) ist stetig auf B X B,
2. F(z,z) = F(2) fiir alle x € B.

Jeder Zerlegung F(x,y) von F(x) kann man ein Iterationsverfahren

P, o) =w, £=0,1,% ..,

zur Auflosung der Gleichung F'(x) = w zuordnen.

mit

In dieser Note betrachten wir Abbildungen F : B — B, die als Differenz zweier Abbildungen

ALTB B und N:B-» 1B

Flx) = M(z) — N(x)

dargestellt sind. Solchen Abbildungen ist in natiixlicher Weise die Zerlegung -

F (x)

Flz,y) = M(z) — Ny)

lz;lugteotrdnet. Das zu dieser Zerlegung gehorige Iterationsverfahren zﬁI_Auﬂﬁsung der Gleichung F(z) = w
& e

M@+l — Na") = w, k=0, L2, ..

\-’fjr beweisen in dieser Arbeit den folgend_en

Satz 1: E‘g seten M : B— B und N : B— B stetige Abbildungen und F : B — B eine Abbildung mit
= M(x) — N(z). F und M seien bijektive Abbildungen. Aus M(y*) = M(y?) folge N(y*) = N(y?). Dann

konvergiert dus 1 terationsverfahren

M@+l - Nt =w, k=0,1,2,..,

g”i{m dann fir jedes Element 2 € B gegen dic Losung o* von F(x) = w, wenn aus F(yt) = F(y?) stels dic Be-
tehung N (y') = N(?) folgt. - '

20*
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Bemerkung 1: Der Inhalt von Satz 1 ist eine auf (nichtlineare) Gleichungen in halbgeordneten Réum,
iibertragene Verallgemeinerung des in [2], Satz 1*, fiir lineare Gleichungen im R™ — bei Zugrundeliegen g,
natiirlichen (komponentenweisen) Halbordnung — bewiesenen Sachverhaltes:

Es sei A = M — N eine Zerlegung von A mit reellen, nichisinguldiren Matrizen A und M. Folgt aus My >
die Ungleichung Ny = 0, so st o(M~'N) < 1 genau dann, wenn aus Ay = 0 die Unglew?zung Ny=0 fOIgg
(0 bezeichret den Spekiralradius).

Der Beweis von Satz 1 erg1bt si ch mit Hilfe verschiedener Lemma’ca, die mchfolgend angegeben werdey,
Wir zitieren zunéchst den im folgenden benétigten Begriff der reguldren Zerlegung einer Abbildung.
Definition (siehe [1] und [5]): Eine Zerlegung F(x, y) von F(z) heiBt reguliir, wenn gilt:
(a) Fla, y)SI?{:rz y) = 2! < 22 fiir alle y € B.
Fiir alle y, w € B existiert ein o € B mit F(x y) = w. (z ist dann notwendig eindeutig.)
(b) P <12 = Fla, ) >F(x y?) fiir alle z € B.

Bemerkung 2: Wie man sich leicht iiberzeugt, enthilt dicse Definition als Spezialfall den von R, §,
VareA in [6], Seite 88, Definition 3.5, eingefiihrten Begriff der reguldren Zerlegung einer Matrix.

In [1], Satz 3 und in dem dazu am Ende von [1] angegebenen Zusatz haben wir die folgenden Aussagen
tiber regulire Zerlegungen bewiesen, die spiter bendtigt werden.

Satz 2: B sei ein halbgeordneter Banach-Raum. Die Halbordnung besitze die eingangs genannlen Eigen.

schaften. F(x, y awa eine reguliire Zerlegung von F'. Dann gilt: ¥ 1st injektiv und das Iterationsverfuhren Fab+ %)
=w, k=0,1,2, .., konvergiert genauw dann fir jeden Anfangsvektor 2° ¢ B gegen dic eindeutige Los:mg z*
von F(z} =w, uum F invers 1soton und swyekmv st. t

Der hinreichende Teil von Satz 2 wurde im E* bei Verwendung der natiirlichen Halbordnung auch in [5],
Theorem 6.4 bewiesen.

Satz 2 ist eine auf nichtlineare Gleichungen in halbgeordneten Rdumen iibertragene \femllgememerung
der in [3], Seite 89, Theorem 3.13, fiir reguldre Zerlegungen von Matrizen bewiesenen Aussagen.

Bemerkung 3: Ist speziell in Satz 1 F(x y) = M(a, N(y) eine reguldre Zerlegung von F, so ist die
Voraussetzung ;

»Aus M(y') = M(y?) folge N(y') = N(?)"
stets erfiillt. Denn gilt (a), d. h.
My )=z M@=y =
50 folgt aus (b) )
Nt = NP -
Jedoch ist — wie man an einfachen Beispielen sieht — umgekehrt F(z, y) in Satz 1 nicht notwendig eine
regulére Zerlegung von F.
' Lemma 1: Es seten F : B— B und M : B — B bijektive Abbildungen. Dann gilt

() dus M(y) = M(y?) folgt N(y') = N(y*) genau dann, wenn N(x) = X (M (z)) mit einer isotonen Abbildun
X:B—>BfirQh: B — B gilt.

(B) Aus F(y*) = F(y?) folgt N(y') = N(y?) genau dann, wenn N(z) = Y (F(x)) mit einer isotonen Abbildung
Y :B- B fir N : B B gilt. :

Beweis: Wir beweisen («).
5= Wir wihlen 2! = 22 und setzen
Yl = M), y? = M),
Dann gilt
Hy)=2=22=M.
Nach Voraussetzung folgt dann
N(y') = N(M-2(2') = N(M2(?) = N@®) .

Wir definieren eine Abbildung X : B — B mit X(y) = N (M-2(y)). X ist — wie gerade gezeigt — isoton.
Mit @ = BM~(y) folgt .

N(z) = X(M(z))
mit isotonem X.

N

»&"t Sel N(x) = X(M(x)) mit einer isotonen Abbildung X : B -> B. Mit z = M~(y) folgt
X(y) = N(M(y))
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mit in y isotonem X. Ist nun M(y*) = M(y?), so folgt aus der Isotonie von X(y)
N@y) = N(M1 M) = X(M@Y) = X(M@2) = V(MY M@P)) = N .
Die Aussage (B) wird analog bewiesen.
© In Lemma 1 wird nicht vora,usgesetzt dafB }?‘(z y) = M(x) — N(y) eine Zerlegung von F(z) ist. Setzt
man dies voraus, so erhilt man
Lemma 2: Es seien M : B — B N :B—+ B und F : B— B Abbildungen mit F(x) = M(z) — N(x).
FundMsezen bijektiv. Es sei N(x) = X(M( )) mit einer isotonen Abbildung X : B — B. Dann ¢ilt N (z)=1Y (F (z))
mit einer isotonen Abbildung Y : B — B genau dann, wenn M(z) = Z(F(z)) mit einer isotonen Abbildung
: Z: B — B fiir die Abbtld@mg M gilt.
Beweis:
=1 Da Y eine isotone Abb)ldu.ng ist, folgt Y = Yy fir y* = 92, d. h. mit t = F(a?), * = F(z?)
ilt
: Y() = N(F1g) = N(F2() = Tia) fir 41 2 32
Daraus folgt '
ﬂ’[(F‘I{yl)) (VN + F) (F ! ) = V(F’ (_;1}) + ot
ﬂ (F ih))
F) (FX ‘ ) M(F(y?)) -
)=

Sel Z : B - B definiert durch Z(y I(F Y(y)). Z ist eine isotone Abbildung. Mit z = F-1(y), y = F(x)

l_gt M(z) = Z(F (x))
mit isotonem Z. _
&1 Sei M(x) = Z(F(x)) mit einer isotonen Abbildung Z. Damit ergibt sich
Nix) = X(M(z)) = X(Z(F(z))) = Y (F(z))
- mit ¥(y) = X(Z(y)). Y ist als Produkt von isotonen Abbildungen isoton.
Aufgrund der Korollare 1 und 2 ist der Inhalt von Satz 1 mit dem des folgenden Satzes identisch.
Satz 3: E's sezcn M :B— B und N : B— B stetige Abbildungen und F : B — B eine Abbildung mit

. F(z) = M(z) — N(). F und M seien bijektiv. Es gelte N(z) = X (M (z)) mat einer isotonen Abbildung X : B — B.
Dann Icomergtert das Iterationsverfahren .

M@+ — N@*) =w, k=0,1,2,.
genaw dann fiir jeden Anfangsvektor 2® € B gegen die emdeﬂmge Lisung z* von. F(z) = w, wenn M (z) Z(F(z))
mit etner isotonen Abbildung Z : B — B gilt.

Beweis: :
»&"“: Wir betrachten die Abbildung
V:B- B mit V(z) = F(Mz)) = z — N(M ) . _
- Mit F(z) = y, d. h. @ = F-1(y), folgt aus der Voraussetzung M(z) = Z(F(x)) die Beziehung
Z(y) = U(F(y)
mit jsotoner Abbildung Z. Sei nun 4 < 2. Dann ist
Z(y) = M(F2(") < M(F@2) = 27 .
Daraus folgt, daB ¥ invers isoton ist. Denn ist
V(g) = F(M-Ya))) < F(M-1(a?) = T (2?),
- 80 folgt mit der Tsotonie von Z
2t = Z(V(ah) < Z(V(2?) = 22. _
AuBerdem ist ¥ als Produkt von surjektiven Abbildungen selbst surjektiv, Wir betrachten'jetzt die Zerlegung
Viz,y) =2 — N(M-y))
von V. ¥ ist eine regulire Zerlegung von V. Denn ist
T (2, ¥) = v (% y), so folgt 2l < 2.
Die andere in der Definition einer reguliren Zerlegung unter (a) geforderte Bedingung ist trivialerweise

?ullt Nach Voraussetzung, ist N(z) = X(M(x)) mit isotonem X. Mit y = M(z), d. h. = = M~ 1(y)_folgt
(v) N(M~(y)) mit isotonem X, d. h. aus y1 < 2 folgt

. ) = X < Xyt = N(M)
amit mgibt sich fiir beliebiges « und =N
Viz, ) = 2 — N(M-2y1) = = — N(M-1(p) = P, 7).
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Damit ist auch (b) in der Definition einer reguliren Zerlegung nachgewiesen. Die Anwendung von Satz g
liefert jetzt die Aussage: Das Iterationsverfahren
Pl = N(M-Y ) + w, k=0,1,2,...,
konvergiert fiir jeden Anfangsvektor ° € B gegen die eindeutige Losung y* von y = N(M-1(y)) + w. Mit
a* = M-1(y*), d. h. y* = M(2*) erhilt man die Aussage: Das Iterationsverfahren
M) = N(z*) + w, E=012,...,
konvergiert fiir jeden Anfangsvektor 2° gegen die eindentige Losung von F(z) = w.
»=": Konvergiere umgekehrt das Verfahren
MEY) = N(@*) - w, Ek=0,1,2,..., _
fiir jeden Anfangsvektor 29 € B gegen die Lisung x* von F(z) = w. Dann folgt mit’ 2* = M-1(y*), daB das Ve,
fahren _ ;

¥+l = N(MY) +w, B 0125005
fiir jeden Anfangsvektor 3° gegen die eindeutige Lésung y* von

V) =y — NMy) =w
konvergiert. Wir zeigen, dafl V injektiv ist:

Gilt

V(at) = 22 — N(M-1aY) = F(M-1@Y) = F(M(2) = 22 — N(M () = V(a?),
so folgt mit der Injektivitdt von F und M ~? die Gleichheit 2! = 2?. Nach Satz 2 folgt jetzt, dall V invers isoton
und surjektiv, somit bijektiv ist. Wegen 1(z) = F(M“(:}:)) gilt dann V-1(z) = M’(F'I(z)) und V-1 ist isoton,
Schreiben wir Z statt ¥'-1, so folgt mit F(y) = =

M(y) = Z(F(y)
mit einer isotonen Abbildung Z.

Bemerkung 4: Der Inhalt von Satz 3 ist eine auf (nichtlineare) Gleichungen in halbgeordneten B_%.NACH.'
Réumen iibertragene Verallgemeinerung des in [2], Satz 2%, fiir lineare Gleichungen im E" — bei Zugrunde-
liegen der natiirlichen (komponentenweisen) Halbordnung — bewiesenen Sachverhalts:

Essei A = M — N eine Zerlegung von A mit reellen nichtsinguliren Matrizen A und M.Giltdann N = XM
mit einer reellen Matriz X = 0, so ist o(M~N) < 1 genau dann, wenn M = ZA mit einer reellen Matrix Z =0
gilt. . '

Abschlieflend geben wir eine weitere, Satz 3 dhnliche Aussage an.

Satz 4: Es seten M : B B und N : B — B stetige Abbildungen und F : B — B eine Abbildung mit
F(x) = M(2) — N(z). F und M scien bijektiv. Es gelte N(x) = M (X (x)) mit einer isotonen Abbildung X : B - B.
Dann konvergiert das Iterationsverfahren :

M(@+1) — N(@*) = w, kE=0,12,...,
genaw dann fir jeden Anfangsvektor a® € B gegen die Lésung x* von F(x) = w, wenn M(x) = F (Z(x)) mit einer
isotonen Abbildung Z : B — B gili. _

Der Beweis von Satz 4 kann dhnlich wie der von Satz 3 gefiihrt werden, indem man anstelle der dort
betrachteten Abbildung V" die Abbildung

U:B-B mit U)=M*F(x))=z— M (N())

einfithrt.

Bemerkung 5: Der Inhalt von Satz 4 ist eine auf (nichtlineare) Gleichungen in halbgeordneten Réu-
men iibertragene Verallgemeinerung des in [2], Satz 2, fiir lineare Gleichungen im R* — bei Zugrundeliegen der
natiirlichen (komponentenweisen) Halbordnung — bewiesenen Sachverhalts (siehe auch [4]):

Esset A = M — N eine Zerlegung von A mit reellen nichtsinguliiren Matrizen A und M. Gilt dann N = MX
mit einer reellen Matriz X =0, soist o(M-1N) < 1 genau dann, wenn M = AZ mit einer reellen Matriz Z = 0 gili.

Wir bemerken noch, daf die Voraussetzungen von Satz 3 nicht notwendig erfiillt sind, wenn die Voraus-
setzungen von Satz 4 erfiillt sind und wingekehrt. Dies wurde fiir lineare Gleichungen bereits in [2] durch Angabe
von Gegenbeispielen gezeigt. :
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