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UBER DIE KONVERGENZORDNUNG
INTERVALLARITHMETISCHER ITERATIONSVERFAHREN

G. ALEFELD nnda J. HERZBERGER
(Karlsruhe)

i. In dieser Arbeit verwenden wir foigende Bezeichnungen. Mit
X,Y,Z, ... Dbezeichnen wir reelie, abgesciiiossene Intervalle X =
= 8y z,z , ... und fassen diese zur Menge I(R) zusammen. Bekanntlich
ind durch die Festlegung

(1) X*Yﬂ{x*nyEX,yEY‘,*E{-F,—,X:/},
(0 & Y bel /) in"I(R) vier IntervaIIO'Jerdtiougn erkidrt {\'e:gleiche O )

Durch die Identifizierung &’ = [, %] g11t R C I{R). Wichtigste Eigenschait
der Intervalioperationen (1) ist die Tellmengene;genschaft

(2) ¥eXVeVY=aRiYe XY,

Wir verwenden mnoch folgende Funktionen auf I(R):

(3) d(X) = %, — %, > 0, (Durchmesser;

(4) (X| = max {|x;], |#,]} > 0, {Betrag)

(5) (X, Y) = max {jx; — yi|, |#; — ¥,!} > 0, (Abstand)

fiir welche eine Reihe von Rechenregeln gelten (vergleiche 3], [5]). Lut-
sprechend betrachten wir reelle Intervallvektoren x, 9,3 ... mit x =
= (X3, X, ..., X,), ..., und fassen diese zu V ,(I(R)) zusammen, sowic
reelle #n X m-Intervallmatrizen X, 9%, 3, ... mit ¥ = (X;), ..., weicle
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in M,a(I(R)) zusammengefalt seien. Reeile Vektoren bzw. Matrizen
schreiben wir als % 9,3 ... bzw. X 9, 3, ... und konnen diese wie
oben identifizieren. .Verknﬁpfungen zwischen Intervallvektoren bzw. Inter-
vallvektoren und -matrizen werden wie {iiblich formal definiert.

Durchmesser, Betrag, Abstand und Inkiusion werden elementweise
definiert. Es gilt fur derartige Verkniipfungen ebenfalls die Teilmengen-
eigenschaft. Weitere Rechenregeln findet man etwa in [3].

Wir betrachten nun Iterationsvorschriften J, durch deren Anwendung

Folgen von reellen Intervallvektoren {x®}{_, entstehen. Folgen, die durch
Anwenden von J entstehen und die gegen das Grenzelement x konvergieren,
fassen wir zur Menge C{J, ¥) zusammen und diese sei nicht leer. Da vicle
Qeanlslexungen von Iterationsvorschriften zur Berechnung von EinschlieB-
ungen fiir Losungen bestimmter Probleme benutzt werden, wollen wir die
Voraussetzung

6) < x®, k>0,

treffen. Fiir die Abweichung eines Folgenelementes x* vom Grenzwert
x konnen wir nun entweder

(7) a® = g(x™, 1) = (¢(X", X)) = 0
oder
(8) b = d(x"™) — d(x) = [@(X1")) — (d(X)))

als MaB heranziehen. Beides sind nichtnegative reelle Vektoren und es
giit

(9) alk) = D <> bf"} 0 <> ¥ = x

Beide sind beziiglich der (komponentenweisen) Inklusion monotone Abbil-
dungen, d.h. es gilt

(10) ™ < x(®) = q(m < a{k b(m} < b®)

Eine im Sinne der Inklusion kleinere Einschliessung iir x erzeugt
also beidemal auch eine kleinere GréBe fiir die Abweichung von x.

Wir geben in der Intervallmenge I(R) dazu noch ein anschauliches
Beispiel. Sei dazu speziell X = [x, x] der Grenzwert der Folge {XW}e

dann erhalten wir einmal

a® = max {|z¥ — x|, [¥ — x|}
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als maximale Abweichung eines XIiementes x€ X® vom GCrenzwerr %
und ein andermal

Ry — J{ Xk
bk — d\A\ )}

als den Abstand der beiden & eimschiiessenden Schranken voneinaiuer.

Jetzt betrachten wir zu jeder Folge {x®}* = aus C{(/, x), weiche
zusitzlich noch (6) erfiillt, die zugehorigen Nullfoigen {a®;® = sowie
{bw}e . Hierauf wenden wir nun die bekannten Definitionen fir cine
Konvergenzordnung wie in [6] an.

" =

Dazu definieren wir den zu einer solchen Folge gehdrenden R-Faktor
mit Hilfe einer Vektornorm |i-i| durch

]

R,{c®} ___g k o— o0 e

1
E : ORI
Him sup [[(®)F, p =1,
o~ liclRyiipTk
P lim sup (BT, p > 1,
Il F = w .

wobei zur {'c_“‘}} entweder. die Foige {a®}p | oder {b™}x = steht. Dies@
Definition ist unabhingig von der verwendeten Vektormorm |-}, wie
aufgrund der Normiquivalenz in [6] bewiesen wird. Dariiberhinaus ist
diese Definition unter den getroffenen Voraussetzungen auch unabhingig,
davon, ob {a®}® ~ oder {bW}* = verwendet wird. Das zeigt das foigende

Lemma 1: Es se {x®}  cine durch J erzeugle Folge mit dem:
Grenzwert x, fir die (6) erfiillt ist. Dann gilt fir die daraus gebildeten Folgen
.1k .
{f‘{k}}:;o und {0 s
R)L o (&)Y
Rp{a®} = R,{b®}, p > 1.

Beweis: Fir Intervalle X € Y giit bekanntiich

= (@) — d(X)) < ¢(X,Y) < d(Y) — d(X)

woraus dann unmittelbar

folgt. Somit folgt fiir eine monotone Vektornorm

-l

— 11BW]} < jla®]] < (B
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_ —k
\P
und da lim (—;—J =1, p > 1, gilt, schliefen wir weiter

R 00

. T T . : -k
iim sup [[d®™{|? ~ = lim sup |ja®|}?
L] Pw -

h—00

—k
> lim sup (iJ" o
k=0 2 .

. 5 —k
= lim sup |;bW||# |

k=0
Analoges folgt fir p = 1.

Unter der Voraussetzung (6) an die Iterationsfolgen {x®}® = sind also
unsere weiteren Betrachtungen unabhingig davon ob wir zu {x®}®
die Folge {a®}p., oder {b®}* == betrachten. DaB dies ohne die Voraus-
setzung (6) nicht immer der Fall ist, zeigt folgendes kleine Beispiel. Wir

betrachten dazu die Folge {EO, 1]+ {%)k}m mit dem Grenzwert [0, 1}

k=0

Offenbar ist a® = (—é-)k und damit fur p = 1

1

Ry{a®} = lim sup i { : Jk) ¥l

S |
k—+c0 2

1o | -

wogegen b® = o und damit R;{6™} = o wird.
Wir betrachten also nur noch solche Folgen aus C(J, z), fiir welche

(6) gilt und fassen diese zur Teilmenge C(J, x) zusammen. Der R-Faktor
von J ist dann definiert als

R, (], 5) = sup {Ry{a®} | {z¥}io= C(J, 0}, p > 1.

Dieser R-Faktor ist nach dem vorhin gezeigten unabhingig von der ver-
wendeten Norm ||-|| und hitte gleichwertig auch mit Hilfe {b®} definiert

werden konnen. SchlieBlich erhalten wir die R-Ordnung der Iterations-
vorschrift J mit dem Grenzwert x als

+ oo falls Ry(J, ) =0 fiir p> 1

O ’ " (
R(] I) iiﬂf {p }}1) = [1’ 00)’ RPU’ x) e —-}—G:)} sonst.
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Die hier wiedergegebenen Definitionen finden sich fir den TFali von
Vektorfolgen im reelien Vektorraum V,(R) bei Ortega und Rheinboidt
in {6]. Wir wolien nun noch eine iiir die praxktisciue Abscunitzung der
R-Ordnung niitziiche Aussage wiedergeben fvercicmne 6], 5. 297).

Satz 1: Sei J eine Iterationsvorschrift mit dem Grenzwert x wund
ser C(J, x) die Menge aller damit erzeugten Folgen mit den oben angegebenen
Eigenschaften.

Existiert dann ein p > 1 und eine Konstante v,, so daB fiir alie Folgewu
{x®}p2, aus C(J, z) fir eine Norm || - ||

i (R}
lat+0]] < v, [ja®ii2, £ > B({xW}2,),
oder
”b(k+1H< o IBBP, B> k\{x““; )

gilt, dann erfillt die R-Ordnung von J die Ungleichung
Oplfy %) =P

ibt es andererseits eine 'Konstante v; > 0 und eine Folge {x“‘?}f___ﬂ aus

Git
C(J, x) mit

Ja®+9]) > v, 1 ? > 0, & > kg,
oder

. Iib(k+l}1i ; -T ',':} P i 0 k k(}’

dann foigt fir die R-Ordnung vomn [

OrU> %)

Sind beide Forderungen mit Konstanten v, und v, erfiillt, so gilt scliiess-
lich

OrJ, 3) = P.

Der Beweis dieses Lemmas kann mit Hilfe der vorher bewiesenen Aus-
sagen analog wie in [61 du*chgef&h:t “werden. )

Es sei vermerkt, dass sich die gleichen Uberlegungen auch fiir itera-
tionsvorschriften durchfithren lassen, Geren Anwendung auf Foigen von
Intervallmatrizen {x®}2 = fihrt.

. Wir wollen nun die angegebeneu Ergebnisse auf ein Iterationsver-
fahren anwenden, welches in [1] eingefiithrt wurde. Dazu sei x® ein vor-
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gegebener Infervalivektor, der eine Nulistelle x* des reellen (nichtlinearen)
Gleichungssystems

(13) i(x) = a
enthilt. Bezeichnet nun
(12) " = §'(xl¥)

die intervallmidige Auswertung der Ableitung von f fiir ¥® dann braucht

man far die Durchfithrung der Iterationsvorschrift eine Intervallmatrix
BO mit der Eigenschaft -

(=—1

ifj' . g = 8—{0)} = B0}
Damit betrachten wir das folgende Iterationsverfahren
- {x{k-;.x) = {m () — ﬂ}(k}f(m(xik}))} Nz
(V) ifBikH) — {m(i}ik}) -+ ﬂ}(xz}((;.; — "&(k-{-l]m(m{k)))} N Bk

£ > 0. (6 bezeichnet die Einheitsmatrix).

Dabei bezeichnet mi(x) den Mittelpunkt des Intervalivektors xz. Entspre-
chend ist m(X) definiert. Durch dieses Verfahren wird eine Folge von
Intervallvektoren und Intervallmatrizen berechnet mit

F s llle ... and BBl o ..,

iir welche die foigenden Aussagen gelten.

Satz 2: Es sei 0 ein Intervallvektor und x* € x© Nullstelle
des Gleichungssystems (11). Die Fréchet-Ableitung von | geniige in x©

einer Lipschitz-Bedingung. Ausserdem geniige die intervallarithmetische
Auswertung §(x) der Fréchet-Ableitung fiir z < O einer Bedingung

(13) @I < ¢ (4]

fiir eine Norm || - ||. Fiir die nach (V) berechneten Folgen von Intervall-

vektoren {x®}i_o und Intervallmatrizen {BW}_, gilt dann
a) Jeder Vektor z®, k >0, enthalt x*.
b) Ist jede Matrix B € BO nichtsingulir dann gilt

lim x® = x* und lim B® = §'(x*)7L

k—s = k= 0
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c) Es ser D¥ die Intervalimalrix, deren crste Spalle  gleich  dev.
Intervallveklor x® st und deren 1dbrige Spalten durch dic Spalten der

Matrix B* gebildet werden: H® = (x®, BH). Dann gilt

£LTN -fr‘ =Yy ‘
Op((V), &%, T'3*)7Y) = 2.

Be weis: Die Aussagen a) und b} wurden bereits in 1
Zum Beweis von c) setzen wir zur Abkirzung

; bewieseii.
Dann folgt aus (V)

S — BW[f(m(xw)) — f&*) — /(=) n() — %]
+ (37— BE)(F - (m(a) — =),
‘Daraus erhdit man wegen
g(x®, %) = x® — x¥,

q(EB{k), 37 = B — F71,

|
. -

unter Verwendung einer monotonen Norm und aufgrund des Normdiquivi-
lenzsatzes

g™, T < 1B o -1 g(e®, 295 + calfg(B®, 37§,

Ahnlich erhilt man

lg(B*+Y, 373 < ¢ - 3i 111 - ilg(®%, FTYiE +

+ [ 1B [2egig(xe), o))

Jiir
Fiar die n X (n 4+ 1)-Matrix U =

(0, B) fihren wir eine Norm ein durci
1'-‘1’!; ax s
L4 = max {;bj], {iBi}-

Mit 7¥ = [[(g(z®, x*), ¢(BW®, J71))]| giit dannmit | [BH] || < swegen

umww—olmﬁmuJu'Wﬂp

k—c0
llg(x*+1, E¥)if < (sc; 4 pea)(r™)*

llg(BE+D), I < (s P + sPeulser + pea) (r)*
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-

Setzen wir daher noch

Y = max {s¢; + Py, C3p + s¥cy(scy + pea)},
so folgt

pie+1) < .‘,\y;k;)a, E>0,

und damit nach Satz 2 die Behauptung c).

Bemerkung: Die Bedingung (13) ist fiir die intervallmaifige Aus-
wertung von rationalen Funktionen stets erfiillt (siehe [5]), kann aber auch
fiir allgemeinere Funkiionen nachgewiesen werden.

Wir bemerken abschliessend, dass Satz 2 eine Verschiarfung der in
'17 angegebenen Aussagen darstellt, wo nur die iiberlineare Konvergenz
des Verfahrens (V) bewiesen wurde. In [4] wurde eine Modifikation von
(V) angegeben, bei der die Iolge der Durchmesser durch eine quadratisch
konvergente Folge majorisiert wird. Dazu ist in jedem Schritt zusitzlich
ein lineares Punktgleichungssystem zu l6sen. Satz 2 zeigt, daB dieser
zusitzliche Aufwand auf die Konvergenzordnung keinen EinfluB hat.
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