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Uber Simultanverfahren zur Bestimmung reeller Polynomwurzeln

In dieser Arbeit werden zwer Verfahren — ein Gesamtschritt- und ein Einzelschritlverfahren — zur simultanen
Bestimmung von reellen Polynomwurzeln angegeben. Besitzt das Polynom reelle einfache Wurzeln, so sind beide Ver-
Jahren stets konvergent, falls die Nullstellen in disjunkte Intervalle eingeschlossen sind. Das Gesamischrittverfahren
konvergiert mindestens quadratisch. Bezeichnet o, > 1 die einzige positive Nullstelle des Polynoms plu) = p™* — p— 1,
so konvergiert das Einzelschrittverfaliren wmindestens von der Ordnung 1 -+ op > 2.

In this paper we are representing two methods — a single-step-method and a total-step-method — for computing
all roots of a polynomial simultaneously. If all roots are simple and real and if one knows disjunct intervals, tn which
the roots are contained, both methods are always convergent. The convergence behaviour of the total-step-method 1is
at least quadratic. Let 65 > 1 be the unigue positive zero of plu) = ™ — p — 1. Then the convergence order of the
single-step-method is at least 1 + a5 > 2.

I3 oroit palore mpejcraBieHbl IBA MeTOda — METOX NPOCTOH uTepaunuu u ofHomaro BOM IUMKHMHYEC-
Uit IpPonece — OJIA COBMECTHOrO0 ollpefcaeHn AeiicTBUTeNLHBIX KopHell MHorouseHa. Iuveer MHOro4-
J1eH JIeHCTBHTEILHBIE MPOCTHIE KOPHH, TO, B €1Vuae, ecli HYJeBhle TOYKY 3aKAI0MeHbl B Pa3JeIHTeNb-
MBIX HHTepBanax, ofa meroxa 001ana10T Beerga cxoaumocThlo. Meron mpocrtoit urepauny ofimajgaer
110 Kpafineil Mepe KpajpaTiyHoit cxoumocThlo. (O3HAUYAeT ¢, > 1 eIHHCTBeHHR! IOTO0HIHTEIRHEI
HOpeHb MHOro4aAeHa z(u) =unu" —p--1, TO NOPAJOK CXOZUMOCTH OOHOIIATOROID 1HKTHYECHOro IpPOo-
necca paBed no kpaiineii Mepe 1 -+ o, > 2.

1. Einleifung

Die meisten Verfahren zur Berechnung von Polynomwurzeln sind so aufgebaut, daB sie jeweils nur eine Wurzel
oder ein Wurzelpaar bestimmen. Die bekanntesten Verfahren, welche gleichzeitig alle Wurzeln bestimmen,
sind der @D-Algorithmus und das GRAEFFE-Verfahren. KERNER hat 1966 ein Verfahren zur simultanen Be-
stimmung aller Nullstellen eines Polynoms angegeben [15]. Das KerNERsche Vorgehen ist mit dem NEWTON-
Verfahren — angewandt auf die Vieraschen Wurzelsitze — identisch und konvergiert daher (bei nur einfachen
Nullstellen) quadratisch. Einen weiteren Beitrag zur simultanen Bestimmung aller Nullstellen hat kiirzlich
Hexricr geliefert [6], [7]. Unter der Voraussetzung, daB die Nullstellen hinreichend gut in Kreisgebiete
eingeschlossen sind und geniigend weit voneinander entfernt liegen, gibt er mindestens kubisch konvergente
Verfahren an, bei denen die Nullstellen fortwihrend in Kreisgebiete eingeschlossen werden, deren Radien
gegen Null konvergieren. Die Algorithmen von HEexRIicI verwenden eine Arithmetik fiir Kreisgebiete.

In dieser Arbeit behandeln wir das speziellere Problem, die simtlich als reell und einfach vorausgesetzten
Nullstellen eines reellen Polynoms zu bestimmen. In diesem Falle kann man sich auf reelle Rechnung be-
schrinken. Da die von HENRICI angegebene Kreisarithmetik bei Spezialisierung auf reelle Intervalle in die
bekannte Intervallrechnung iibergeht, kann man seine Algorithmen anwenden. Diese behalten jedoch auch
in diesem Spezialfall ihren lokalen Konvergenzcharakter, wie einfache Beispiele zeigen.

Wir geben in dieser Arbeit zwei Algorithmen zur Losung der genannten Aufgabe an, die allein unter
dc.r Voraussetzung, daB die Nullstellen in disjunkte Intervalle eingeschlossen sind, stets konvergent sind.
Die Nullstellen werden dabei von monoton konvergenten Schranken eingeschlossen. Diese Algorithmen
konvgrgieren mindestens quadratisch, bendtigen jedoch nicht die Ableitung. Das Verfahren (GV) aus Ab-
schnitt 3 kann als intervallmiBige Durchfiihrung des Kurxerschen Verfahrens aufgefaBt werden.

_ Die angegebenen Algorithmen kénnen sehr einfach zur Berechnung siémtlicher Eigenwerte von Tri-
diagonalmatrizen verwendet werden, sobald diese — etwa mit Hilfe von STurmschen Ketten — in disjunkte
Intervalle eingeschlossen sind. Dies wird an cinem abschlieBenden Beispiel erldutert.

Im folgenden wird von der reellen Intervallarithmetik Gebrauch gemacht. Die Verkniipfungen zweier
recller abgeschlossener Intervalle X = [z, z,] und ¥ = [y;, y,] sind definiert durch

X*Y:{x*y!re.x,ye}"}, *G{":‘:'—!'::}'

Die expliziten Regeln findet man etwa in [12] oder [14]. Eine reelle Zahl z kann als speziclles Intervall der

orm [z, z] aufgefat werden. Im folgenden verwenden wir daher die gleichen Symbole fiir die Verkniipfung
:’ifm ret;llen Zahlen und/oder Intervallen. Sidmtliche Verkniipfungen geniigen insbhesonderc der Teilmengen-
1genschaft: ;

Xec¥e, i=1,2 = X, +X.c Vs 7Y,.

Wegen weiterer Einzelheiten siche otwa [12] und [14].

2. Problemstellung
"Grgo]ogt- sei das reelle Polynom

Palt) = @ 4 gy 1 b e g (1)



414 (+. ALereLp/J. HerzsercEr: Uber Simultanverfahren zur Bestimmung reeller Polynomwurzeln

und es sei ohne Einschrénkung a, = 1. Ferner besitze pn(z) die n reellen Nullstellen
LEL S~ S,

wobei mehrfache Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit anfgezahlt sind. Fiir die Nullstellen sei b,
kannt, daB sie zwischen den Schranken

x:?igé‘ié'xi?i! 3“:]!21 ey Wy
liegen. Wir betrachten zunidchst den Fall, daB diese Schranken den Bedingungen

{0) 100 - ¢
Ziz < g1, 1=1,2,...,n =1,

geniigen, d. h. daB die EinschlieBungsintervalle fiir die Nullstellen disjunkt sind.
Das Polynom (1) 1a8t sich darstellen als

Pﬂ{x) ‘-_"ﬁ: (x — Ci}
oder '

pale) = (& - I (x G,

i=1
ikj
woraus dann
Pn(7)
& = x-- e o gt A
Iz - &)
j=]
i%j

folgt.
Ist {; einfache Nullstelle von pa(z) und ist (¥’ aus dem Intervall

2P = [ o
gewihlt, dann ist
n
0¢ll(ZP) - XP) =: PO
5
und wegen der bekannten EinschlieBungseigenschaft der Intervallverkniipfungen gilt

(20
LeXP = {x{jo} 2 5 %g} }} n X _ (2)
¥

Somit liefert der rechts stehende Ausdruck neue Schranken mit
()} (1) {1) {0
X1 = xj1 SG= m,lz = -"‘j,']z

fiir die Nullstelle ¢;.

3. Verfahren
Die oben hergeleiteten Beziehungen (2) geben AnlaB zu den folgenden Iterationsverfahren zur simultanen
Verbesserung der Eingrenzung der Nullstellen von pa():
A) Gesamtschrittverfahren
2P e X,

"

PP =1 (A — XP),

::J] (GV)
ki o _ Pa(aP) ; '
X(j& P = {;,;t}!il - TP(J_iIﬁ} A X(}’ ,
k=0,.1,2, Py j'...—_-l‘f_', e 11

B) Einzelschrittverfahren
0 ¢ XB |
i-1 "
QB = [T (2 — XG+1) [T (20 . X))
S 7t -1=j~: l{ . ) (EV)
ity Pt - Dala) :
o= i e

k=0,1,2,..; =12 ..n.
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gind die Nullstellen {; einfach, dann sind die beiden Verfahren (GV) und (EV) unbeschrinkt durchfiithrbar

und liefern fiir jede Nullstelle monoton konvergente Folgen von Schranken
' 3 (k) :
5150 S 7
.mit (o) < ll} <7 12} < T < P P 3] & {1 << 0 f % 1 2
SIS S-S SO g2 S Sy fir y=12.,n.

" Die niichsten Aussagen zeigen nun, daB die oben getroffenen Voraussetzungen allein schon ausreichen, um
in jedem Falle die Beziehung

% !
1= = e, Dl O T

4. h. die Konvergenz der Schranken gegen die Nullstellen, also
lim 2 = £, = lim 2}, it T
koo k-roo

su sichern. Dabei nehmen wir bei beiden Verfahren an, daB 2} eine stetige Funktion der Schranken 2]
und 5% ist. Eine nahcliegende Wahl ist etwa

2 = (o + 2fh)/2 | (3)

Satz 1: Fir das Polynom (1) seien fiir die n einfachen, reellen. Nullstellen &, .... £ Einschlieflungsintervalle
_X!J.UJ 38, =12, .., n, mit. '
X0 n XO = o, ol Ol i ol
bekannt. Dann sind die Iterierten { X}fng, j = 1, 2, ..., n, nach Verfahren (GV) bzuw. (EV) konvergent gegen
die Nullstellen von (1). :

Beweis: Wir nehmen an, daB fir ein 7 fiir die Grenzwerte

-’5;1 2 -1';‘%,2 (4)
n
heim Verfahren (GV) gilt. Auf Grund der Stetigkeit der Iterationsvorschrift gilt dann mit P¥ = II (2§ — 2f)
)
i
. * '
Xt ={r P57 e xr. - )

Im Falle a5 = {; kann also dic Ungleichung (4) nicht erfilllt sein, d. h., es ist 2 £ &;. Damit gilt aber auf Grund der
getroffenen Voraussetzungen anch pp(2¥%) + 0 und somit

Palf)

Oe —}3;*—-

Ande:—omc\.im ist wegen af e X* und der Bezichung (5) auch

"
% ¢ g _ Palf)
el px
und somit
0e f)u(?}i)
¥

Widerspruch!
Der Beweis fiir das Verfahren (EV) crfolgt vollstindig analog.

4, Konvergenzordnungen

F tr die Verfahren (GV) und (EV) wollen wir nun die Konvergenzordnung untersuchen. Als MaB, mit dem
die Schranken gegen die Lésung konvergieren, dient uns die Konvergenzordnung der Nullfolge {d® }5_,
mit ' _
d® = max d(XP) = max (zf's — z{1}) .
1si=n 1=ji=n ;
Alfls Konvergenzordnung eines Iterationsverfahrens I mit dem Grenzwert 2* verstehen wir dabei (siehe [16,
Seite 290)) die GroBe -

[oo falls Ry(I,z*) =0V pe[l, )

. F)n{f. :r*) — .linf L [] , 00) | Rr”’ :r*) = ] } sonst
i : :
g Pl = (RO [y e (T ), 1Sp <
: lim sup [ao® — g*]1/k P ;.]
Rr{ 2'.-*} _ :?no:sup [.’.t(k) _ .’r*]‘”‘”k : ; p} i
koo

(Cu, z*) bezeichnet die Menge aller Folgen, die man mit J berechnen kann und die gegen z* konvergieren).
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Zuniichst geben wir einige Rechenregeln fiir die Durchmesserbildung
WT) = Ay, o) ~ 22,

bei reellen Intervallen Y, Z, ... an. Deren Gilltigkeit ist einfach nachzurechnen und man findet diese Regel,
etwa in [14].

(a) dY + Z) = d(Y) + d(2),

(b) d@aY) = lal d(Y) tir a¢ R,

() d (%) = yd(Z) fir 0¢ Yund Z¢ Y,
Mit der Betragsfunktion '

(d) | Y| := max { lJl', fya!}

gilt auBerdem

(e) dY2) = |Y|d(Z) + |Z]d(Y

Mit Hilfe dieser Regeln sicht man leicht, daB die beiden Verfahren (GV) und (EV) mindestens iiberlinear
konvergieren. Wir fithren den Nachweis fiir das Verfahren (GV) durch.

_ Durch Anwendung der Durchmesserbildung d und der hierfiir geltenden Rechemm‘eln (a) bis (e) ant
die Tterationsvorschrift (GV) folgt fiir X(“”

(4 1) Pn{r{i)) 9y - p-’i{ﬂ'(n ) 1
AX¢+V) < d({l’?‘) Pf” )-,: d@®) + d _"P‘_h = [pale?)] d P“‘?)

Wegen )
[2n@)] = |paleP) — pall)] = (&P — &) pilE)] = AXP) [paén)]
gilt schlieflich
AXEHD) < > d(XP) |px Ef | d( (;})'

Da XP = Ly, 8= 1,2, n; gilb, folgt

Pnl&s) L)
P(.{ :i
(a; - &)
und damit . J
|Pu(§f} (P“)) — 0
Also gilt : '
P | A(Xy+) < ri‘”c(“ . (6)
Cisjisn '
mit .
) = ' ' '
0 = max |pi(6)] Pm) 0. | )

Damit ist die iiberlineare I&onvergenz des Verfahrens {GV) nachgewiesen.
Nun untersuchen wir die Kon.stanten ¢®, k=1,2, .., etwas eingehender. Dabei wenden wir auf den

Ausdruck ti(P(“)dae Regeln (a)—(e) an und erhalten damit im einzelnen:

Wegen
1 1
ﬁg‘ﬁ c 5 - {0.} e {0}
Ay
i

- folgt nach (c)
und durch fm-t-gesetztps Anwenden von (e) erhélt man

i g fx
a (ﬁ-ﬁ) Sy L e dXP) S §aw
m) =7 -

i)
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i ]
mit geeigneten Konstanten &, die nur von X, ¢ = 1, 2, ..., n, abhdngen. Hierdurch kénnen wir (7) ver-
schirfen zu
: ' 1 ‘ ~ ik ]
¥ = max [p,(&)| (m) = (max pa(f)) ¥ 4P £ 0 40
1sj=sn j 1=j=n

mit einer von k& unabhéngigen Konstanten c.
Somit gilt insgesam?

a+1 < e(d®)2
und somit nach Satz 9.3.3 in [16]
Oz((GV,0)) = 2.
Damit haben wir den Beweis fiir den folgenden

Satz 2: Unler den in Satz 1 genunnien Voraussetzunyen konveryiert die nach (GV) erzeugte Iterationsfolge
mindestens quadratisch gegen die Nullstellen von (1).

Tiir das Einzelschrittverfahren kénnen wir die folgende Aussage beweisen:
Satz 3: Fir die Konvergenzordnung des Einzelschrittverfahrens gilt:
Os((EV),0) =1 + on.
Daber ist o > 1 dic cinzige positive Nullstelle des Polynoms
plp)=pt—p—1.

Beweis: Wir setzen di? = d(XP), 1 = 1,2, ..; 0. Analog wic beim Gesamtschrittverfahren 1a8t sich dann

i=] "
dFD < ay‘-)( 3 Epdfty L ¥ 'e,-jff;h), 7R N DT [ (8)
j=1 j=i+1 -
mit von £ unabhiingigen Konstanten e zeigen. Mit ¢ = (n — 1) max {¢) liBt sich dies schreiben als
L i=1In
£3]
i-1 n
df+y = sd&“-’( 5 i 4. 3 rl}"’), k=0,1,2.;i=12,..,%.
i=1 j=i+1 .
Mit y o= (n - I) e, 4 55 7, @ 1), % == igcht dies iiber in
: ¥
y . o L fi=1 s 7 . .
TI'E'L*—” = ?:‘J}}I'J (,Z 7};1'1—1} + . 2 71’}‘}) * E=0,1,2, ey i=12..,%n.
j=1 j=i+1
Wegen lim di® = 0, i = 1, 2, ..., , kdnnen wir
k>0
T i in
annehmen. Damit erhalten wir
(k1)
1f§k+“ = 'f]mi E] i s _lr 2. KH ko= 0, 1, 2’ r
Dic Vektoren m® = (m®) berechnen sich dabei nach der Vorschrift
mE) = At | k=0,4,2..,m®=<19=12 ...n,
wobei die Matrix 4 folgendermaBen definiert ist:
11
[ 11 0
N N
0 Rl
A = SIS
S
1 1
It 1 ool

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach k.
.. Die Matrix 4 ist nichtnegativ und ihr gerichtcter Graph (siehe [23, Seite 20]) ist streng zusammenhingend, d. h., 4
lﬁt Ireduzibel. Auf Grund des Satzes von PErrox und FROBENITS (siche [23, Seite 30]) besitzt 4 daher einen positiven Eigen-
wert /), der gleich dem Spektralradius von 4 ist. Anwendung von Satz 2.9 in [23, Seite 49], zeigt, daB A primitiv ist. Daher
gilt fiir die (brigen Eigenwerte Ay, 7y, ..., An von A

) = >0 2 A = 2 ] : (10)
Es bezeichne 4% = («'f) die k-te Potenz der Matrix 4. Da A4 primitiv ist, gilt fiar ein &, > 0
AE>00 firalle k= ok, ' (11)

siche [23, Seite 41)).
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Fiir eine Matrix 4 mit der Bigenschaft (10) gilt aber

koo .-J'

k1) .
W Zh —e=od) —e  fur EZ ke Z ko
if
oder
affiD = afp(d) — ¢, 64 1,9, i,
mit : :
== min {u&f?} >0,
f,i=1(1}
Daher gilt

aff+ 2 Vo) - o) zalold) - o)
und allgemein '
aFin = afo(4) - &), Tl A T TR

Damit erhdlt man

"
k1) s A& rmlV) = ( x a}j“:”) = (nxlofd) —¢))e
i=1
mite=(g)e;=1,i=1,2, ..., n und
iy i - i
R < :r_a“' = prale(d) -], P Li2iunng PeakiBiny BE2de) e kyy
oder : )

flata il pnalo(d) - )
Vv

Dabher gilt auch mit
d®) == max di®
(1
die Beziehung
Cdlktr) sl }’ pobeld)y -« |
s
Daraus ergibt sich
1

1

Ro(4) —e{ d®) } == lim sup [d(k+n]leld) =l £ lim sup lnl apinlo(d) - ﬂ’][o{‘-l)—;]; = e < |
' o ¥

r-+C0
und daher

OR((EV), 0) = o(d) — «.

Da ¢ > 0 beliehig war, gilt
Ogr((£7), 0) = o(d) .

Das charakteristische Polynom p,(1) von A lautet

: Pall) = =" —(A—1) ~1.

Durch die Substitution ;
g==A -1

geht dies iiber in

}5,,(0) =g — o — 1.

Wegen pa(l) = — 1 und p,(2) > 0 besitzt ,(0) eine Nullstelle o, mit 1 < 0, 2= 2 und auf Grund der Vorzeichenregel von DEs-
CARTES gibt es keine anderen positiven Nullstellen von §,(a). Daher gilt fiir den Spektralradius o(4) von 4

o(d) = 1 -0,
Insgesamt ergibt sich also

Or((EV),0)=1+0,.
Damit ist der Beweis abgeschlossen.

5. Verallgemeinerung

In diesem Abschnitt wollen wir noch auf eine naheliegende Verallgemeinerung von Satz 1 eingehen. Dazt
betrachten wir jetzt den Fall, daB fiir zwei Nullstellen j«_; und o, 2 < j* < n, Ei'nschlieﬁungsinter"aue.
(o) o
51,1 & vt S %2 und 781 S S 2y
bekannt sind, fiir die nicht notwendig
2f¥_1,e < Y,y
gilt. Fiir dic anderen Nullstellen gelte dagegen
W - '

At o ¥ s = . .
Zj2 <L X1, JEly Bl g% A B g% %)

o
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© s
Damit beweisen wir den folgenden ; o e
Satz 4: Fiir das Polynom (1) seien fiir die n einfachen reellen Nullstellen {y, ..., {n Einschliefungsintervalle
 XP 3l J ={Dl, 2, e n, mit ‘ ‘ g
B < i PR R G Ny

ﬂﬂld (ay (o) (o) {0}
gi¥_1 <z S oy, < -

pekanni. Liegt im Durchschnitt X{2_y 0 X\ hichstens cine der beiden Nullstellen Lje_y und {js, so konvergiert
das Gesamtschrittverfahren ' : '

"
K (& -
Pi 11 = I (11 — XP),

i=1
1% :
1y
i Pal®v -1,1) ik R - e
X+ {-’*’j*-‘u TTPR nXF flr g <apvy
j*—-1 == i*=1,
X®_, : sonst,

n
‘{U;_ﬁzr‘._j i H (x;:;:_r i *}{(1?"-}) ;

feml
P4
(F4]
) Palaj* 2) Ly ks ik iy
Xkery {xi‘.-ﬂ e '“?';{;’;' n ‘X.i‘ fu? Tje.y8 < Tjs 2
LN ;
X5 sonst
(i) = Jo . 2] v P gk ) ¢ X
41_? = ;Ej “'—'ﬁ{Tj-— nXJ " J#J ) ___,1: xJE.XJ S k—_—U,1,2,...,
J :

gegen dic Nullstellen von (1).

Beweis: Auf Grund der getroffenen Voraussetzung, dafi im Durchschnitt X{¥_; n X{¥ hochstens eine der beiden
Nullstellen £+ 1 und j» liegt, folgt in den Fallunterscheidungen fiir die mégliche Lage von £j« -1 jeweils die rechte Beziehung
fiir dic Lage von £j+: )

o =8 i S
(a) HP_p Bmle < P 20, e s,
{b) Grmr =@y 22y, e 220,
€ 2, <Gr-1 <l o=@, <]Er =2,
(@) Grmr=20 ;o= al¥_y , <G+ Saf¥,

Unter der Voraussetzung (a) gilt wegen {j+—1 € X% _, fir alle &
7 <z S,
d. b., \;‘, 1} berechnet sich nach

Ak
i . - Pal®E_y 1) .
AJ(;LA"—“I i {JJJ('}“}-J,: ki P’ti‘V' =i ‘\.;;:)-1 : k=0, 1.2 ..
_ - L1
Wie in Satz 1 zeigt man lim _\'}";?__] = Jje.1. Daher gibt es ein k* = 0, so daB fiir alle £ = k* gilt
k0o 5
..;i'_:."‘:_ 1.8 ’ <of t}'&]_{.
Dann berechnet sich X}";* U nach
P el &} %
i E ."’ﬂ(*'}‘ 2) i
X = { ~Thlax®, kzee,
e '

und wie in Natz 1 folgt Jim X4 = rje,
koo J

Den Beweis des Satzes fiir die drei anderen Falle zeigt man &hnlich.

- Der Inhalt dfeses Satzes 1Bt sich sinngemiB verallgemeinern, falls fiir mehrere Paare von Nullstellen
die angegeb’enen Voraussetzungen vorliegen. Auflerdem bleibt der Inhalt richtig, wenn man an Stelle des
Gesamtschrittverfahrens das Einzelschrittverfahren entsprechend modifiziert.

6. Beispiel
Gegeben sei die Tridiagonalmatrix
a by
by ay b, 0

0 big @9 Ing
by fag
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- Auf Grund des Satzes von GerscreorIN liegh in jedem der 20 Tntervalle

[0.8; 1.2], [1.6; 2.4], [2.6; 3.4],... [18.6; 19.4], [19.8; 20.2]

genau ein reeller Eigenwert der Matrix 4.

Nach drei Tterationssehritten mit dem Einzelschrittverfahren crhilt man die fc

intervalle fiir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

(40

1
2
3

4
5

=

T

8

9
10
11
12
13
14
15
16
1

-1

18
19

20
21
22
23
24
25

26

27
28

11.00000000003]

[0.9607647801358; 0.9607647801559] [10.99999999998 ;
[1.999240411984; 1.999240411988] [11.99999999997; 12.00000000003]

- [2.999994825306: 2.999994825314] [12.99999999997; 13.00000000003]
[3.999999982595; 3.999999982600] [13.99999999997; 14.00000000002]
[4.999999999963 ; 4.999999999973] [14.99999999998;  15.00000000002]
[5.999999999985; 6.000000000013] [16.00000000002; 16.00000000006 ]
[6.999999999989 ; 7.000000000008] [17.00000001736; 17.00000001742]
[7.999999999992; 8.000000000021] [18.00000517465; 18.00000517473]
[8.999999999978 ; 9.000000000015] [19.00075958799; 19.00075958804
[9.999999999981 ; 10.00000000002] [20.03923521984; 20.03923521989] .

lgenden Einfmhiiuﬁungs.

Das Beispiel wurde auf der Rechenanlage Elcktrologivca X8 am Rechenzentrum der Universitit Karlsruhe gerechnet
Bit Mantissenlénge).
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