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G. ALEFELD / J. HERZBERGER

Über Simultanverfahren zur Bestimmung reeller Polynomwurzeln

In dieser Arbel't lI.'el.aenzu.ei Verfahrw - ein Gesa1lltschritt.und ein Einzelschrittverfahren - zur simultanen
Bestimmung von reellen Polynomwurzeln angegeben. Besitzt das Polynom reelle einfache Wurzeln, so sind beide Ver-
fahl'en stets konvergent, falls die Nullstellen in ai.~unkte InteTt'alle eingeschlossen sind. Das Gesamtschrittverfahren
kont.ergiert mindestens quadratisch. Bezeichnet an > 1 die einzige positive .1.Vullstellede.~Polynom", p(p) = ILn- p - 1,
so kont"el'yiert das Einzelschritfl'erfahren mindestens 1:Onder Ordnung 1 + an >2.

In this 1japer lee are representing two 1I1etlwds- a single-step.methodand a total-step-method- for computing
oll roots of a polynornia.l sirnult(tneOltSly. If all roots are simple and rea:tand if one knows disjunct intervals, in which
tlUJroots a.re contained, botk methods are always convergent. T1UJconvergence beha.viour o.f the total-step-method is
at leastquadratic.Let Gn> 1 betheuniq11epositirezeroof p{p) = ,IL"- IL - ]. Thenthec()nvergenceorderofthe
single-step-method 1$ at least 1 + an > 2.

13 noH: pa60Te npe):lCTaB.11eHbI):IBaMCTO)l;a- ~leTO):lnpocToiI l!Tepa~l!11 n 06HOIll3ro BOH ~H!{IU1'leC-
ElIit npo~ecc - ):IJJHCOßMeCTlIoro onpe;r(CJleHIHI ;IJ:efICTßHTeJlbHbIXHopHeiI MHOrO'lJJeHa. I1MeeT MHOrO'l-
.;IeH nCiICTBI1TeJIJ>HbIenpOCTbIe IWpHH, 1'0, B caY'lae, eCJJH HYJJeDbIeTO'lI.\u 3aI-\JIlO'leHbIB pa3;J;eJll1TeJlb-
HblX MHTepBa.rIax, 06a MeTOAa oG.'1aJJ;.310TBCCr)I;a CXO.'J;IiMOCThIO.l\JeTO)I;npOCTOll HTcpa~lIH OORa)I;aeT
110 Hpafmeii Mepc lmaJJ;.paTlf'lHoti: cxomnwCTbIO. O,matlaeT an > 1 e)J;lfHcTBeflHT,Iiino.'IOiHHTeJIbHbIii
HopeHh lIrHOrO'l,leHa pr!') = ,',n -li -- I , TO 11°1))1.)(01, CXO):{H'HOCTH oonOrnarOBOrO HIIIWII'leeHOrO npo.

necea paneH DO Hpaiineii :'rIepC 1.., IJ" > 2.

1. Einleitung

Diemeisten Verfahren zur Berechnung von Polynomwurzeln sind so aufgebaut, daß sie jeweils nur eine Wurzel
oder ein \Vurzelpaar bestimmen. Die bekanntesten Verfahren, welche gleichzeitig alle Wurzeln bestimmen,
sind der QD-Algorithmus und das GRAEFFE-Verfahren. KERNERhat 1966 ein Verfahren zur simultanen Be-
stimmung aller NuHstellen eines Polynoms angegeben [15]. Das KERNERscheVorgehen ist mit dem NEWTON-
Verfahren - angewandt auf die VIETAschen Wurzelsätze - identisch und konvergiert daher (bei nur einfachen
NullsteJIcn) quadratisch. Einen weiteren Beitrag zur simultanen Bestimmung aller Nullstellen hat kürzlich
HENRICIgeliefert [6], [7]. Unter der Voraussetzung, daß die NullsteJIen hinreichend gut in Kreisgebiete
eingeschlossen sind und genügend weit voneinander ent,fernt liegen, gibt er mindestens kubisch konvergente
Verfahren an, bei denen die Nullstellen fortw-ährend in Kreisgebiete eingeschlossen werden,deren Radien
gegenNull konvergieren. Die Algorithmen von HENRICIverwendeneine Arithmetik fÜrKreisgebiete.

In dieser Arbeit behandeln wir das speziellere Problem,die sämtlich als reell und einfach vorausgesetzten
NulJstellen eines reellen Polynoms zu bestimmen. In diesem Falle kann man sich auf reelle Rechnung be-
schränken. Da die von HENRICIangegebene Kreisarithmetik bei Spezialisierung auf reelle Intervalle in die
bekannte Intervallrechnung übergeht, kann man seine Algorithmen anwenden. Diese behalten jedoch auch
in diesem Spezialfall ihren lokalen Konvergenzcharakter, wie einfache Beispiele zeigen.

Wir geben in dieser Arbeit zwei Algorithmen zur Lösung der genannten Aufgabe an, die allein unter
dcr Voraussetzung, daß die Nullstellen in disjunkte Intervalle eingeschlossen sind, stets konvergent sind.
Die Nullstellen werden dabei von monoton konvergenten Schranken eingeschlossen. Diese Algorithmen
konvergieren mindestens quadratisch, benötigen jedoch nicht die Ableitung. Das Verfahren (GV) aus Ab-
schnitt 3 kann als intervallmäßige Durchführung des KERNERschenVerfahrens aufgefaßt werden.

Die angegebenen Algorithmen können sehr einfach zur Berechnung sämtlicher Eigenwerte von Tri-
diagonalmatrizen verwendet werden, sobald diese - etwa mit Hilfe von STuRMschen Kett.en - in disjunkte
Int€rvalle eingeschlossen sind. Dies wird an einem abschließenden Beispiel erJäutert.

Im folgenden wird von der reellen Intervallarithmetik Gebrauch gemacht. Die Vcrknüpfungen zweier
ree1Jer a.bgeschlossener Intervalle X = [xl>X2] und Y = [YI' Y2] sind definiert durch

X*Y={x*y!XEX,yEY}, *E{+,-,.,:}.

Die expliziten Regeln findet man etwa in [12] oder [14]. Eine reelle Z,ahl x kann als spezielles Intervall der
Form [x, x] aufgefaßt werden. Im folgcndcn verwenden wir daher die gleichen Symbole für die Verknüpfung
V?ll ree11e11Zahlen und/oder Intervallen. Sämtliche VerknÜpfungen genÜgen insbesondere der Teihnengen-
P-Igf'nschaft:

Xj ( Yj, .i ",.-1, 2 ~ XI * X2 ( Y] * Y2'

vVrl?;pl)weit0rrr Einzelheiten ::;jpho dwa. [12] und fJ4.].

2. Pro1>lemstcHung

VOrl!pkgt f't'i das reelle Polynom

p,,(x) = a"x" -1-a."..lx" J ..:. '" ..;-110 (1)
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und es sei ohne Einschränkung an = 1. Ferner besitze Pn(x) die n reellen Nullstellen

'1 :::;;'2 ~ ... :::::'n ,

wobei mehrfache Nullstellen entsprechend ihrer Viclfachheit aufgezählt sind. Für die Nullstellen sei -be.
kannt, daß sie zwischen den Schranken

x}~i ~ Ci ::;:. x}~k , i=I,2,...,n,

liegen. Wir betrachten zunächst den Fall, daß diese Schranken den Bedingungen

x~~~< x}OII, 1 , i = 1,2, ..., n - 1 ,

genügen, d. h. daß die Einschließungsintervalle für die Nullst.ellen disjunkt sind.
Das Polynom (1) läßt sich darstellen als

"
Pn(x) = JI (x - Cd

i~, 1

oder
"

Pn(X) = (;1;- !:.J)JI (x - . l;d ,
;=1
i+j

woraus dann

t:,J =, x -- .~n(X)" -..

/!I(X -- 'd
iot)

folgt.
- Ist Ci einfache Nullstelle vonpn(x) lind ist X)o) aus dem Intervall

X<~) = [x\O) x\O~]) ]. b ), ~

gewählt, dann ist
n

0 EI JI (x10) .. X<?») =: PyO)
i=1
i+j

und wegen der bekannten Einschließungseigenschaft der Intervallverknüpfungen gilt

J-
I EX().} =

{x
eo) - PßJ~)0)1_

}
n K<~)

'> 1 J Pi!)~ ~]'J

Somit liefert eIer recht~ st.ehende Ausdruck neue Schranken mit

(2)

x\O) < X\1) < J- < X\I) <x\O~hl= hl='>I= h2= h

für die Nullstelle 'I'

3. Verfahren

Die oben hergeleiteten Beziehungen (2) geben Anlaß zu
Verbesserung der Eingrenzung der Nullstellen von Pn(x):

A) Gesamtschrittverfahren

x<~)E V(n
]' ~'\. J '

"
P"f) = JI (X<f>- X<t» ,

-j=)
i",j

den folgenden Iterationsverfahren zur simultanen.

(GV)

X<:'-'H)=
{

X(~) - P.1!.(z)k)ll
J

n XVi
) ) P<~) ": J '

]

k=O,1,2,...: j=I,2,...,n;

B) Einzelschrittverfahl'on -

ß)EX<[c)J' )'

j-I ."
Q<~-)= II (X<k) - X(!<+l» JJ (x([<) X(k»1 J ~. )' ,

i,ol i=j+1

X(h-]) ==

{
x<[c) -- pn~::)k»

}
n X<~)

J J Q<l) J '

k=O,I,2,...; j=I,2,...,n.

(EV)



G. ALEFELDjJ'. HERZBEROER: über Simultanverfahron zur Bestimmnng reeller Polynomwnrzeln
-'---"'-"'''-''' '-''''-' - .--'- ' " .--..

415

Sind die NuUste1Jen~1einfach, dann sind die beiden Verfahren (GV) und (EV) unbeschränkt durchführbar
und liefern für jede Nullste1Jo monoton konvergente Folgen von Schranken

Xlk)<r < x(k)'J,1= "'1= ).2
mit

(0) < (1) < (2) < < '* < ;- .. '* < < (2) < (l) < 101 f " . 1 2Xj,l = Xj,l = Xj,l ='" - Xj,l = "'1~ Xj,2 ='" = Xj,2 = Xj,~ = Xj,2 .ur J = , ,..., n;

pie nächsten Aussagen zeigen nun, daß die oben getroffenen Vorausset.zungen allejn schon ausreichen, um
in jedem FaJle die Beziehung

Xhl ='1 = Xf.2 , j = 1, 2, ..., n ,

d. h. die Konvergenz der Schranken gegen die Nullstellen, also
1. (k) ~ 1. Ih . 1 2ImXj,l=1,,1= Jmxj.~, J=, ,...,n,
),-+co k-+co

zu sichern. Dabei nehmen wir bei beiden Verfahren an, daß x~) eine stetige Funktion der Schranken xj:),;l
UIld xJ~~ist. Eine naheliegende Wahl ist etwa

X(k) = .(X(k) + Xlk) )/2 . (3)) ),J ),2

Satz 1: FÜr das Polynom.. (J) seien fÜr die n einfachen, reello~ N,/tllstellen '1' .""11 Ein8chließungsintervalle

X)O):JC1,j= 1,2, ..., n, mit

XjO)n X(P) =' 0;

bekannt. Dcmn sind die Iten:erten {Xjk)}k=O,j = 1,2, ..., n, nach Fe/jahren (GV) bzw.(EV) konvergentgegen.
die Nullstell,r;nvon (1).

i = J, 2, ..., n. j < i ..

Beweis: Wir nehmen an, oaß fÜr ein.i für oie Grem:werte

Xj,l <:rt2 n

heim Yel'fahren (GV) giJt. Auf Cl'lIno der Stetigkeit der Ikrat.io]\svorsehrift gilt. rlann mit. Pt =.ll (x1- xf),=1
i"'j

X* r.* ..r,-1
{

* PlI(xl)} X",
(.-)

J ~..Xj.l' a'j;2 = Xj . 'pi' n '" l' . :J

Im Fallo ort =~1 kann also dje Ungleichung (4) nicht erfÜllt. sejn,d. h., es ist aJ' :j: tj. Damit gilt aber auf Grund der
getroffenen Voraussetzungenallch Pn(x1} :j: 0 und somit

Pn(xf)
OG-"Pj;'" .

}

(4)

Andcl'('J'R0it;;ist wegün xt E X/ lln<1(kr' Rezi(,jlllng (,j) IllH.h

J) (x* )
a::* E Xj

* .- '. !:_.I '..
} . p*. j

und ~omit

( p,,(xf)
) E p~ .

}

Widel'Bprueh!
Der Beweis fÜr oas Verfahren (EV) erfolgt voJlstänoiganalog.

4. Konvergenzordnungen

Für die Verfahren (GV) und (EV) wollen wir nun die KOJlvürgenzordnung untersuchen. Als Maß, mit dem
die Schranken gegen die Lösung konvergieren, dient uns die Konvergenzordnung der Nullfolge {d(k)}k'=O
mit

cl(k) = max d(X~k)) = max (xy~ - xJ~'\).
l~jS" l~j~"

Als Konvel'genzordnung eines Iterationsverfahr0J1s I mit dem Grenzwert x*
SeitE"290]) die Größe

.* _[00 falls Bp(I,x*)=OVpE[J,oo)
On(l, J. ) ..' "\. . * .
, II1f{pE [J,oo) IRp(I,:r ) = I} ::;OJlf1t

verstehen wir dabei (siehe [16,

mit

Un<l
Rp(I,J: *) = ~1Jp{Rv{ x(")} I{X(ki } E 0(1, x *) } , ] ;;; p <' 0')

j.

lim S

.

up Ix.(k) - X'

.

*il/

.

'

.

' ,
R {

'

.
k } - """00'p x -

lim sup Ix(") - x*il/pk ,k.+co

(0(1, x*) h('zeichnC't rlie Menge aller Folgen, die man mit 1 hereehnenkann und

p=]

p>l

die gegen x*konvergieren).
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Zuniichst gehon wir einige Rechcnregcln für (lie Dnrchmesserbilrlung

d(Y) ','" d(l?h, 1121)-~, ?/2 !h

bei reellen Intervallen Y,Z, ... an. J)t:~rcnGÜlt.igkeit ist. üinhüh naüh:mreühnen und man findet diese Hügelnetwa in [14].

Mit der Betragsfunktion

(d) IYI := max { Iy] I, !1h!}

gilt außerdem

(e) d(YZ) ~ IYI d(Z) +- IZjd(Y) .

Mit Hilfe dieser Regeln sieht man leicht, daß die beiden Verfahren (GV) und (EY) mindestens Überlinear
konvergieren. Wir führen den Nachweis fÜr das Verfahren (GY) durch.

Durch Anwendung der Durchmesserbildung d und der hierfÜr geltenden Rechel1l'<1geln(a) his (<o)anf
die Itemtionsvorsehrift (GV) folgt für Xjk+]):

d(X(!:+]) } S d ({x<!:)_1!.n(~j~»)
})

== d(x(k») .~-d (P~~:)
.
.A'i))= Ip.,.(X(k) } I d(_l_).

J-- J P<k) J' . P(~.) . J' P(k). J. J )

Wegen

Ip,,(X<l)}I= IPn(xjk») - Pn(~i)i= I(x<r '-~i) p:,(~j}1~ d(X~:)}lp~(~j)1
gilt schließlich

d(Xjk'!-I)} :;:;; d(Xjk») Ip';{~i)1a(}~}
Da X\k)~ ti, i = 1, 2,..., n, gilt, folgt

P~(~I) P;gl}
~ '''-'''''-''''---'-

p<!:) n
J ll('J - ~i)

i-I
;kj

und damit,

!p;,(;j)!d(p~») -+ 0 .
Also gilt

mit
(W"]) = max d(X)k+l») ;? d(k)C(k)

1;;;;j;;;;"
(6)

(:(!.) = m~x !p;'(MIa(
'

p7k»)~ 0 .
1 ;:;;J;;;;" j , .. .

Damit ist die überlineare Konvergenz des Verfahrens (GV) nachgewiesen.
Nun untersuchen wir die Konstanten C(k), k = 1,2, ..., etwas eingehender.

Ausdruck d (P7M)die Regeln (a) -(e) an und erhahen chunitim einzelnen:
"fT )

regen
1 1 .

c(k) c-;; "..

p j 1I (X(P) - X\O»)
i=l )
i,,~j

(7)

Dabei wenden wir auf den

folgtnach (0)

d (c-~ ):Sc," d(PI!:»)p<!') -- I )
)

undd1ll'ch fOl'tgesetztesAnwenden von (e) erhält man

(
" I

)
n '-d '.:- S YI; 8'

,
-d (X(~'») s Yd(k)

P(!:> -.. . . I.) I ._.

] r;J

(a) d(Y :I::Z) = d(Y) + d(Z) ,
(h) d(aY)= laid(Y} für aER,

(c)
d () yd(Z)

fÜr 0 Y undZ c Y .
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JIlit geeigneten Konstanten C;,j, die nur von X\O), i = 1,2, ...,11" abhängen.
schärfen zu

C<k) = m~x rp;'(~1)1cl(p~k»):S (m~x Ip~(MI)ycl(k);;;; c cl(k)
lSJSn j1SJSn

Hierdurch können wir (7) ver-

n1it eincr von k unabhängigcn Konstantcn c.
Somit gilt insgesamt

d(k+l) < C(d(k»)2

. und somit nach Satz 9.3.3 in [16]

OR((GV, 0)) ;;S 2 .

Damit habell wir den Beweis für den foJgelldell

Satz 2: Unte1'den in Satz 1 gena.nnten V()ra.u.~set:::/(;nf/f.nkonver!l,:ertdie nach (GV) erzeugte Ite"ation.~folge
mindestens quadratisch gegen die Nullstellen von (1).

Für das Einzelschrittverfahren können wir die folgende Aussage beweisen:

Satz 3: Für die Konve1'genzordnu'ngdes Einzelschr-ittve,jahrens gilt:

(}u((EV), 0) ~ 1 + an.

Dabei~:st a" > 1 die einzige positive Nullstelle des Polynoms

p(J-l)= 11-" - J-l- 1 .

Beweis: Wjr setzen rW>~" dpY»), i ~ J, 2, ...; n. Analog wie beim OcsamtsehrjHyerfahrell läßt sich dann

(
,'-,1 "

)d}"'i!) ;;,cl}") 2: f'iJdjk+1)+- 2: f! 1djk) ,
j=,1 j~i+I

k = 0, 1,2, ..., i = 1,2, ".;' n. (8)

mit yon k ulHl.bhängigcn Konst.antcn Eij zcigen. 1\:ht c = (n - I) max {Eij) liißt. sich dies schreiben als
;,j~~I(l)1/. .

i*j

Mit l' =(n...

(
i"1 ".

)'[.0:+1)< cd(/:) " d,k+J) _L ,~ ,l (k)
" , =., . kJ j 'kJ" j "

j=l j=\+1

I) c, a:k)= -~-.,.,\k),i = l(I)n, " = ~gdlt dies über in
. y ." 'Y

/ö = 0, 1,2, ...; i = 1,2, ..., n.

(
i-1 "

)IJ\k+1);;;; "'/l\k) .2: IJJk+1)+ . ~ I/}") ,
1=1 1=,+1

Wegen lim d~k) ,= 0, i = 1,2, ...,11.,können wir
k.+co

k = 0, 1,2, ...; i = 1,2, ...,11..

1/}O>;:~IJ < 1 ,

auuehmen. Damit. erhalten wir

i=1,2,...,n,

1/,H1> <..- . .,,(1:+1). 21/' , i =, 1,2, ..., n; k = 0, 1,2, ..,
Die Vektoren mOn = (111;!:»)beredmcll sieh dabei nach der Vorschrift

rn(k+1) = Am(k) ,. k ,= 0, 1,2, ..., m\O)= I, i = 1,2, ..., 11.,

wobei clie Matrix A folgendermaßen definiert ist:

[1
~ 1°

° ', '., ,, "

','"" "
1 1

0...0,1

.1=

!1

Der Beweis erfoJgt durch vollständige Induktion nae11 1.:.
. Die Matrix A ist njchtnegativ lUld ihr geriehtetei- Graph (siehe [28, Seite 20]) ist streng zusammenhängend, d. h., A
Ist irreduzibel. Auf Grund des Sahes von PERRON'und FROBENWS(siehe [23, Seite 30)) besitzt A daher einen positiven Eigen-
":ert i'l' der gleich dem Spektralradjns von A jst. Anwendung von Satz 2.9 in [23, Seite 49], zeigt, daß A primitiv ist. Daher
gI1t fÜr die übrigen Eige1nrerte }'2'i.3, ..., }'n VOll A

etA) =, ;'1>11'21 ~ li'31~ ... ~ li.,,1.

Es bczei('hnc Ak = (alt» die kote Potenz der Matrix A. Da A primitiv ist, gilt für ein ko > 0

(10)

.11.'> (I

(siebe l23, :::;cite 41)).

fiil' alle le~ k" (11)

~
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Für eine Matrix A mit der Eigenschaft (10) gilt l,ber

a\k+1)
lim~:;-- = Al .

k co CL;!

Den Beweis fjndet man etwa .in [U, /)cite Li!)]. t;ei llllll c; > 0 vorgegeben. Dann gilt
(k+1)

a.'ic. > 1..1- E = e(.4.),- f
aU') =

fÜr k;:S k( E) ;:s ko ,

oder

Daher gilt
a\JH);:S a\j'+l)[(!(.4.) " rJ;S; a[(!(A) _.. rp

und aJlgemein

aW;T)~ a[(!(A) -. tJ' ,

Damit erhäJt Inan

aW; 1) ~ a[(!(A)- rJ ,

a= lIlin {aj})}> 0 .
i, j = 1(1)"

i,j ~ 1,2, ...,n,
mit

i,j = 1,2,.." n; r ~ 1,2,...

m(k+r) '-' Aki-rlll(U) = (.1: a)j'-in)~ (nx[(!(A) - fI') e
)=1

mit e = (ei) ei = 1, i = 1,2, ..., n, und
. . ",(k+n .

1/;k+rJ~ '1' ~ 11"~lu(J).,]' , i -= 1,2, ..., n; r~1,2,...; k~k(c)~ko'
oder

1
d~k+n .S; -_. ;I)/I~[Q(&) -<]' .
. - y

Dflher gilt auch mit

d(k) = JIlax d\k)
;"'.1(1)/1 .

die Beziehung

d(k+r) :i ..~ It,n[c(A) -lV.
I'

Daraus ergibt sich.

Re(A)-.,{d(k)} = lim sup [d(!'{.r)]lC(A)I::.-;j" i; lim sup l' -~. 'I/,HI[U(A)'-']'
J

[Q(A~-ej;c= rio" < 1
r oo T'+OO Y

und daher

OR((EV),0) ~ e(A) - t .
Da ö > 0 beliebig war, gilt

On((EV), O);:Se(A).
Das charakteristische Polynom Pn(A) von A lautet

Pn(A)=(}. - 1)" - (). - 1) - 1.
Durch die :)ubstitutiou

a=Ä 1

geht dies über in

pn( a) '-'"a"-.. (J-- 1.

Wegen pn(l) =- 1 unr11J,,(2)> 0 besitztpn(a) eine NuIJsteIJeanmit I <an 2 2 llnd auf Grund dt'r Vorzeichemegel VOllDES-
CARTESgibt es keine anderen positiven NullstelIen von Pn(a). Daher gilt für den Spcktmlmdius (.>(.1)von A

C(A) = 1 -I al/'

Insgesam t ergibt sieh also

UR((EV), 0) ~ ] + an .

Damit ist der Beweis abgeschlossen.

5. Verallgcmeinerullg

In diesem Abschnitt wollen wir noch auf eine naheliegelIde Verallgemeinerung vun Satz 1 eingehen. Dazu
betrachten wir jetzt den Fall, daß fÜr zweiNullstellen 'jO-1 und 'jO, .2 ~ j * ~ n; Einschließungsintervalle

xJ~)--J,1~ 'jO--1~ Xj~)-1.2 und XJ~~l~'j' ~ XJ~),2
bekannt sind, für die nicht notwcndig

XJ~)..,l, 2 < XJ~>'l

gilt. Für die and(\J'('n Nn1lsk1lcn gelte da,gegen

xj~~ -c.::xj'?I,1, ) ,..1,2, ...,j*., 2,)*, )*! 1, ..., n.
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Damit, beweisen wir den folgenden .
Satz 4: Für das Polynom (1) scienfür die n einfachen reellen Nullstellen '1' "., 'n EinschließungsintervaZle

X(P) 3~j, j = 1,2, ...,11-,nl,it
) (0) /' (0)

.'l:j,2 "-, Xj., J,j , j = 1,2, ...,j*:- 2,j*, ",' n,
und (0) < (0) < (0), ' < (0)

Xj*-cl,l ,xi*,! = Xj*-1,2 Xj*,2

bekannt. Liegtirn Durchschnitt XJ~)-l n Xj?> höchstens
das Gesamtschrittverfahren

eine der beiden Nullstellen ~j*-1 und ~j*, so konvergiert

.".
P ik) Tl (

Ik)
j'-1,1,=11 Xj* 1,1

;~1
i.;,.j

j

J Ik)
\'

,

\k+1) - tXj'

,

--1,1

"<'\.)'.-1 -

Xlk)
j* -1

..'" X~k») ,

(k)

)}

Pn(X
,

j' ::..1"-1 n X('~..I'~~- )
Pj*-1,1

für
.(k) /' Ik)

Xj'..J,l,Xj',l

sonst,

P\~;I., = fj (X\';I" X(k) )) , - J ,.. l'
'i ...,1
H,j

j{

(kJ

}
X\\} ') _l!..~('!j..~,!:.~ n X\~I f ür

X'lk+J} ) ,~ P ik) , )
j* ' = j',2

Xj".1 80Wst

{

P (."Clk»

)}

'

X(
,
~"i 1) = xl~.) c !'

,

"' ! "- n X(f.:)
) ) Pik) " J ') .

gegen (he Nullstellen von (1).

Beweis: Auf Grund, dt,r getroffenen Vöra:n::;setzlllJg, daß im DnrehselUlit.t, Xj'~)"'1 n XJ~) höchstens eine der beiden
Nullstellen rio -1 und rj' liegt., folgt in den Falluntcrscheiduugen für die mögliche Lagc von tj' -1 jeweils. die rechte Beziehung
für dic Lagc VOll'j':

(a) ~J~)-l .~:i,rj*-l < XJ~~1 =? xj~),l 2,; ~j' ~ '(j~~~,

(b) ~j'-l = xj~~l=? xj?'>-1,2< rj',~ XJ~),2'
(c) ..(0) < ". < (0) ~' (0) '< ". < 101
, Xj',l ,,)*-1,,' Xj'-1,2""" Xj*-1,2 "). = Xj',2'

(d) Sj*-l= X)~)-1,2 =?xj~-1,2 < /;j* ~ XJ~),2'

Unter derVorau.~~etztllJg(a) gilt wegen rj*...l EXj~)-l für alJek

xJ'j - J, 1 < x}~~1 ~ xJ~~1 '

d. b.,XY~:.!i uereehnet sieh IJalJh

{
jJ (.~lkJ )

}:\,:lk+1)"= .
,

.Ik)
" ,

- "'.j'..::"l!,l, ',', Vlk

,,

')

. j*-1 :1;j'-J,1 Pik) ',n .1.j'-1'.j'-1,1

Wie in ~at.7, I zeigt. man lim.
X J\I~}..:1= ;.i''''l. D:.hcr gibt es ein k*:2 0, so daß fürallo k:2 k* gilt

k...,"O '--
".Ik, ,/ ".Ik} .

.o'j' -. J, ~ ~. "j', 2'

Danll uerecJlllet sieh xy~-;1) lHH'h

{

P (,t"~),)

}
X(VI) = X(\) , 1I...J..'.~...n Xlkl

) ,) ,:. PJ~~ 2 . j * ,

und wie in:)atz J folgt,JiIJlX\I) =-~~j"
"'+00 )

Ik} /' Ik)
Xj""1,2 <.-. Xj',~

j =t=j*,j* ~ I; Xln E X(~)) J' k = 0, 1,2, .",

k,= 0, 1,2,...

k?;k*,

Don ßeweis des Satzes für die drei anderen Fälle zeigt lllan ähnlich.
Der Inhalt dieses Satzes läßt sich sinngemäß verallgemeinern, falls für mehrere Paare von Nullstellen

die angegebeneJl Voraussetzungen vorliegen. Außerdem bleibt der Inhalt richtig, wenn man an Stelle des
Gesamtschrittverfahl'ens da.s' Ein7;elschrittverfahren entsprechend modifjzjel't.

ü. Beispiel

Gegeben sei die Tridiagonalmatrix

aI b1 0)
b1 a2 b2

.'1=

. 0 h1saI9 b19I ' b,v n"O

111it. «(,( ~.'" j',i =,.:; 1(1)20, und bi= 0.2,i >= l(l)lG.
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[0.8; 1.2J, [1.6; 2.4J,

Auf Grund des Satzes von GERSCHGOInNliegt in jedem der 20 Jntorvallo

[19.8; 20.2J[2.6; 3.4] , ... [18.6; 19.4],

genau ein feeller Eigen"\';ert der Matrix A.
Nach drei Iterationsschritten mit dem .EinzeJsehrittvedahrenerhält Jllan die folgoIidon ginsehlio!.\ungs.

intervalle für die Nul1stellen des charakteristischen Polynoms

[0.9607647801358 ;
[1.999240411984 ;
(2.999994825306 ;
[:3.999999982595 ;
[4.999999999963 ;
[5.999999999985 ;
[6.999999999989 ;
[7.999999999992 ;
[8.999999999978;
[9;999999999981 ;

0.9607647801559J
1.999240411988]
2.999994825314J
:3.999999982600J
4.999999999973]
6.000000000013 :I

7.000000000008J
8.000000000021 :I

9.000000000015J
10.00000000002J

[10.99999999998;
[11.99999999997;
[12.99999999997;
[13.99999999997;
[14.99999999998;
p6.00000000002 ;
r17.00000001736;
[18.00000517465 ;
[19.00075958799 ;
[20.03923521984 ;

11.00000000003]
12.00000000003]
13.00000000003J
14.00000000002]
15.00000000002J
16.00000000006J
17.00000001742.1
18.00000517473J
19.00075958804J
20.03923521989] .

Das Beispiel wurde auf der ]{echenanhgeE!ektrologic<\ X~ am Rechenzentrum der Universität IGlrbl'lIhe gerechnet
(40 Bit Mantissenlänge).

Literaf,ur

1 ALEFELD, Go.,Eine Modifikation des l:\ewton. VcrfallflmsZllr 13estimulllllg der reellen NullstelIen einer recllenHunktion,
ZA1YlM50, l' 32-1' 33 (1970).

2 ALEFELD,G. und HERZBERGER,J., Über das Newton-Vcrft\hrcn bei niehWnearen Gleiehungssystemen, ZA:\.[l\[50,773-774
(1970). .

3 ALEFELD,G. und H};!\ZBEIWER,J., 1\uHstelleneinsehJießung mit elen\ No\\.ton- Verfahren olme Invertiel"ullg VOllIntervall.
matrizen, Numer. Math. 19, 56-G4 (1972). .

4 BARTH,W., NuUstellenbestimmung mit der Inten:aUrec!uJIlllg, Computin{iS, 320-328 (1971).
5 CEEIST, H., Realisierung einer MasehineninteryaUarithmetik mit beliebigen ALGOL 60 Compilern, Elektronische Rechen-

a.oJagen 10, 217 -222 (1968). .
6 HENRICI, Po.,Cireu!ar Arithmetie and the Determination of Polynomial Zeros, In "Confercnec on Applieation of NUluerical

Analysis", Leetnre Notes in l\lathematies 228, 86-92 (1971), Springer-Verlag.
7 GAEGANTINr,1. und HENRrcr, P., Cireular Arithmetie and thc Determina.tion of l'olynomial Zeros, Numero. l\Iath. 18,

305-320 (1972).
8 HANSON, R. J., Automatie Error Bounds for Real Roots of Polynomials haying Interval Coefficients,The Computer

Journal 13, 284-:-288 (1970).
9 PETERS, G. 1Jnd WILKINSON,J. H.,Praütieal Problems Arising in the Solution of l'olyuomial Equations, J. Inst. Maths.

Applics. S, 16~35 (1971). . .
10 BERZBERGER,J., -eber die Nullstellenbestimruung bei näherungsweise berechneten Funktionen, Computing 10, 23-31

(1973). .
11 DARGE!.,R. H., LoscALzo, F.R.und ""ITT, T. Ho.,Automatie Error Bounds on Real :Zeros of Rational Funetions, Comm.

AC1YI9, 806-809 (1966).
12 MOORE,R. E., Interval Analysis, Englcwood Cliffs N. J.: Prentiüc Hall !ne.
13 DEwAR, J. K.S., Procedures for Interval Arithmetie, The Computer Journal 14, 447-p450 (1!J70).. .
14 KULISCH, U., GrundzÜge der Jntervallrrühnung, In überblicke Mathemat.ik!? (19(\0), 13ilJliographiselH''' J.l1st. ~lan!lhenn.
15 KERNER, 1. 0., mn Gesamtsehrith-erfahren zur Berechnung der Nul!stel!en von PolynomcJI, NUJllCr. 1I1ath. S, 290-294

(1966).
16 ORTEGA,J.l\I.und RHEINBOLDT,W. C., Interatjyc Solution of Nonlinear F~quations in Several Variablcs, Ne\\" York-

London, Aeademie Press (1971).
17 DOCBEV, K.and BYRKEV, P., Certain Modifjcations of Newton's Method for (,110Approximatc Solution of Algebraic

Equations, Zh. Vych. Mut. 4, 915-920 (1964).
18 EHRLICH,L. W., A Modified Newton Method for Polynoruials, Conun. AGl\11O, 107-.108 (19137).
19 GOOD,D. I. und Lm:wo:N, R.L., Computer Interval Arithmetie: Definition and Proof of Correet Irnplement"tion,J.

ACM 17, 603-612 (1970).
20 BÖRSCH-SUl'AN,W., APosteriori Error Bounds for the Zeros of Polynomials, Numero. l\lath. 5, 380-398 (1963). .
21 DUR.um, E., Solutions Numeriques des EquationsAJgebriques (Tome T, Chap. IX). Paris: l\Iasson ct eie. (1960). .

22 ABERTH, 0., Iteration methods for finding al! zeros of ,\ polynomial simultaneously. Teehnieal Deport, Texas A & ]lf
University(1971), l\Iath. Comp. 27,339-344 (1973). .

23 VARGA,R. S., Matrix Iterat!yeAnalysis, EJlg1ewood Cliffs,N.J.: Prentice Hall 1no.(1962).
24 GRÖBNER,W., Matrizenrechnung, Mannheim: Bibliographisches Institut (1966).
25 SCBMIDT,J. W. und DRESSEL, Ho., Fehlerabsehätzungen bei Polynomgleichungen mit .dem Fixpllllktsat7. '"Oll 13rou\\"er,

Numer. Math. 10, 42-50 (1967).
26 ALEFELD, G. und HERZBERGER,J., über eHeVerbesserung von Schranken für eHe Eigenwerte symmetrischer Tric!iagonaJ.

matrizen, Angew. Informatik 13, 107 -112 (1973).
27 BRAESS,D. und HADELER,K. P., Sjmnltaneous 1nehlsion of the Zeros of a Polynomial. Numer. Math. 21,161-165 (1973).
28 PETRIC, J., JOVA:NOVIC,l\1. lind STA)IATOVIC,S., AJgorithm for Simultaneous Determination of an Boots of AIgebraie PolY-.

nomia! Equations,lVIatematicki Vestnik B (24), 325--'332 (1972).

Anschriften.; Prof. .Dr. Gihz AU:FELD, Priy.-Doz. Dr. JÜRG.ENHERZBERGER, Institut fÜr Ange\\'andte l\bthematik der
Universität, D-75 KarJsJ'uhe, Postfach 6380, BRD .


