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Zusammenfassung - Abstract

Stets konvergente Verfabren böberer Ordnung zur Berechnungvon reellen Nullstellen. In dieser Arbeit
geben wir stets konvergente Verfahren höherer Ordnung an zur Berechnung einer in einem Intervall
[0, b] gelegenenNullstelle einer streng monoton wachsenden oder fallenden reellen Funktion, die dort
stetige Ableitungen genügend hoher Ordnung besitzt. Das verwendete Konstruktionsprinzip stellt
eine geeignete Verallgemeinerung des Ehrmannschen Vorgehens [5] unter Verwendung intervall-
arithmetischer Hilfsmittel dar, wodurch die Konvergenz stets erzwungen werden kann.

AlwaysConvergent Higber Order Metbods for tbe Computationof a Real Zero. In this paper we giveal-
ways convergent higher order methods for the computation of a real zero of areal function which has
derivatives of sufficiently high order. The principle of constructing these methods consists in a
generalization of that used by Ehrmann [5]. By making appropriate use of interval arithmetic we
always can assure convergence.

1. Einleitung

Gegeben sei ein reelles Intervall X 0 = [a, b] und eine Abbildung

f: Xo~lR,

die in Xo stetige Ableitungen bis zur (p+ l)-ten Ordnung einschließlich besitzt.
Es sei 1

f(a) f(b)<O
und

l' (xH=O, XEXo.

Gesucht ist ein Iterationsverfahren, welches

(I) unter Verwendung der Werte von f(x), l' (x), ...,f<P)(x), XE XO, durch-
mhrbar ist,

1 Daß die Bedingungf(a) f(b)<O erfüllt ist, wird im folgenden ohne nochmalige Erwähnung stets
vorausgesetzt.
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(11) mindestens die Konvergenzordnung p + 1 besitzt und

(IH) stets gegen die eindeutige Nullstelle x* E X0 von f (x) =0 konvergiertz.

Ein allgemeines Prinzip, mit welchem man Iterationsverfahren aufstellen kann,
welche den Forderungen (I) und (11) genügen, (111)jedoch nur lokal, d. h. für
"genügend nahe" an x* liegende Startwerte erfüllt ist, besteht in der Taylorent-
wicklung der Umkehrfunktion von f (siehe [2J, [6]). Ein vor allem für die
rechnerische Durchführung günstiges Prinzip zur Erzeugung von Iterationsver-
fahren, welche (I) und (11)erfüllen, hat Ehrmann in [5] angegeben (siehe auch [7]).
Auch dabei ist (111)im allgemeinen nur lokal erfüllt.

Im folgenden geben wir Verfahren an, für welche auch (IH) erfüllt ist. Darüber
hinaus liefern diese Verfahren in jedem Iterationsschnitt verbesserte obere bZw.
untere Schranken für die Nullstelle x*, womit man automatisch injedem Iterations-
schnitt eine Fehlerabschätzung besitzt. Die Folge der oberen bzw.. unteren
Schranken konvergiert gegen x*.

Benötigt werden dazu abgeschlossene und beschränkte Intervalle Ei,i= 1 (1)p+ 1,
für die

Pi) (x) EEi, i= 1 (1)p+ 1 (x EXo)
OfFt

gilt. Die BeschatTung dieser Intervalle bereitet prinzipiell keine Schwierigkeiten,
da man sie sehr einfach vor Durchführung der Iteration durch intervallarith-
metische Auswertung der Ableitungen von f mit X0 als Argument erhalten
kann. Ist einer dieser Intervallausdrücke nicht definiert (z. B. wegen Division
durch ein Nullintervall) oder ist 0 Ef' (X0), so kann man dies aufgrund der
Stetigkeit der intervallmäßigen Auswertungdurch Halbierung des Intervalls X0

vermeiden.

Im folgenden Abschnitt 2 werden zunächst die wichtigsten Hilfsmittel zusammen-
gestellt. Im Abschnitt 3 werden die bekannten Eigenschaften der von Moore [12]
untersuchten stets konvergenten Modifikation des Newton- Verfahrens auf-
geführt und in Abschnitt 4 mit einem ähnlich aufgebauten Verfahren verglichen.
Die Herleitung dieses Verfahrens ist ähnlich dem Ehrmannschen Vorgehen und
zeigt zugleich das allgemeine Prinzip, welches zur Konstruktion stets konvergenter
Verfahren (p + U-ter Ordnung verwendet werden kann. Die Angabe dieser
Verfahren erfolgt im nächsten Abschnitt.

2. Bezeichnungen undHilfsmittel

In der Menge I (~) der kompakten (nichtleeren) Intervalle über der reellen
Zahlengeraden lassen sich arithmetische Verknüpfungen erklären. Sind

X = [Xt, Xz], Y = [Yt>Yz] E I (~),

2 Mit x* bezeichnen wir im folgenden stets die eindeutige Nullstelle von f (x) =0 im Intervall [a, b].
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so gilt
x * Y = {x* Y Ix EX, Y E Y}E1 (~), * E {+, -, ., /}.

Die Division durch ein Intervall Y mit 0 E Y wird ausgeschlossen. Diese Ver-
knüpfungen genügen der Teilmengeneigenschaft :

Xi s; Yi, i= 1, 2:::>X I * X ZC YI * Yz, *E {+, -, ., /}.

Speziell gilt

XiEXi>i= 1,2:::>Xl * Xz EX I * X z, *E {+, -, ., /}.

Ist XE 1 (~), so bezeichnen wir mit 1 (X) die Menge aller (nichtleeren) kompakten
Intervalle, welche in X enthalten sind. Durch

q (X, y)=max {IXl - YII, IXz - Yzl}, X, YE1 (IR),

wird (1(~), q) ein vollständiger metrischer Raum.

lXI: =q(X,O), XE1(~),

heißt Betragvon X.
d(X): =XZ-XI' X=[XI,Xz]E1(~),

heißt Durchmesser von X.

Unter anderem gelten rur X, Y E1 (~) die nachfolgend verwendeten Eigenschaften

d (a)=O,

d (aX)=1 al d (X),

d(Xn)<nIXln-1 d(X),

Xs; Y=>d(X)<d(Y),

d(X)~1 X -X I,

td (X)~q (X, x)~d (X),

aE ~,

aE~,

n= 1, 2, ..., (xn: =X. X. ...' X),
'--v '

n-mal

XEX.

(Die letzte Ungleichungskette bewirkt, daß rur eine Folge {Xk}f=o mit x* EXk,
k = 0, 1, 2, ..., aus lim d (Xk)= 0 die Konvergenz lim X k= x* folgt.k-+ro k-+ro

Außerdem sind die beiden Aussagen

d(Xk+I) < y d (X k)P,
(p> 1)

q (XUI' x*) ~y q (Xk,x*)P

äquivalent, d. h. falls die Folge der Durchmesser mindestens von der Ordnung
p 21 gegen Null konvergiert, so konvergiert auch die Folge der Abstände
mindestens mit der Ordnung p gegen Null und umgekehrt.)
Mit

m(X)=t(XI +xz)

bezeichnen wir den Mittelpunkt des Intervalls X = [Xl' Xz].
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3. Das Verfahren von Moore [12]

Ist f einmal stetig differenzierbar in X0= [a,bJ und I' (x)EFl für x E X 0'
Fl E I (~), .0$ F1, und ist die intervallarithmetische Auswertung von I' an der
StelleX0 definiert, so liefert das Verfahren

{

Xk E X k
f(Xk)

XHl={X' Fln!'(XJ}nx,

k=O, 1,2, ...,

eine Folge von Intervallen Xk E I (~) mit den Eigenschaften1,2

(a) X*EXk, k=O,I,2,...,

(b) lim Xk=x*,
k -+oc>

(c) d(XH1)<cd(Xk)2,
falls I' (X) für X E I (Xo) einer Bedingung d (I' (X»)<y d (X) genügt.

Diese Aussagen gelten unabhängig von der Wahl von XkEXk- Moore wählt
Xk = m (Xk)'was in gewissem Sinne optimal ist ([8J). In der von Moore angegebenen
Form des obigen Verfahrens fehlt die Bildung von F1(\ I' (Xk) und es wird
0 $ I' (X0) vorausgesetzt. Da I' (X0) den Wertebereich von I' (x), x EX, i. a.
überschätzt, kann eine anders berechnete Einschließung Fl mit 0 $ Fl den Start
des Verfahrens sichern ([9J).

Das Mooresche Verfahren benötigt in jedem Iterationsschnitt den Wert von f
an der Stelle Xk sowie die intervallarithmetische Auswertung der Ableitung von
f mit dem Intervall Xk als Argument. .

4. Ein quadratisch konvergentes Verfahren ohne intervallarithmetische
Auswertung der Ableitung

Es sei f zweimal stetig differenzierbar in X 0 und mit F1, F2 E I (~) gelte

I' (x) EF1, f" (x) EF2 für XE Xo
O$Fl'

Für Xo = m (X 0) folgt dann aus dem Mittelwertsatz

f(xo)- f(x*)= I' (~1)(xo-x*),

(~l zwischen Xound x*), und der Teilmengeneigenschaft

* f (xo) f (xo)
x =Xo- I'(~l) EXo Fl

*
{

f(Xo)

}X E Y1 : = Xo - Fl (\ X 0'

x*-xo E Y1-xo.
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Aus der Taylorformel

0= f(x*)= f(xo)+ f' (xo)(x* -xo)+!f" (~z)(x* -xof,

(~z zwischen Xound x*), folgt mit der Teilmengeneigenschaft

x* =Xo f' ~o) [f (xo) +! f" (~z)(x* - xo)Z]

E {xo - f' :xo) [f(xo)+! F, (Y, -xo)']}" Y, =: X,.

Die fortwährende Wiederholung dieses Schlusses liefert das folgende Iterations-
verfahren :

xk=m (Xk)

f (xk)

}
n X

Fl k

{

I 1 Z

}Xk+l= Xk- f'(Xk) [f(xk)+1:Fz(Yk+l-xk)] n Yk+l

k=0,1,2,....

Yk+'= {x,- (1)

Pro Iterationsschnitt werden bei diesem Verfahren (abgesehen von einigen zusätz-
lichen arithmetischen Operationen) der Funktionswert und die Ableitung an der
Stelle Xk benötigt. Da die intervallarithmetische Auswertung der Ableitung für
ein echtes Intervall im allgemeinen mit größerem Aufwand als die Berechnung
der Ableitung an der Stelle Xk verbunden ist, kommen wir hier mit geringerem
Aufwand als beim Mooresehen Verfahren aus. Ansonsten besitzt das angegebene
Verfahren die gleichen Eigenschaften. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 1:

Für das Verfahren (1) giltZ

(a) X*EXk, k=0,1,2,...,

(b) lim Xk=x*,
k-+00

(C) d(Xk+l)<cld(Xk)z.

Beweis:

Die Behauptung (a) zeigt man durch vollständige Induktion, indem man die bei
der Herleitung des Verfahrens (1) durchgeführten Überlegungen mit Xk als Aus-
gangsintervall durchführt.

Aus der Beziehung

{

f(Xk)

}Yk+l= Xk Fl nXk
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folgt, daß (außer für den Fall Xk=X*, womit dann (b) gilt) die Beziehung
Xk EI:Yk+ 1 besteht. Daraus folgt d (Yk+ 1) < 1d (Xk)' Wegen der Durchschnitts-
bildung folgt dann

d(Xk+l)<d(Yk+1)<1d(Xk), k=O, 1,2, ...,

womit

lim d (Xk)=O
k---00

gilt. Da nach (a) x* EXk> k=O, 1,2, ..., gilt, folgt lim Xk=x*. Damit ist (b). k---00

gezeIgt.

Unter Verwendung der in Abschnitt 2 angegebenen Durchmesserregeln ergibt sich
aus der Iterationsvorschrift (1)

(
1 1 2

)d(Xk+1)<d Xk f'(Xk) [!(xk)+zF2(Yk+1-Xk)]

<.1d
(

F2
(X -X )

2)-2 F1 k k

,;!d(i, [-d(XJ2, d(Xk)2])

=1 F21 d(Xk)2.
F1

Damit ist (c) mit Cl = I F2
1

gezeigt und der Satz ist bewiesen.
F1

Bemerkung1:

Die Aussagen von Satz 1 bleiben bestehen, wenn man anstelle von Xk= m (Xk)
im Verfahren (1) einen beliebigen Punkt XkEXk wählt. Der Beweis erfordert
nur geringe Abänderungen.

Bemerkung2:

Die obigen Ausführungen, wo~ach Verfahren (1) mit geringerem Aufwand als
das Mooresehe Verfahren auskommt, gelten theoretisch, d. h. bei exakter Rech-
nung. Um beim Rechnen mit endlicher Stellenzahl auf einer Rechenanlage die
Einschließung der Nullstelle zu sichern, kann man etwa alle Operationen
maschinenintervallarithmetisch ausführen. Dies erfordert beim Mooreschen
Verfahren neben der Berechnung von f' (Xk) in der Maschinenintervallarith-
metik ([1], [3]) auch die Berechnung eines Maschinenintervalls,welches !(Xk)
enthält. Ein solches Intervall kann man durch Auswertung von !([Xk, Xk])in der
Maschinenintervallarithmetik gewinnen. Beim Verfahren (1) wird ~4eben der
Berechnung von !([Xk, Xk]) in der Maschinenintervallarithmetik - anstelle von
f' (Xk) die Berechnung von f' ([Xk,Xk]) in der Maschinenintervallarithmetik
benötigt. Die Berechnung dieser beiden Intervalle erfordert im allgemeinen den
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gleichen Aufwand. Unter diesen Gesichtspunkten erfordern das Mooresche Ver-
fahren und Verfahren (1) - abgesehen von einigen zusätzlichen arithmetischen
Operationen, welche höchstens die erreichbare Genauigkeit beeinflussen können -
den gleichen Aufwand. Der Vorteil des Mooreschen Verfahrens besteht darin, daß
(zu seiner Herleitung und Durchführung) nicht die Existenz der zweiten Ableitung
von f benötigt wird. Demgegenüber lassen sich die bei der Herleitung von Ver-
fahren (1) verwendeten Überlegungen unmittelbar zur Gewinnung von Verfahren
mit höherer Konvergenzordnung heranziehen. Dies wird im nächsten Abschnitt
durchgeführt.

Bemerkung3:

In [11], Abschnitt 9, Satz 3, wird unter der Voraussetzung, daß f zweimal
stetig differenzierbar ist, das folgende Verfahren angegeben:

{

Xk E X k

XUl ~{x,- f' :x,) [f(xJ+!r (XJ (X,-xJ2]} n X"

k=O, 1,2, ....

Es gilt x* EX k>k = 0, 1, 2, Bedingungen für die Konvergenz lim X k = x*k-oo

sind nicht angegeben. Im Falle lim Xk=x* konvergiert die Folge der Durch-k-oo

messer quadratisch gegen Null. Gegenüber Verfahren (1)wird zusätzlich in jedem
Schritt die zweite Ableitung für das Intervall Xk ausgewertet 3. Bei der praktischen
Durchführung dieses Verfahrens, d. h. falls die Rundungsfehler bei der Berechnung
von f (Xk) und f' (Xk) durch Auswertung in der Maschinenintervallarithmetik
miterfaßt werden sollen, erfordert es ein Drittel Aufwand mehr. Abgesehen von
der ungeklärten Konvergenzfrage erscheint es daher wenig attraktiv.

5. Verfahren höherer Ordnung

Es sei f (p+l)-mal stetig differenzierbar in Xo=[a,b] und es gelte für
Fi E I (IR), i= 1 (1) p+ 1,

f(i)(X)EFi, XEXo, i=1 (l)p+l,

0 q:Fl .

Wir betrachten das folgende Iterationsverfahren

3 Dies verkleinert den Konvergenzfaktor, liefert jedoch keine Erhöhung der Konvergenzordnung.
(Dasselbe gilt für Verfahren (I), falls man das konstante Intervall F2 in jedem Iterationsschritt
durch!" (Xk) ersetzt.)
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Xk=m(Xk)

{

f(Xk)

}Xk+l,O= Xk-T n Xk .

-

{

1

(
~ 1 (v) v

Xk+l,i- Xk- f' ( ) f(Xk)+ L.. ,f (Xk)(Xk+l,i-l -Xk)Xk v=2 V.

1 i+ l

)}
+ h ... Fi+1(Xk+l,i-l-Xk) nXk+l,i-l

(2)

i = 1(1)p

Xk+l ~Xk+l,p

k=0,1,2,....

Für p= 1 geht (2) in (1) über. Das angegebene Verfahren erfordert pro Schritt
die Berechnung der Werte von f (Xk)'f' (Xk)'..., PP) (Xk)und besitzt die folgenden
Eigenschaften.

Satz 2:

Für das Verfahren (2)gilt2

(a) X*EXk, k=0,1,2,...,

(b) limXk=x*,
k--+ao

(c) d (X k+ 1) ::;;y d (X k)P+ 1.

Beweis:

Zu (a): Es sei x* EXk ftir ein k?:.O,was nach Voraussetzung ftir k=O richtig ist.
Wie bei der Herleitung von Verfahren (1)zeigt man dann mit Hilfe des Mittelwert-
satzes

X* E X k + 1,0 .

Ist x* E X k+1,i ftir ein i?:.0, was ftir i = 0 richtig ist, so gilt

X* -Xk E Xk+l,i-Xk'

Damit folgt aus der Taylorschen Formel

0= f(x*)= f(Xk) + f' (Xk)(X*-Xk)+'" + /. ,1n. f(i+l) (Xk)(X*-Xk)i+l

+ 1 f (i+2) (J:. )(X*_X )
i+2

(i+2)! '01+2 k,

(~i+2 zwischen Xkund x*), und aufgrund der Teilmengeneigenschaft

1

[
i+ 1 1

x* = Xk - 1'1/ ) f (Xk)+ L ,PV) (Xk)(X*- XkrXk v~2 V.
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+ 1 ! (i+2)
(
):.

)( X*-X )
i+2

](i+2)! 'ot+2 k

1

[
i+ 1 1

-
) !(Xk)+ L ,j<V) (Xk)(XH1,i-Xkt

Xk v=2 V.

1 i+2

]}+ o. _.. Fi+2 (XH1,i-Xk) n XH1,i

E {Xk

=Xk+l,i+l'

Damit gilt x* EXH 1,i' i=O (1)p, und x* EXH 1=XH l,p'

Zu (b): Wie beim Beweis von Satz 1 folgt

d (XH1,O)~!d (Xk)

und aufgrund der Durchschnittsbildung

d (XH 1,i)~! d (Xk), i=O (1)p,

also insbesondere

d(XH1)=d(XH1,p)~!d(Xk), k=O, 1,2, ''''

Die Konvergenzaussage folgt jetzt wie in Satz 1.

Zu (c): Es ist d(XH1,O)<!d(Xk) und wie in Satz 1 folgt

d(XH1,1)~Cl d(Xkf

F
mit der von k unabhängigen Konstanten Cl = I ~,.

. F1

Es gelte mit einer von k unabhängigen Konstanten Ci
.+ 1

d(XH1,i)~Ci d(Xk)t

für ein i;::::1,was für i= 1 richtig ist.

63

Dann folgt aus der Iterationsvorschrift (2) unter Verwendung der im Abschnitt 2
angegebenen Regeln

(i+ 1 1 j<v) (Xk) v

d(XH1,i+l)<d L, 1'( ) (XH1,i-Xk)v=2 V. Xk

1 Fi+2
(X )

i+2 )+.. -.. M.. k+l,i-Xk

i + 1 1

I

j<v) (Xk)

I

v

= L, 1'( ) d((XH1,i-Xk))v=2 V. Xk

1

(
Fi+2 i+2

)+.. _00 d I' (Xk) (X H 1,i - Xk)

i+l 1

I

F

I

< L I ~ . v.1 XH1,i-Xk Iv-l. d (XH1,i-Xk)v=2 V. F1
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1 d
(

Fi+2 i+2 )+ (i+2)! f'(Xk) (XH1,i-Xk)

i+ 1 1

(
F

)< I, VV v IXk-Xk Iv-1 d (XHl,i)
v=2 v, r1

1

(Fi+2 i+ 2

)+ (i+2)! d T (Xk-Xk)
'+ 1

I I

I 1 Fv 1 '+ 1

~ I , - v.d(Xkt- ,ci.d(Xk)1v=2 v. F1

+ 1 d(
F; + 2

[ - d (X )i + 2 d (X )
i + 2

])(i+2)! F1 k' k
'+1

I I

i + 2 I 1 Fv v- 2
=d (Xk) I , - . V. Ci' d (Xk)v=2 V. F1

+ 2 F;+2
1

d (X )i+ 2
(i+2)! F1 k

(
i+ 1 1

1

F

1

< L, ~ .v,ci.d(Xot-2v=2 V. F1

2 F;+2

)
i+2

+(i+2)! T d(Xk)
'+2

=Ci+1 d(XkY

mit der Konstanten
i+1 2

I

v
1 Fv v- 2 l'i + 2

Ci+1=Civ~2(V-1)! F1 d(Xo) + (i+2)! --P;-"

die unabhängig von k ist.

Damit besteht die Beziehung
'+1

d(XH1,i)~Ci d(XkY

für i= 1 (1)p und es gilt

d (XH l)=d (XH 1,P)~Y d (Xk)P+1,

wobei y von k unabhängig ist. Damit ist der Beweis von Satz 2 abgeschlossen.

Bemerkung4:

Die Ausführungen von Bemerkung 1 gelten auch für das Verfahren (p+ 1)-ter
Ordnung.

Bemerkung5:

Ist f(a)f(b»O, d.h. besitztfin Xo=[a,b] keine Nullstelle, so tritt nach einer
endlichen Anzahl k* von Schritten der Fall ein, daß einer der in Verfahren (2) zu
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bildenden Durchschnitte leer ist. Dies folgt durch einen einfachen Widerspruchs-
beweis.

6. Schlußbemerkungen

Bei der Anwendung von Verfahren (2) muß man sich für eine bestimmte Ordnung
entscheiden. Ohne auf Einzelheiten einzugehen, bemerken wir, daß man unter den
in [5] bei entsprechenden Überlegungen gemachten Voraussetzungen auch hier
zu dem Ergebnis kommt, daß das Verfahren (2) mit p = 2, also das Verfahren
dritter Ordnung optimal ist in dem Sinne, daß man für p = 2 mit geringstem
Aufwand (asymptotisch) eine vorgegebene Genauigkeit erreichen kann.

Abschließend bemerken wir, daß die in dieser Arbeit durchgeführten Überlegungen
zur Gewinnung von stets konvergenten Verfahren höherer Ordnung auch auf
Gleichungssysteme übertragen werden können. Darauf soll an anderer Stelle
eingegangen werden.
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