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G.ALEFEJ,D

Quadratisch kOllyergente Eiuschließul1g von Lösungen
nichtkonvexer Gleichungssysteme

Ohne Konvexität vorauszusetzen, werden Veljahren zur Einschließung der Lösung nichtlinearer Gleichungssysteme
angegeben,die nwnoton konvergierenund die die Konvergenzordnung2 besitzen. Die 111öglichkeitder pmktischen
Durchführung dieser Tlerfahren bei gewissenGleichungssystemenberuhtwesentlichauf der Vern'81ul1lngder I ntervall-
arithmetik.

Without convexity asumptions we give methodsJor enclosing thesolution of nonlinear systems of equation-s. These
methodspossess monotoneconvergencebehaviour. The orderof convergenceis t1OO.Whenapplied to certain systems the
meth{)dsmake essential use of interval arithmetic,

He sap;aBaHCh HaJIlI'meM RbmYEJlOCTH npHnc;\cHbI MCTOHEIsalmpaHHfI pcmcmIR HemrneÜHI;Ix CHCTCM
ypanHcHHH, CXOi\HI[(HXC.f.I: MOHOTOHHO H HMCIOII\IIX IIOPilHOI( CXO:rUIMOCTH2. BOSMOiEHOCTh npaI(TlI-
'lCCHOro OCYlI\CCTBJICHIIH3THX MCTO;:(OB)J;J1HonpC;:J:C.7'(eHHbIXCIICTCMypaBHcHHi1 saBHCHT BOCHOBHOM
OTnpllMCHCHHfI IIHTepna:rrr,noÜ apHlj\MCTHHH.

1. ]~iJ\lcihm~'

Es wcnlen Vcrfahren angegeben zur fortwährenden I<.;inschljeßungdcr Lösung eines nichtlincr,ren. Gleichungs-
system:=;,wohei die Abbildung nicht, nohvendig konvrx ist. Weitgehend ohne Konvexität kommtanch ,J. W.
SCIlMlD'1' in lSJ ans. In den anderen dem Verfasser ]H'kanntell Arheiten, die die gleiche l'rohlemstellung bc-
handeln, wird stets die Konvexität vorausgesetzt, umein Verfalu'en zu erhalten, welches mindestens überlinear
konvergiert. Siehe dazu insbesondere [7], [9], [10], [12]. Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit und ihre Be-
weisestehen naturgemäß in engem Zusammenhang mit entsprechendcn Resultaten aus [6] und [7]. Anderer-
seits können die hier bewiesenen Ergebnisse auch als Spezialfälle der in [1], [2] und [5] angegebenen Verfahren
angesehen werden; 'Vegen der spezielleren Voraussetzung kommen wir hier jedoch zn stärkeren Aussagen als
in den zuletzt gcnannten Arbeiten. Die Ergebnisse dieser Arbeit lassen sich olme große Schwierigkeiten auf
allgemeinere Räume übertragen.

In Satz 1 beweisen wir Aussagen über ein "Verfahren ohne Auflösung von linearen Gleichungen" (siehe
[11]). Satz 2 kann als Spezialfall von Satz 1 erhalten werden. Zur Erzielung von quadratischer Konvergenz ge-
nügt neben einer LIPSCHITzbedingungfür die Ableitung die Beziehung (18). In Abschnitt 3 wird gezeigt, daß
bei einigen Klassen von Gleichungssystemen die Bedingung (18) stets erfüllbar ist. Wichtig ist dabei, daß man
mit der Intervallrechnung ein Hilfsmittel hat, mit welchem man die benötigten Größen aus Satz 1 auch prak-
tisch berechnen kann.

Wir bezeichnen im folgenden mit L(IR") die Menge der linearen Abbildungen von IR"nach IR"(Menge der
nXn-Matrizen). Im !Rnund in L(!R") legen wir die natürliche (komponenten weise) Halbordnung zugrunde und
Intervalle imIRn bezeichnen wir mit <x, y). Mit F'(x) wird die GATEAux-(G-)Ahleitungeiner Abbildung F be-
zeichnet. .

2. Y('rfallfl'JI

Satz 1: lCs sei li': J) ( IR" -'+ IH" eine G-dtjfcl'l'lI;;ierbare Abln'ldulI(f 'lind da8 Intervall <:ro, 1;0>sei in D
enthalten. Es gelte Fxo ::S 0 ;;;;;Fyo.

A: <xo, yf1) X <xo, yO)-,+ L(IR"), A = A(x, y) ,

sd C1'l1CAbbildung mit

Fx - Fy = .A(x, y) (x - y) / iil' (:1', i/' ( (~,f), !l1I) .
B: <:!:o,IÖ X <xo, yo) ---7L(IR"), 13 = B(x, y) ,

sei eine steh'ge Abbildmlg mit

B(x,y) ;;;;;B(x, y) für <x, 'Y) ( <x,y) ( <:rO, !l1I>

A (x, y) ;;;;;B(x, y) tür <x, y) ( <xO, yO)

B(x, yt1 exist1'ert und B(x, y)-l ::2:0 tiir (x, 1/>( <~:o,?In) .
Po E1:(Rn) sei niehtsingulärvlId es gelte

B(xO, yo) Po ;;;;;1 (1 JiXnlwits1IIatrÜ:)

Po 13(xO, yo) ;;;;; 1

Po ~ O.

(1)

(2)

(~)

(4)

(5)

(G)

(7)



:tW <L :\r,J';~'.":Lj); QIIHI!rnlj,wh l;ol1\'('1',s"nh, J;;in~elili(.ß!lng l'OIl Li)~llng('1l llidlt.kO!l.\,('XN (~I"i('hllllg"''''y",t('lli(\
'-'--um , ~- , n ,, - . .-

llitlllt/.,l IfflS llc.mf-inTlsrerfahrcl/.

!l i'l "'-, 7l -. 1\ F:cl'

:1"'; 1 "'.. n:" ,"'- J't., F~;.;':

P"+l = 1\-- 1\ r1:5 (:cl.'i.l, 1l i 1) j'l; ,

1 / ,

111 '

n, I, ~, . . .,
(S)

II 11liI'''c/iriin kI d'lI1'chfiih rOor.

J<:" !lift

XO S :r) ~. . . ~ :;:k~ :/:I.<-i1:::? i/i-l :;,::;;U" ~S;. . . ~ yl ~ yO

F'xl' ~ 0 ~ }'!l

1'1.<;S; Olm!( nich/.';//(/lIfiir

J\ B(Xk, 1/) ~ I

l1(x",yk) I'" ~ I

lim x,: o=cx* .~ y* = JiJDyk
!:-+co "->co

l k -.. O. I, ~. . .. .

(9)

(10)

(11)

(l2)

(13)

(14)

(1:5)

(10)

P" ~ 1\ ~ . . . ~ 7',;~ J>/.; I :C;, . .. .

1'*: = Jim 1\ =B(x*, y*t1 .
1:-+00

Alfe LÖ8'uilqen rOll F x ='C' 0 aus dun Jnten:lIll <XII,y"> sind -in (1:*, y*> enlhallw.
Ist F s/diU in (XO,yO), 80 gilt F x* = P U* 00.0O.
ist A(x, V),1t1'chtsinrru((irfitr (x, y).C(:ro,yO),so ist x* = y*. Ol.'7IiifJtaußerd'~mdie Ableill/I/!/von P dncr ~i]J'
sr: h 'if :: !JNl1' 11(I'U 11(I

IIF'(n:) -- F'(v)11 ;:2 Cl Ilx - !/II fÜr ;);,y E <:ro, 1l)

~i1IrluiftfÜr die A bln'lcrUI1(I11

11 [I"(z) - B(x, y)11 ;:2 c~ 11:1':-- yll fÜr;; E <:I:,!/> ( (rO, 7/1) ,

(17)

(18)

80 !lilt

lim PI: = z,"(x'~tl ,
k ->ex>

(19)

'tlitl! die Folgen

Ilxl: -- x'~II, Ilvl: - x*ll,ll:cl: -- 7/11 un(l 11T\ - /1"(:<':*)"111

k!m1'frg/cren, 'l'lIadrat-isch gegcn Null.

Hc'\veis: Wir beweisen die Behauptungen (U) - (14) llureh vaJlständige Induktion. Den Bcweisgechnken
von (D)nnd (10)findet man bereits in (0] beim Rew<,jfiVOll'f'1H'ol'em401,Sritn 177. 1<;8sei k ;S; 0 und:r E <;i;k, '!l>.
Dünn ist wegen <x, Vk) C (xl:, V") nach (2) und (:~)

A(x, Vk) ;:2 B(),:, Vk) ;:2 B{:ck, 1/)

und wog(.n 1\ ;S; 0 nach (12) ist

1\ B(Xk, Vk) ;S; 1\ A(x, 7l),

:ll,«.II:)dl (l:\)

J -'- J\ A (~:,V7,);S; J -, PI, R(:r7:,7./) ;S 11.
'!JHnJiiund wegen;]: - yk ;:2 0 erhält miln mit (1)

x - 1)" Px = yk+l + (x - yk) - 1\ (p x - P yl:)

= yk+l + (x - :/) - 1\ A (x,:1/:)(:I; , 1/)

= :1/'11+ [I - 7\ A (;t:,7/)] (x .-., i/)

~ 7/'1,1 .
8pr7,icllcrhäJtJJH\n fÜrx = :1:1:wegen FXI:;:20 ~ Pyk nach (10) und 1\ ;S; 0 nach (12)

xl: ;:2 Xk - 1\ Pxl' = xl:H ;:2'!lil ~-=~ 1/'--- 1\ P:I/ ~ 1/1:.
Thmit iI"t (U)gezcigt.
\\'''12;''11<11"':1, 7/) ( <:1'1., 7/) gilt nileh (:2)1In<1(:\)

A(VHl, y")s R(fli I, :1/);:2;R(:I:",ih.

Mit f'", ~ 0 und(14) folgt daraus

r - A(yJ.:-I-l,7/) 1\ ;;S;J .., I!(Xk,7/') Pr.:~ O.

(20)
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WegenFV" ~ ()nach (10) folgt damit und nach (1)

FV"I J =- Fyl' '1-A (y"-I], V")(VI.:-!1-. J/)
=[1 - A(V""-l,yk) 1\] F y" ::::O.

Entspn:ehcllu zeigt manl/xk+] :s o. Damit ist (10) gezeigt.

Wegen <x"'I-1,V'r.H) ( <x", yk) gilt nach (2)

D(x"'ll, V"',']) ~ ]](x", V!') .
Damit, uud wegeH l'/:,'?;; 0 und !lad) (l:i) uud (U) gin

B(X"+l,y"+l) 1\ < ß(~, V")1\ :s 1 ,

1\ B(x"-I-I,y"-rl) :s l\(B(x", y")) ~ 1,

woraUi:; mit; (8)

(21)

1 - ß(a/' '1, y/.:I I) 1't.;11 = 1 - B(x"-1-!, yk-I-J)1\"1 B(x"l J, yl;-lI) 1'" lB(x"+ I, !floH) 1\ - 1]

= [1 - B(X"+l, y1r.+l) Pd2 '?;; 0
und

1 - 1'''-1 J lJ('.l:HJ, ykJ J) "":0[1 -' 1\'B(xk-i1, yl: 11)]2 ~ (), (22)
60WlO

./'" 11= J'/:,-- ]>"[1J(:c"+J,y"-1J) PIe-1] ::::1'" ~ 0

folgen. Damit sind (13) und (14) gezeigt. Es fehlt bei (12) noch der Nachweis, daß P"'I-lnichtsinguläl' ist. Da
1\ IJiehtsingnlär ist, gilt

Jj(x"l-l, y"l-l) = ~M-- N
mit

111- P-i:1, N = Pi:1 - B (x"+l, y1r.+l).

!fadl VO)"a\.li:'Hdzunggilt ~M-l =-' J'" ~ 0 lind naeh (21)iHt;

~M-lN = 1 - 1\ B(x"+I, y"-I1)~ 0, N M-l = J - ß(x"fl, ykll) PIe~ 0,

d. h. 1J1~ N ist eine schwa eh reguläre Zerlegung von B(X1r.+l,yk+l) (siehe Definition 2.4.15 in [7], Seite 56).
Naeh(4) ist B(xH-l, yk-1'I)-l > O. Nach Satz 2.4.17 in [7], Seite 50, folgt dann

e(1 - Pt B(xk+l,y"'I'I)) < 1 .
(ebezeichne den Spektralradius einer Matrix). Nach öat~ 2.2.~ in [7], Deite 44, gibt eBdann zu jedem e > 0
eineMatrixnorm, so daß mit (22) gilt

111- 1''''1-1B(x"+J,y"H) 11=-:11 [I - 1\ ß(Xkll, Vk1-1)]211< tu(I - 1\ lJ(x",.],V"1-1))+ e]2.

Man wähle e > 0 so, daß die rechte Seite dieser Ungleichung kleiner als 1 ausfällt. Auf Grund des BANACH-
Lemmas ist dann P 7.:+1 B (xH 1, yHl) invertierbar, woraus die Invertierbarkeit von P" .1.1folgt. Damit ist auch
(12)gezeigt. Die J3chau))tung (15) folgt ans (0) mit dur Üblichen Argurncntation.

1\uf Gruml von (1:3)od!)r (14) 111it( 1-)gilt

1\ < ß(xk, Vkt1 . .

Ausder Stetigkeit von B(x, y) folgt lilll B(Xk, y") = B(x*, y*) und wegen <x*, y*) ( <x", y") gilt nach (2)
/';-'00

]](:1'*, y*) ~ 1J(~:",.t/). -

woraus nach (4)

15(x", y")-l ~ B(x*, !J*tj ,
also

PIe~ B(x*, y*t1

folgt. Die Folge (11) ist abo llach ohen uesehränkt und somit konvergent. AUBder lteratiollsvorschrift (8)
folgt mit (21) und (11)

1\ - Pk+1 = 1\ [B(xk-IJj y"'I-l) PIe - 1] < Po [B(xT.-'ll,ylr.-I-1) PIe -1] ~ 0
und daraus -

lim (1\ - PHI) = lim 1'0[JJ(X""'l,y"+I)1\ - 1] = Po[B(x*, y*) P* - 1J = O.
lr.-,m k--,_(x> -

1>a1'0lJichtsillgulär ist, folgt (lU).
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Sei Z E<x\ yk) fÜr ein k ~ 0 mit P z = O. DiUlllgilt llaeh (20)

z = z - p/(!!'z ~. yk'rl .
Aus der Beziehung

x ,. 1\ 1/ x ~ xk-\-l für X E(X", yl.:),

die man genauso wie (20) beweisen kann, folgt mit x := Z

z = z - 1\ 1/ z ;;g;X';.!-l,

insgesamt also

Xk :S X"'I-1 ~ Z ~ ykll ;:2; VI.: für alle k ~ 0 .
Ausdie:;cl' J)czic!tuug folgt, d(J,ß ~tlloLÜSUJJgollVOll P X = 0 ,tUS Üel1l luLel'v<tll <xo, y') in <,~*, y*) euthalten
sind.

Ist 1!'stetig jn <xo,yO), so folgt aus der Itemtjonsvor:;chrift (8)

0 = lil1l (yk - yk+l) = lim Pk 1/ yk = p* Fy* .
k->co k.+co

Da P* = B(x*, y*)-lnichtsingulär ist, folgt F y*= O. Entsprechend zeigt man F x* = O.

Ist A(x, y) niehtsingulär für (x, y) ( <xo,yO),sofolgtaus (1)

0 = Fx* - 1/V*= A(x*, y'''')(x* - V*), also x* =y* .
Unter dcr Voraussctzuug (18) folgt mit

lim xi>= x* = y* = lim V" die Beziehung lilll B(xk, Vk) ~ Ji"(x*) ,
k->oo k->oo k->oo .

also mit (16) die Behauptung (19). .

Der Nachweis der quadratischen Konvergenz erfolgt ähnlich wie in [11], Sittz 2. Zur AbkÜrzung setzen
wir

Bk ;= B(xk,Vk), p:= 1IF'(x*)II, P* = F'(x*t1 .
Dann folgt aus dor Iteratiollsvorschrift (8) und mit (17)

IlyHl - x*11 = IIY"- x* -1\ F ykll

= I1 - PI.: (1/ yA:- F ;-c*- lj"(x*) (yl.:- x*)) + (P'(x*t1- PI.:)]1"(:1]*)(y" - x*)11

:S ~i IIPkllllyk- x*112+ pli P*- P"lllly" - x*11. (23)

:Ent~prechcud :loigt UJaIl

IlxI.:11 - x*11 ~ (~III\IIII;c" - ;c*W + pI! 1:'*-Pl.:llllx~ - ;c*11. (~4)

Aus der lteratiollsvorschrift (8) und mit1 = P'(x*)P* ergibt sich

1\+1 - p* = PI.:- p* -pIe (E'd-1 1\ - 1)

:=ce1\ -- P* -I-1\ [1 - F'(x*) 1\ -I- (P'(x*) ~ Bk-lI) l\J

=1\ - p* + 1\ (P'(x*)P* - P'(x*)P,,)+ P,,(P'(x*) - BI; I d1\

= 1\ ~P* + P" F'(x*) (p* - 1\) + 1\(1/'(x*) - Bk-H)1\

= (P*P'(x*) - 1\P'(x*)) (1\ - P*) + l\(F'(x*) - Bk-I1)1>,.

= - (1\ - P*)P'(x*)(1\ - P*) + 1\(P'(x*) - Bk+1)1\
worauS mit (18)

IIPI.:+1- P*II~1) 111\ - P*112+ C2111\112 Ilxk+1 - yk+111 (25)

folgt.

Wegcnlim 1\ = P'" = 11"(:~*tl gibt es eine Konstaute 8, so (bß 111\11;2; 8 für alle /.; ;S 0 .
k->bo

Es sei

und
C = max {CIS + 21), 1) + C282 (Cl 8 +- 2 p)}

r" = lllax {Ilx"- x*ll,Ily"- x"II,lIxk- ykll,111\- 1'*11}.
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Da.nnfolgtmit den zuletzt bewiesenenBeziehungen(23), (24)und (25)

lIy'.-1-1- x*1I< (is + 1J) rz :s;;;CrL

Ilx"-11 -x*11 < (i +1;)rz:s;;;crZ,

IIxH1- yH11/< Ilxk+1- x*1I+ I/yH1- x*11~ II(C1S+ 21))rz ~ crL
IIPk-11- P*II< (p + C282 (C18 + 2 p») rz ~ erZ,

also
rk-j-l :s;;;c rr, , k = 0, ], 2, . .. .

Damit i:;Ldie quadratische KOllvergem~llttChgcwie:;cll.

l~cmerkulJg :

DerInhalt von Satz l1äßt sich ohne große Schwierigkeiten auf Verfahreu lllit höherer KOllvergellzgesctwindig-
keit übertragen (siehe [11]). Dazu wird in der Iterationsvorschrift (8) die Matrix P" über mehrere Schritte fest-
gehalten und zur näherungsweisenlnvertierung von B{Xk+l, y"-I-1)ein Verfahren höherer Ordnung angewandt.
Damit kommt man zu folgender Iterationsvorschrift :

yk,O:= yk

y",,.-,-1 := y"'" - PI; Pyk,,. ,

1/11 := yl.-,'II/1
x"'O := x"

Xk,"-i-1:= xk,,. - 1\ Fv-,,.
X"+1 :=- x",,,,-/1

r= 0, J, 2, . . . ,111-

r = 0, 1, 2, . . . , m
,-k = 0, 1, 2, . .. .

,,,1.1

1',. 11 = 1'" -t- P", }; (- 1)/' [li{Xk 1-1,ykH) l\ -11"
1,=1

Unter dell ill ~atz 1 gemachten V oraussetzungcIl konvergiert dim;e:; Verfahrcll VOll der O~'dllung 'In + 2 .
Satz 1 enthält als Spezialfall den Beweis der entsprechenden Aussagen für ein Verfahren, bei dem dic

Matrizen B(x", x") nicht näherungsweise sondern vollständig invertiert werden. Dies ist der Inhalt des folgen-
den Satzes.

Satz 2: Man setzein Satz 1 Pk := B(Xk,yk)-l und änderedie Iterationsvorschri/t(8)abin

yk-I-l=,y'. - Pk 1/ yk

xl:11= xl: - P" J;'Xk
k = 0, 1, 2, . " . (1;)'

Da1/ngelteu alle A1l8sagenvun Satz l.

- Beweis: (5),(6) und (7) sowie (12), (13) und (14)siml wegen (4) triviaI'JrWl,iseerfüJH,.(11) fulgt euenfaIls aus (4).
Dieanderen ~'eilc des Beweises können unverändert übernommen werden.

Bei der Durchführung von Verfahren (8)' beachte man, daß bei Anwendung des GAussschen Algorithmus
dieDreieckszerlegung von B(x", yk) nur einmal durchgeführt werden muß (siehe auch [7], Seite 452).

a. AnwcnduJlgt'lI

Es !:;Cl

1/: D c IR"-7 IR",Px = H x + s W{x)+ b mit s > 0 und bE IR/I.

Dabei sei 11 eine M-Matrix, <1.h. hi} :s;;;° für i ::j=j und 11-1 ~ o.

ifJ:D c IRn-7 Rn, ifJ{x)= (-Ipi(X»)

sei eine stetige G-differenzierbare Abbildung mit

(26)

wobei

11

lpi{X) = }; (Xii YI(Xj) ,
. 1=1

i = 1(1) n ,

!Ji:Di C}tJ -7 }tl, !Ji= f!i(8) , i = I{l)n,

- ld gi(S) > 0, i = l(l)n ,(s -
und exij ~ 0, i, j = l(l)n .
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MitU(~:) = Ui(:ri)und U = (lXi I) lüßt si.eh ]t' in der FOl'lH

F;); : 0 11 ;); +B U u(:r)-1-u
schreibeli,

Es sei A(x, y) diel\1Rtrix, deren i-te ~eill: gleich
, .

(
. '. cl . '. .' "Il

li (x + ti (y -- :r»):;;..c hil -+:"!;lXiI
.

-
{'- (fJ(Xl -1-ld!h - .1'1))',. . ,!ti" + I- .,,-: U"(.1'" f. li (iJ,,- x,,)\\

(Xl ( .111 " )

mit ti E (0, I),i -- 1(1) n,ist. Tst]) kOllvex,so gilt auf Gruw! des i'lliit<..Jwcrtsatz,es fÜr AldJilduugeu VOll
D c UlI'--)-Rl

lt':r-- P y = 04(;);,y) (x - y)

fÜr x, y ED. Es uezeicJme ~li(Xi' Vi) die olJerol:)chranke <leI' iuterv,LlllllidJigen .1usweL'tllllg ,'nl.l ~[!! für uas
'. .' . "~

Intervall [Xj, Yj] lllitxi ~YI' Dann.gilt auf Grund der 'l'eillllongcneigens<.:luLft Jer IntervtdlrccJlliuug

d ..'

(
.. - - -

)
d - -. . cl .

.

z'- UIXj -1- li (Yi - :rj) E ' Z ,-lJj ([.1:1>YiD C 'd ';- ud[xj, YiJ)
(Xj . (Xj ". Xi

fÜr h'j, Zille Lx;, l/i] ,

also

IIj(,t'j, Y)
d n

;lx; Uj(:1'1-I-ti (i/I - ;i'j») so.

Setzen wir

U '-' (iiij) mit :il;j = C1.1j'ulrj'Ui) ,
~o gilt J1lit

13(x, V)= 11 -li-: U
. sowohl

B(.c, y) ~. 1J(x,y) fÜr <:i:,V) c (:r, V>
u.h;auch

A(x, y) ~ ß(x, y) .

Damit sincldic Vorallssetzungen Cl), (:!) und (:3)Vl)n Satz I. erfÜHt. .Da H1JI-Nlatrix i:4, jkt nHtdl:-iatz:3.4.10
in [7] fiirgenÜgend kleines 8 wegenfl;;;;, 0aueh B(x, y) jJ{-l\htrix und damit (4) erfiillt.

(c;muß der Bedingung

hi! +BlXii~li(X~,yj)~ 0, -i:oJ'j , i, j = 1(1) n

genÜgen).
l~ezeic.:JlI1ctj) den ])iagonalalltcil VOJlß(Xll,yl)), so gilt wcgelll)~L ~ 0 IllllllJ(;i;°,!;H) ; D - (D - lJ(;CO, yO»)

wit Po = ])-1 .

13(XO, yO) Po = r - (lJ - JJ(XO, yo») ])-1 ~ 1

Po B(xO, yO)=1 - ])-1 (D - B(xri,yO»)~ 1

ded) - ß(:l.'°,y{\);;;;,0 ist.
. Mit dieser WahlvonFo 8im1aueh uie VOl'lHl~:;ek~u1LgellVOll(G),((»)UJlI.!(7) aus l:)<1tzJ <.;rfÜllt.

Zerlegt man 13(xO,yO) in D -,-L "- R niit einer strengen unteren Drciecksmatrix 1, llnd eÜler 'strengen
olJeren Drcieeksmatrix B, so ist Po := (D - L)-I?: 0 tlncl wegen 12;S Ogilt

B(xO,yO)Po= (D - L -, R) (1)-,1.,tl = I -- H (I) - 1.,)-1:S .L

1'0 B(x°J!l) = (1) ; Lt1 (D - L'- B) = 1 - (D - Lt1 lt ~ 1 .
Hiermit ist eine andere MÖglichkeit für uie WahI von Po aufgezeigt. Die Voraus8etzung (17) ist crfLj1lt,Ült~ die
Ableitungen derAbbiluungcng; einer LIPSCHITZbedindimg genügen. Die Voraussetzung (18) Ü;t ohne weItere
Annahmen erfüllt.

FÜr Y(z) =.(hi i +B lXii -,tl gi(Zj»)' und B(x,y) = (bii(X, y») mit bij(;c, y)= hij + 8 (.\i julJ.:j, Yi)

giltjt1 . (Xi

F'(Z) - B(x,y) = (8IXiitl~~ifh(Zi)""";'UiCXi'Yj)})'

Betzen wir
. .cZ '.'

Lslt:j, Vi), Uj(Xj, Yj)J °= .d -gj ([Xi' Vi]) ,
:c)
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so gilti'iir ?:,E [x" Yi] auf Uruud tier TcilllJengeneigellsehaft der Intervallreehuullg

(1 .

dx Ukoi) E lSi(:1:I'YI)' 1I,(X" Vi)]

und dtlwit aufUrulld vonl\orolJar 2zu Theorem 4.4 illl5J, SeikU,

d < -
/(,(:rj, Yj) --' "/;,' Uk:j)='Ui(;ri' Yi) - Sj(Xi,VJ)~ c, (y, - Xi) .

( '~-i .

Also giJt
lJ(:r,y) - P(z) ::;; llHlX {Vi '-- ;Ci}. 0

i

lIlit einer Matrix 0 = (Ci')' CiI= EiXil Ci'~ 0, i, j = J(l)n, woraus (18) folgt;

4. }\lIJHerb('!lesIkisIlid

Wir ]Jctrachten die Aufgabe, eillc nUlJIcri:;el1eNäherung fÜrdie Lösung y(l) der Haudwertaufgabe

y" = IU, y) , y(O) = Ci, y(1) = b

zu finden. Die Anwendung des I)ifferenzenvcrfal1rens führt auf die In UJeielllwgell

~'i-] - 2 Xi + Xi-lI -- h2 {C\ 1 (ti--1> Xi-d + ß IU" Xi) .-j- Y /(li) 1, ;ti i.d} = 0, i == 1(1) 1n ,

mit, f i =- i h, i "--'J(J) /11, lllld (m . t J) h = 1 ulld:t'o = a, :r",;l = b. Xi ist eine NidlCrullg fÜr y(ti). :Für

c.:=y= 0, ß = 1 erhält man das gewöhnliche Differenzenverfaill-en, für C\= Y = ~, ß = 10 das Mehr-
stcUcnV!'rfahrcll (siehe [13], S. 4(jl). Mit 12 12

Xl
/(11' ;('1) 1

l(t2, X2)

(1;- (X h~&(O, (I,)

0

X2

;r,= &(:1.;) ::..:: u=

~ 1
2
\

\
\

-]

\
\

\
~ cool

u =-=

(\

x"'

I(l/I" x",)

11 ,,-,

-"1

\
\

\
--1

-1 ~

Ulld f = ft2 Jaf;:>t'J\Hieh diÜ:>e'I/!-UlcicllulIgeJl iu der :Fol'm

Fx=l1x+c; U&(x)+b

seJn'eiben. UJlterder Vor~uzsetzllng~1 2: 0 für tE (0, 1) erfÜllt ]I' alle ~oJ'atlgehel1den Ausführungen übery .

Systeme der Forlll (20), falls man beim Mehrstcllenverfahrcn Jt2genügend klein wählt.
Als konkretes Beispiel betrachten \virdieHandwortaufgabe

y" =sin y + y , y(O) = 0 , y( 1) = 1 .

"Yegen~!2 = ...:...sin y indefinit, ist das diskretisierte Pl'oblom sicherlich nicht im gtHlZOnRn konvex.y .

Die heiden folgenden Tabellen enthalten jeweils für 'In = 5, 25,51 und 101 die Iterierten der Näherung für
y(lj2) tind zwai'iJl der ersten Tabelle nach dem gewöhnlichen Differenzenverfahren.und inder zweiten Tabelle
nach dem Mehrstellenvorfahron. Die Iteration wnrdenach Vcrfahren (8)' aus Satz 2 durchgeführt. Die Än-
fangsvektorelJ xOund yOwurden dabei für das gewöhriliehe Differenzenverfahren nach 13.4.G, (e) in [7], Seite 460,
bcstimwt. FÜr dicRC Werte ist auch beim Mehrstellenverfahren Fxo ~ 0 ~ Pyo.

. Die l)ul'ehfÜhl'llJlg .JcrB-c,'hllll1\g h,':;orgh~ Hel'l' PE'I'I-:JtT.Sn;(;K auf <IN' lhdlOullnlnge Elegh'oJogica X8 am Rechen-
ZCIlt.rumder VniVt'rsitiitEarlsl'lth{'.

23

0

{;- y h2 &(I, b) J
tJ y
IX ß y
\ \ \
\ \ \
\ \ \

1\ /' y
ß
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v(}) (Uewühnlieltes Differenzoll vel'fahl'cll}

Iv In w ;)

"""-'-"-'--' ' ,

I~ 'I/! .~ GI.
...-

0
1

-0.5 0.5
0.3940299983760 OAOOOiJ35866235
0.3989339526997 0.398V347005095
0.398934465982.'t 0.398934465982.':

-,""'" """"-"Hm " ""'_m.'" "'''' ,....-

11

1
:0.5 0.5
0.3935206369679 0.399768069093U
0.39867711854690.398677908012.1
1I.:J986j"j"G72510G O.3D8li7UJ7:J.5jü!)

O.:ifI807j'(i7%L:J7' t);.3!)SIi'7'lli7:2G15:':

2
.,
..>'

k 1It,'-' 2G

:]
.,.>
I

'-'-" '-','''' '

k In = 101

0
]

-0.5 0.5
O.:J93541iJ781128 0.39977SS906;iö I.

0.3986874733555 0.3986882610402
0.3986880255447 0.3986880255452
0.3986880255452 0.3986880255452

,n ,""-" .-. . . -- .

()

I.

(U; ,lU:;
O.3V35 LG51682;.\ö 0.3V97053\JU34Ij I.

0.3986745645657 0.3980753545055
0.3986751189564 0.3986751189561

2.,
0)
J
.. , '-.-,-..'-"'--

v(}) (Mehl'::;kl!um cdah rOD)

J
.,
0)

,--~-",-"---,,, "-'''-'''..''''-''''

., " , ~..__......---_....__...

I; 1It ~ 51k In ",,5
-"'-,-, "',. ,-,..-.. ""'-'-'--'"

0
1
2

-0.5 0.5
0.3935175960669 0.3997644612118
0.3986/'36691791'0.39867445800(;1;
0.3986742226748 0.39867422207G2
0.3986742226762 0.3986742226762

"" ,..,

0
1

-0.5 0.5
0.8938048950831 0.3997635541509
0.80807'58325059 O.-39867ß535292\J
0.3980763144021 0.3980763144021 .,;,

4
",--, ,---,-"-"'--~---""-"-"

I.: 11/. ,.., 101

2
:3

k 'In ,~ 2:')

..-..-

0
1

--0.5 0.5
0.393514 nOO836 0.3[)\j7644ü1 UüK
0.3986'736680718,0..39867445778::;5
0.3986742223087 0.3986742223447
0.3986742223155' 0.3986'74222317 4 .

, , '''-~'---''-' --""'--

0
1
1
:3

-0.5 0.5
0.39iJ5292233327 0.39976445879:J9
0.3986736779243 0.3980744630652
0.39867422831780.3986742283191

2
:3
4

, ~- .-- ,,-----.......
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