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Quadratisch konvergente Einschliefung von Losungen
nichtkonvexer Gleichungssysteme

Ohne Konvexitdt vorauszusefzen, werden Verfahren zur Einschliefung der Lisung nichtlinearer Gleichungssysteme
angegeben, die monoton konvergieren und die die Konvergenzordnung 2 besitzen. Die Moglichkeit der praktischen
. Durchfiihrung dieser Verfahren bei gewissen Gleichungssystemen beruht wesentlich auf der Verwendung der Intervall-
arithmetik. :
Without convexity asumptions we give methods for enclosing the solution of nonlinear systems of equations. These
methods possess monatone convergence behaviour. The order of convergence is two. When applied lo certain systems the
methods make essential use of interval arithmetic.
IHe sajgapasfch HAAHYHEM BEINYKIOCTH NIPUBE/CHB METO;IE 3AMHDAHH PEUICHIA HEeJNUNeiHbIX CHCTeM
YpaBHeHuif, cXONAIUNXCA MOHOTOHHO M UMCIOIMUIX 1TOPANOL CXOAUMOCTH 2. B03MO/MHOCTL IPanTH-
YECKOr0 OCYLIECTRBIEHUS HTHX METOIOB IJA 0NpeenéHHEIX CHCTeM YPaBHEeHHIl 3aBHCHT B OCHOBHOM
0T NPHUMeHeHNsI WHTePBaIhHol apudMeTHIH,

1. Einleitung

Es werden Verfahren angegeben zur fortwihrenden Einsehliefung der Lésung cines nichtlincaren Gleichungs-
systems, wobei die Abbildung nicht notwendig konvex ist. Weitgehend ohne Konvexitédt komms auch J. W.
Scmyivr in [8] ans. In den anderen dem Verfasser hekannten Arbeiten, die die gleiche Problemstellung be-
handeln, wird stets die Konvexitdt vorausgesetzt, um ein Verfalren zu erhalten, welches mindestens iiberlinear
konvergiert. Siehe dazu insbesondere [7], [9], [10], [12]. Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit und ihre Be-
weise stehen naturgemiB in engem Zusammenhang mit entsprechenden Resultaten aus [6] und [7]. Anderer-
seits konnen die hier bewiesenen Ergebnisse auch als Spezialfille der in [1], [2] und [5] angegebenen Verfahren
angesehen werden. Wegen der spezielleren Voraussetzung kommen wir hier jedoch zu stdrkeren Anssagen als
in den zuletzt genannten Arbeiten. Die Ergebnisse dieser Arbeit lassen sich ohne grofie Schwierigkeiten auf
allgemeinere Raume iibertragen. '

In Satz 1 beweisen wir Aussagen iiber ein ,,Verfahren ohne Aufldsung von linearen Gleichungen® (siehe
[11]). Satz 2 kann als Spezialfall von Satz 1 erhalten werden. Zur Erzielung von quadratischer Konvergenz ge-
niigt neben einer LrescHiTzbedingung fiir die Ableitung die Beziehung (18). In Abschnitt 3 wird gezeigt, dall
bei einigen Klassen von Gleichungssystemen die Bedingung (18) stets erfiilllbar ist. Wichtig ist dabei, dafl man
mit der Intervallrechnung ein Hilfsmittel hat, mit welchem man die benétigten Grofien aus Satz 1 auch prak-
tisch berechnen kann.

Wir bezeichnen im folgenden mit L(R") die Menge der linearen Abbildungen von R" nach R* (Menge der
aXn-Matrizen). Im R"und in L(R") legen wir die natiirliche (komponentenweise) Halbordnung zugrunde und
In_t«;rvall_e im R" bezeichnen wir mit {a, ¢>. Mit F’(z) wird die GATEAUX-(G-)Ableitung einer Abbildung I be-
zeichnet, :

2. Yerfahren
Satz 1: Es sei F: Dc R — R" cine G-differenzierbare Abbildung und das Imtervall {2°, y®) sct in D
enthalten. Es gelte Fa® < 0 < Fy". :
4: La% y% X (2% y° ) L(RY), 4 = A(=, y),
set eine Abbildung mit :
Fo—Fy=A@my) (@ —y) fir {oy>cdad,yo. )
B: (2% 4% % <a% y® - L(R"), B = B, 1),
sev eine stetige Abbildung mit ;
B@ ) < Blmy) fir &g C(aydcad, % @)

Alm,y) < Ble,y)  fir <y < a0y ()

Bz, )7 existiert und Bz, )2 =0 fiir  {a, i ¢ Lat oy, (4)
Py € L(R*) sei nichtsinguliir und es gelte

B, y°) Py < 1 (I Einheitsmatri) - (5)

Py B ¢0) < I : (6)

Pie 0 ' : (7)
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Deann ist das Heralionsverfalren
g1 = gt = Py Bt l
Akl l = gk 'P.t: Jak : R T 2, . {8}
Prog = Pp~— Pe[B a1, 4k by P 2T I

wnbeselréinld duwrel fiilibar.

s qilt ;
At Solen ek Skl ikl b O g ey 0 ©)
Faf < 0 5 1y ' (10)
Pné ‘Plé"' é Pké Pf.'.’l Ko F o= 1 9 “]}
Py = 0 une nichtsinguliir . LA (12)
Py By < 1 ' (13)
Bty s I ' (14)

i gF e < g — lim yr (15)
L—=oo k=>oo
P*: =lim P, = B(z*, ¢y*)1. (16)
f—rco

Alle Losungen von F x == O aus dem Iotervall <20, 3™ sind in {x®, y*> enthallen.

Jst I stetig in {z® ¥, so gilt ¥ ™ = F y* = 0. ' -

1st Az, y) wichtsinguliir fiir {x, y> ¢ {ab, y%, so 15t & == y*. Geniigt auPerdem die Ableilung von I einer Lip.
seldtzbedingung '

1F (@) — F ol S e lle — 9l fiir Y €2 Y% _ (17)
und gilt fiir die Abbildung I3 '

1F'(z) — B, y)l| S eslle— il fiir = eda,yyc Gy, (18)
s0 gilt .

lim Py = F/z*), ' (19)

k=0

wned olie ?“nzg{‘??,
' y* — ¥t — oM und ([P — Fe*) |

konvergieren quadralisele gegen Nudl..

Beweis: Wirbeweisen die Behauptungen (9) — (14) durch vollstindige Induktion. Den Beweisgedanken
von (9) und (10) fmdet man bereltsm [6] beim Beweis von T'heorem 4.1, Seite 177. 1is sei L = Oundae (rk, Yy
Dann ist wegen (z, ¥*> ¢ (2%, ¥*) nach (2) und (3)

A yh) = B(x:‘fﬁ) = B, o)
und wegen I’y = Onach (12) ist
Py Bt oty 2 Py A, o),
tlso '!1_‘21‘!“11 (13)
I — Py A,y = 1~ P Bt ,1;)@_'11.
Damit und wegen 22 — ¢¥ = 0 erhillt man mit (1)
7 — P Fr =g L (g —of) — P (Fx— Fyh)

=y + @ — o) — PrA(z, o) (@ —~ o) (20)
=y - 1 — Py A, )] (@ = o) '
=

Speziell erhiilt man fiir £ = a* wegen Fa* < 0 < Fy* nach (10) und P, = 0 nach (12)
ok g b — Pk Pk — k41 g yﬁ:--;-l i yk o l”k },-ryk é yk :

Damit ist (9) gezeigh.
Wegen (F 1, oF5 ¢ ok, 4 gilt nach (2) und (3)

Ayt = Blyt i ey = Blbog®y,
Mit P, = 0 und (14) folgt daraus
[— AW, g8 oz T - Rl ) Pe= 0.
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U
Wegen F'y* = 0 nach (10) folgt damit und nach (1)
Pyt = Pyt - A 0P 1L = o)
= [ — A, P P F 2 0.

Entsprechend zeigt man Foé+1 = 0. Damit ist (10) gezeigt.

Wegen {&F1, %413 ¢ (aF, y*) gilt nach (2)
Bk, 1) < Bk, o).

pamit nud wegen 2 = 0 und nach (13) und (14) gilt
Battl, y*+l) P < B(ah ) Pe £ 1,

(21)

Py B+, gt ) < DBt vh) < 1,
woraus mit (8)

F e ﬁ(&'-k ; l’ y,!:,;.ll P}; § g 7 s B(Z‘H'J, yf“!] Pk “] .B(.b"’ } 13 y',ﬂ,- 4 1) le !_.B('-L'k'} [, f}k H} IJk _ _[l

=[I — B(zFt}, f ) P2 = 0
- ud

B .l”,f_—.” ]}(2._.!:4 ¥ ya‘;-} s !__[ = I’k'lf(x“'l, yk '.-.1)]2 =0, (22)

oWl

Prine= = D[ B L) Py — e 2 0
folgen. Dawmit sind (18) und (14) gezeigt. Es fehlt bei (12) noch der Nachweis, dal ;. nichtsingulér ist. Da
P vichtsinguldr ist, gilt

Baktd, y#1y == M - N
mib

M= P;l, N=PFP;!— Bzt 5+,
Nach Vur:u.lssutzung gilt M1 == I’p = 0 und nach (21) ist

MAN=1— 1P, Byt =0, NM1I1=Il-— Bty 1P, =0,
d.b. M — N ist eine schwach regulire Zerlegung von B(a%+1, y¥+1) (siche Definition 2.4.15 in [7], Seite 50).
Nach (4) ist B(z*+1, *+1)~1 = 0. Nach Satz 2.4.17 in [7], Seite 50, folgt dann

' o{d = Py Bla* L, 9f1)) < 1.

(¢ bezeichne den Spektralradius einer Matrix). Nach Satz 2.2.8 in | 7], Seitc 44, gibt es dann zu jedem ¢ > 0
eine Matrixnorm, so dafl mit (22) gilt

I = Pra B+, g1 [| =1 [ — Pe B3, PRI < [o (T — Pe B, o 1Y) + 6.
Man wible e > 0 so, dal die rechte Seite dieser Ungleichung kleiner als 1 ausfallt. Auf Grund des BaxacH-
Lemmas ist dann Pyyq B(ak*1, y*+1) invertierbar, woraus die Invertierbarkeit von Py ; folgt. Damit ist auch
(12) gezeigt. Die Behauptung (15) folgt aus (9) mit der iiblichen Argumentation.

Auf Grund von (13) oder (14) mit-(4) gilt

Py < Bk, yf) .

Aus der Stetigkeit von B(z, y) folgt lim B(a%, o) = B(z*, y*) und wegen (x*, y*> ¢ (a¥, y*) gilt nach (2)
k=00

Bx*, y*) £ D5 ') .
woraus nach (4)
Ba*, y*y 1 < Bz*, y*),
also
Py = B(z*, y*)?
folgt. T)ie Folge (11) ist also nach oben beschriinkt und somit konvergent. Aus der lterationsvorschrift (8)
folgt it (21) und (11)
Pp— Py = P [Blab!], yft) Py — 1] < Py [Ba*t, ) P, — 110
und daraus Moy

lim (Pp — Pryy) = lim Py [Ba#+), y541) PPy — 1] = Py [B(z*, y¥) P* — 1] = 0.
I

E-roo ]

Da L’y nichisingulir ist, folgt (16).
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Sei z € (¥, y® fiir cin & = 0 mit ' z == 0. Dann gilt nach (20)
z=a— Pelz Syt
Aus der Beziehung
| g — Py ez abtl fiir xe et by,
die man genauso wie (20) beweisen kann, folgt mit = 1= 2z
2=z — P’z = 2k,
insgesamt also
FFHN SISy furallekz 0.

Aus dieser Bezichuny f:)!"t dab alle Lisungen von ' o == 0 aus dew Iubervall % 4% in \c, > ¥ euthalten
sind.
Ist F stetig in (%, 4%, so folgt aus der Tterationsvorschrift (8)

0 = lim (¥ — * %) = lim P, F y* = P* Fy*

koo korco

Da P* = B(a*, y*)~1 nichtsingulir ist, folgt ¥ y* = 0. Entsprechend zeigt man I 2* =
Ist A(z, y) nichtsingulér fiir (z, y)> ¢ (& y¥*, so folgt aus (1)

0 = Fa* — Fy* = 4(a*%, y¥) (¥ — y¥), also 2% =y*
Unter der Voraussetzung (18) folgt mit

lim ¥ = &% = y* = lim ¢* dio Bezichung lim B, y¥) == £"(x¥),
) koo k=rco

also mit (16) die Behauptung (19).
Der Nachweis der quadratischen Konvergenz erfolgt dhnlich wie in [il}, Satz 2. Zur Abkiirzung setzen
wir
Be i= B(h o%), pi=|1F @I,  P¥ = Fa%).
Dann folgt aus der Iterationsvorsehrift (8) und mit (17)
gt — ¥ = ||y — a* — P F g
=|| — Py (§F ¥ — Fa* — F'(a*) (f — 2¥%)) + (£"(@%)* — P )F’( ¥t —2F)ll
¢ . 2y
< S UPH Iyt — 2M2 4+ p il P¥— P liy* — ¥} . (23)

Entsprechend zeigh man

N2 ef — ¥ 4 w1 P* — P EIJ« — &¥] . ; (2

a1t — ) < 58
Aus der Iterationsvorschrift (8) und mit I == F(2%) P* ergibt sich
Py — P¥ = Py— P* — PY(Byyy Py — 1)
== Py— P¥ A Py [ — F(x*) Py -+ (F’{x*) — Bpy1) L]
= Py — P* 4 Py (I(@%) P* — F/(0¥) Py) + Py(#"(@%) — Biyy) Pe
= Py — P* 4 P, F'(a¥) (P* — Py) + Pu(F'(a*) — Bpyi) Py |
e (P* Fa®) = Py Fl(a®) (P — P¥) 4 PyI7(a%) — Bey ) D
= — (Pr — P*) F'(x%) (Py — P*) + Py(F"(2*) — Byya) Ps

]

woraus mit (18)

HPrs1 — PH| S p 1Py — PH[2 o || Py]? [[oF+1 — F+1]| ' (29)
folgt. :
Wegenklim Py == I* = I"(2*)7 gibt cs cine Konstanto s, so dal || 2] Ssfiralleb 2 0.
Es sei '
c=max{¢;s-}2p, p+esties-+2p)
und

e = max {(Ja* — w4, Iyt — a4, 112¥ — i, 12 — P13 .
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pann folgt mit den zuletzt bewiesenen Beziehungen (23 ), (24) und (25)
[[gh+l — ¥ < (%Ls -+ p)nﬁ = Of% ’

e
a4 — 24| =< (?‘ +p) <ori,

gt 1 = g+ < (]2 — | + Iyt — 2% S l(ey s + 2p) i S o i,
IPiyi— PHIS (P4 e (s + 2p)) 7k S o

also
nyr1=cri, k=0012,....

Daniit ist die quadratische Konvergenz nachgewicsen.

Bemerkung:

Der 1nhalt von Satz 1140t sich ohne grofe Schwierigkeiten auf Verfaliren mit hoherer Kouvergenzgesck windig-
keit tibertragen (siehe [11]). Dazu wird in der Iterationsvorschrift (8) d_ie Matrix P, iiber mehrere Schritte fest-
gehalten und zur niherungsweisen Invertierung von B(z¥F+1, y*11) ein Verfahren hoherer Ordnung angewandt.
- Damit kommt man zu folgender Iterationsvorschrift:

yho =y
POl e bt P Ryht . =2 0,1,2,...,m
yk 11 s yf.‘,m 1
L) R
i Wi k=0,1,%....
bl = gt P gk ¥i=m 0,005 20 i 00
gkl e ghmil
. ) s m -1 : p 5
)_‘Jk (1= Pk -+ Pt 2:-1(,___ 1}_:: [B(:L'{“ ;-I, yk H) -{JL— o IJ‘"
p=

Unter den in Satz 1 gemachten Voraussetzungen konvergiert dieses Verfahren von der Ordnung m + 2.
Satz 1 enthalt als Spezialfall den Beweis der entsprechenden Aussagen fiir ein Verfahren, bei dem die

Matrizen B(2*, *) nicht niherungsweise sondern vollstindig invertiert werden. Dies ist der Inhalt des folgen-
den Satzes.

Satz 2: Man setze in Satz 1 Py := B(a*, y*)~1 und éindere die I terationsvorschrift (8) ab in
25 QU S Y
APt da i o <1 TR ©
e S
Dann gelten alle Aussagen von Satz 1.

~ Beweis: (5), (6) und (7) sowie (12), (13) und (14) sind wegen (4) trivialerweise erfidlt, (11) folgt ebenfalls aus (4).
Die anderen Teile des Beweises konnen unverindert iibernommen werden,

~_ Bei der Durchfithrung von Verfahren (8)’ beachte man, daB bei Anwendung des Gaussschen Algorithmus
die Dreieckszerlegung von B(2*, 4*) nur einmal durchgefithrt werden mulf (siehe auch [7], Seite 452).
3. Anwendungen
s sei
F:DcR'» R, Fs=Hz+eP(x)+b mit ¢ >0 und be R*. (26)
Dabei sci 1l eine M-Matrix, d. h. hiy=0firi==jund H1=0.
@: Dc B*— R", P(z) = (pi())
Sel eine stetige G-differenzierbare Abbildung mit
Pi(7) Ej.Zgasf gz, 1=1(1)n,

wobei
i DiC B = B, gy == gi(s), 1= 1(1)n,
d
=20, =11,

und{xif‘:—'?_.- U’ 1':?. st 1(1)?&.
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Mit g(@) == gelay) und U == (ayy) lilt sich Fin flu 1'0111:

o= 1w e Ugla )—]-b

sehreiben.
Bs sei 4w, y) die Matrix, deren 1-te Zeile gleio h
d tl
f (.b -} & (J -— T ) e (f!,l 4 Eag -{,;: iy (-3'1 -4 N *J_)) J-;I'-iu { ENgy 'r{.;‘;l,!;f-as (‘n } {i (Jn — }‘}}

wmit & € (0, 1), ¢ — 1(1) s, isb, Tst D konvex, so gilt :Luf Grund des Mittelwertsatzes fiir: :\.hb!lfluuguu Von

Dc B*-> 11 o el
Fu— Ly== A,y 96—y

ofi

fir z, y e D. Es bezeichne wy(zy, 1 j) die obere Schranke der mbervallimiligen Aub\\uttmlf von c!’fj fiir dag
¥y
Intervall [w;, y;] mit 2; =< y;. Daon gilt auf Grund der Teilmengencigenschaft der Inter mlhgchmmg_ _
d d RTIE . _, o _' .
e (@ 4 L (5 — 7)) € iz ([0, 4] € p R (lwi ysl)  Fur Leg gy € Lo 23]
also ' : _ '
' el : P = § :
ulep y)) = L (W A4 b (g — &) = 0.
ez
Setzen wir
U= () mit ity = &g X ¥5)
50 gilt mit '
: Bla,y)=H -} ¢U
-sowohl :
By = B, y)  fie &)y
als auch
A, y) = B, y) .
Damit sind die Voraussetzungen (1), (2) und (3) von Satz 1 utullt Da H 3 -Matrix ist, 1\{ nach Satz 2.4.10

in [7] fiir geniigend kleines & wegen U = 0 auch B(x, y) M-Matrix und damit (4) (Ifullt
(¢ mub der Bedingung

hij + exijusal, yh <0, 494, i,j-——-l{l) ”

geniigen). ' -
Bezeichinet 1) den Diagonalanteil von B{z®, y*), so gilt wegen D74 2 U unud ﬁ(x,” Y0y — L — (D — DB, 1)
wit Py = D71 ;

Bla®, y0) Py=1I — (D — B(a®, y?)) D1 < I
Py Bz, y*) =1 — D7 (D — B(a", y) < /

da D — Bz, y") = 0 ist, ;
: Mié (].ILbLl Wall von 2, sind auch du, deus‘,{,tmnbm vou (B), (6) mul (7) aus Sabz 1 erhillt. _
Zerlegt man B(a y%) in D — L — R mit einer strengen unteren Dreiecksmatrix L und eincr strongen
oberen Dreiecksmatrix _H, soist Py 1= (D — L)™' = 0 und wegen /2 = 0 gilt

By Py= D=L — R =Lyt = — R(D — L)<
Py Baty) = D=L W —L—R)=I1~D—-L R

- Hiermit ist eine andere Moglichkeit fiir die Wahl von Py aufgezeigt. Dic Voraussetzung (17) ist crfiills, falls die
Ableitungen der Abbildungcn gi einer Llrsclrmbedmdunw geniigen. Die Vomussetwnrr (]8) ist ohne weitere
Annahmen erfiillt.

Fir F(z) = (k;-f Y17 _'?’gi(zj)) und Bz, y) = (bijla, y)) mib Diglx, y) == hyy + & ooy wl@p ¥i)
gilt ja -y

T ) (I 7
I'z) — Bz, y) = (SOFH {;f,c—j g1z — w; (2 %‘)})v
Setzen wir

e Ji . .
LsiGen v3)s (g )] 1= dtxﬁ gy (L2 wl)
. F
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so gilt fiir z; € [2;, 3] auf Grund der Teilinengeneigenschaft der Intervallrechuung

1 .
i i) € Lot s (e )

und damit :mf Grund von Korollar 2 zu Theoreimn 4.4 in [5], Seite 24,
d
ey i) — ;!';_:ff.r'{:f) < uglay yp) — sl 1) = 65 (g5 — %)
x;

Algo gilt
B, y) — F'(z) & max {y; — @) - U

i

mit einer Matrix C' = (¢i5), ¢15 = €s5¢; = 0, 7, § = 1(1) n, woraus (18) folgt.

4. Numerisehes Beispicel

Wir betrachten dic Aufgabe, cine numerische Niherung fitr die Losung y(f) der Randwertaufgabe

v =fty), yO) =a, yl)=D
zu finden. Die Anwendung des Differenzenverfalirens fithrt auf die m Gleichungen
. xi;l — 2yt agg — R {o f (G o) F B ®) Ay Sl i)y =0, 1=11)m,
wmit £ == 7h, 7= 1) m, wnd (n -} 1= 1 und @y = «, &, ;5 = b. x; ist cine Niherung fiir y(4). Fir

1 10
a =y =0, f =1 erhilt man das gewohnliche Differcnzenverfahren, fir o =y = T p= el das Mehr-

stellenverfabren (siche [13], S. 461). Mit '

i ity 21) a — o h* g(0, a)
S ¥ f{ter 22) 0
2 : :
:ﬂ—IE(, gw) = i N : ;
T : 2 0 i
T iy €) b —yp gl 0)
B el p y
—1 2 —1 " f ¥
\ \ \ \ \ \
= \ \ \ a, eaffnesi] <N \ \
Nis wX 3™ X : s, PR R
- R | WNoes, = ¥
-1 2 o f

und & == A* Jagsen sich diese m-Gleichungen in der Form

Fao=1lz-{¢eUygylx)4b

schreiben. Unter der Vorauzsetzung ;’-f— = 0 fiir Le (0, 1) erfiillt I alle vorangehenden Ausfithrungen itber
cy

Systenie der Form (26), falls man beim Mehrstellenverfahren h2 geniigend klein willt.
Als konkretes Beispiel betrachten wir die Randwertaufgabe ' Tad

’

y'=siny+y, 0 =0, yd)=1.

Wegen é-é; = — sin y indefinit, ist das diskretisierte Problem sicherlich nicht int ganzen B* konvex.

Die beiden folgenden Tabellen enthalten jeweils fiir m = 5, 25, 51 und 101 die Iterierten der Naherung fiir
¥(1/2) und zwar in der ersten Tabelle nach dem gewdhnlichen Differenzenverfahren und in der zweiten Tabelle
nach dem Mebrstellenverfaliren. Die Iteration wurde nach Verfahren (8)° aus Satz 2 durchgefiihrt. Die An-
fangsvektoren 29 und y* wurden dabei fiir das gewshnliche Differenzenverfahren nach 13.4.6, (¢) in [7], Seite 460,
bestimmt. Fiir diese Werte ist auch beim Mehrstellenverfahren Fz? =0= Fyl

bie Durehfitheung der Reclunimg besorgte Herr Peren T, Sesck anf der Rechienaunlage Elegtrologica X8 am Rechen-
zentrum der Universitiit Kavlsrule,

23
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Y (i—) (Gewdhnliches Differenzenverfahren)

Lo ol s = s == 3l

0 —0.5 05 hn 0 —0.5 0.5

1 0.3940299983760 0.4000335866235 ot | 0.3935206369679 0.3997680&96§}UU

2 0.3989339526997 0.3989347005095 244 (.39867 71185409 0.3986?”_{"9080}24

3 0.3989344659822 0.3089344659822 it D.3986770725106 0.30867 76725169

i - — | VB98GT 70725137 0398677672515

. Ly T TU e T _
S ; Sanaant i k m == 101

i 05 - A T AT i :

1 0.3935413781128 0.399778890635L - 0 .05 0.5 o

2 0.3986874733555 0.3986882610402 1 0.3035155168258 0.3007653993461

3 U.3986880255447 0.3986880255452 b/ 0.39807456450657 0‘3986?53545{355

4 0.3986880255452 0.30986880255452 3 - 0.3986751189564 0.3986751189564

1 " :

i ‘6—) (Mehrstellenverfahren)

I TR S i == 5l

0 .7 =05 0.5 0 05 0.5 :

1 0.3938048950831 0.3997635541509 1 0.3935175960669 0.3997644612118

2 0.3086758325059 0.3986765352929 2 0.3986736691791 0.39867445800066

3 0.3986763144021 0.3986763144021 3 0.3986742226748 0.3986742226702

: (O 4 0.3986?42226762 0.398674222’_67_6.‘3

I == 35 4 o= 101 .

0 =045 ' 0.5 ' ; 0 oo melB Wi

1 0.3935202233327 0.3997644587939 1 0.3935147300836 0399764451 1465

1 - 0.3986736779243 0.3986744630652 2 0.3986736680718 0.3986744577855

3 0.3986742283178 0.3986742283191 3 0.3986742223087 0.3986742223447
j ¢ -4 0.3986742223155 0.3986742223174
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