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Zur Konvergenz des Verfahrens der Tangierenden Hyperbeln
und des Tschebyscheff-Verfahrens bei konvexen Abbildungen

Von
G. Alefeld, Karlsruhe

( Eingegangen am 27. April 1973)

Zusammenfassung — Abstract

Zur Konvergenz des Verfahrens der Tangierenden Hyperbeln und des Tschebyschefi-Verfahrens bei
konvexen Abbildungen. Fiir das Verfahren von Tschebyscheff und das Verfahren der tangierenden
Hyperbeln werden Konvergenzaussagen bewiesen zur Auflosung der Gleichung F(x) =0, wobei
neben F auch F’ ordnungskonvex ist.

Convergence of Chebyshev’s Method and the Method of Tangential Hyperbolas for Convex Mappings.
For Chebyshev’s method and the method of tangential hyperbolas we prove convergence if applied
to equations F (x)=0, for which F and F’ are both orderconvex.

1. Einleitung
Es seien B, und B, Banachrdume und F: D < B, - B, zweimal Fréchet-differenzier-
bar in D. Dann bezeichnet man bekanntlich das Iterationsverfahren
F(2)+ F (2,) W4 —2,) =0
F(z)+F (2,) (Zns1—2)+ 3 F" (2)) W4 1 — 24 (Zns1 — 2 =0,
zo€D, n=0,1,2, ...,
als Verfahren der tangierenden Hyperbeln (TH)
und das Verfahren
F (2)+ F' (2,) Wy 1 —2,) =0
F(z)+F' (z,) (Za+1— 2+ 3 F" (2,) Wpy 1 —2,)* =0,
zo€D, n=0,1,2,...,

als Tschebyscheff-Verfahren (TV) zur Auflosung der Gleichung F (z)=0. Beide
Verfahren konnen als Verbesserung des Newton-Verfahrens aufgefaBt werden.
Unter geeigneten Voraussetzungen sind sie beide von der Ordnung 3 konvergent.
Vom Rechenaufwand her gesehen ist Verfahren (TV) das angenehmere, da —
abgesehen vom konstanten Glied — zweimal die gleiche lineare Gleichung
aufgelost werden muB. Dies bedeutet z. B. bei der Anwendung auf nichtlineare
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Gleichungssysteme einen erheblichen Vorteil gegeniiber (TH), weil dabei die
Dreieckszerlegung den Hauptaufwand darstellt.

In neuerer Zeit sind diese Verfahren eingehender untersucht worden. Sehr aus-
fuhrliche Literaturverzeichnisse finden sich in den Arbeiten [2] und [3]. Die
bekannten Konvergenzaussagen fiir die Verfahren (TH) und (TV) sind lokaler
Natur und erfordern sehr feine Abschidtzungen. Nun ist jedoch seit ldngerer
Zeit bekannt, daB man beim Newton-Verfahren aus Konvexititseigenschaften
der Abbildung F ziemlich weitreichende Konvergenzaussagen erhalten kann.
Siehe [1], [8], insbesondere [13] und die dort angegebene Literatur. Ziel dieser
Arbeit ist es, entsprechende Aussagen iiber die Verfahren (TH) und (TV)
herzuleiten. Es erscheint klar, daB man dazu auBer fir F auch fir die
Ableitung F' Konvexitidtseigenschaften voraussetzen mull. Es zeigt sich dann,
daB die von Vandergraft in [13] verwendeten prinzipiellen SchluBweisen, welche
auch von J. W.Schmidt und H. Leonhardt ([10], [11], [12]) benutzt werden,
nach entsprechender Modifikation bei der Konvergenzuntersuchung der Ver-
fahren (TH) und (TV) angewandt werden koOnnen. Zur Schreibweise der
Iterationsverfahren (TH) und (TV) bemerken wir, da3 wie in [ 13] nicht notwendig
die Existenz der inversen Operatoren F’(z,)”"' bzw. [F'(z,)+1 F"(z,)]7* ge-
fordert wird. Falls von z, ausgehend eine Folge {z,} existiert, die den Gleichungen
des (TH)-Verfahrens bzw. des (TV)-Verfahrens geniigt, so sagen wir, die Ab-
bildung F besitzt eine (TH)- bzw. (TV)-Folge. Wir beschrianken uns im folgenden
auf Fréchet-differenzierbare Abbildungen zwischen Banachrdaumen, obwohl die
meisten Uberlegungen wie fiir das Newton-Verfahren in allgemeineren Riumen
und fiir Gateaux-differenzierbare Abbildungen durchgefiihrt werden konnen
(siehe [13]).

2. Hilfsmittel

Wir setzen im folgenden voraus, daB3 der Banachraum B durch einen abgeschlos-
senen Kegel K, d. h. eine Teilmenge KcBmit A K€ K,K+ K=K,K n (—K)={0}
halbgeordnet ist. Es gilt also ,,x<y genau dann, wenn y—x e K“. Die so ein-
gefiihrte Halbordnung ist mit der linearen Struktur vertridglich. Zwei Elemente
heiBen vergleichbar, wenn entweder x<y oder x=y, d.h. —x=< —y gilt. Ein
Kegel K heiflt reguldr, wenn jede monoton wachsende und nach oben be-
schrankte Folge einen Grenzwert besitzt. Der Kegel K hei3t normal, wenn aus
0=<x=y die Bezichung || x| < | y| mit einer von x und y unabhéngigen
Konstanten f folgt. Ein reguldrer Kegel K ist normal. Aus der Normalitdt von K
folgt, daB3 Intervalle im Sinne der Norm beschrdankt sind. Der halbgeordnete
Banachraum heiBt solid, falls der die Halbordnung erzeugende Kegel innere
Punkte besitzt. Eine ausfiihrliche Darstellung und Beweise der zitierten Aussagen
findet man in [6]. Der Operator H:B;—B, heilt monoton wachsend, wenn
aus x <y die Beziechung H (x)< H (y) folgt. H heil3t positiv, H =0, falls aus x=0
stets H (x)=0 folgt. Ist G:D< B, —L (B, L (B, B,)) ein bilinearer Operator auf
B, x By, so heiBt G positiv, G =0, falls fiir h,, h, =0 die Beziechung G (x) (h,, h,)=0
gilt. Im folgenden schreiben wir G (x) h, h, statt G (x)(h,, h,) und G (x)h?* fiir
h; =h,=h. Die entsprechenden Absprachen treffen wir fir multilineare Operato-
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ren. Mit L (B,, B,) bezeichnen wir die Menge der beschrinkten linearen Ab-
bildungen von B, nach B,.

Definition 1: Die Abbildung F:D<B;—B, heiit ordnungskonvex (0-konvex)
auf der konvexen Menge D, < D genau dann, wenn

F(Az;+(1—2)z,)SAF (z))+(1—2) F (z,)

fir A€[0,1] und alle vergleichbaren Elemente z,,z, € D, gilt. (Siehe [8] und
[13])

Ist die Abbildung F Fréchet-(F-)differenzierbar, so gilt bekanntlich
Lemma 1: F:Dc B,—B, sei F-differenzierbar in der Menge D. F ist 0-konvex

auf der konvexen Menge DycD genau dann, wenn fiir alle vergleichbaren
Elemente z,, z, € D, gilt

F(z1)—F (z2)2F' (25) (21— 2,).
Zum Beweis siehe [8] oder [13].

Ist F:D<=B,—B, zweimal F-differenzierbar in der Menge D, so kann man
Lemma 1 auf F':DcB;—L (B, B,) anwenden, d.h. F’ ist 0-konvex auf D,<= D
genau dann, wenn

F'(z))—F' (z)2F" (z2) (2, — 2,)
fiir alle vergleichbaren Elemente z,, z, € D gilt.

Eine hinreichende Bedingung fiir die 0-Konvexitit von F gibt

Lemma 2: F:Dc B,—B, sei zweimal stetig F-differenzierbar in der Menge D.
Fiir jedes Intervall [z, z,]1 = D gelte F" (z2)=0 fiir z€ [z, z,]. Dann gilt

(1) F())<F'(b) fir z,Sa<b=z,
(2) F ist 0-konvex.

Der Beweis folgt aus der im Banachraum giiltigen Beziehung
1
F'(a)—F'(b)=| F"(a+t(b—a))(a—b)dt.
0
(Siche auch [8] und [13].).
Ist F:D<c B,—B, dreimal stetig F-differenzierbar, so kann man Lemma 2 mit
F"" (z) anwenden. Ist also F"'(z)=0 auf jedem Intervall aus D, so ist dort F”

monoton wachsend und F’ O0-konvex. Wir ziehen noch eine einfache Folgerung
aus der 0-Konvexitdt von F'.

Lemma 3: Essei F: D < B, — B, zweimal F-differenzierbar und F': D < B,—L(B, B,)
0-konvex auf einer konvexen Menge Dy<D. Dann gilt

F(x) {2} FO)+F () (x=y)+3 F" (5) (x~y)* fir {353}, x,y € Ds.
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Beweis: Nach Lemma 1 gilt fiir P:D< B, —L (B, B,) mit
P(x)=F'(x)—F'(y))—F" () (x—)

fir alle x, die mit einem festen y vergleichbar sind, x,yeD,, dic Bezichung
P(x)=0. Die Abbildung P ist stetig und aufgrund der bekannten Verall-
gemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (siehe [5],
Seite 540), gilt dann

iP(X)dX=F(XJ—F(Y)-F'(y)(x-y)—%f‘"”(y}(x—y)z-

Dabei ist
1

[ Pydx=] P(y+t(x—y)) (x—y)dt=lim S,_,
y 0 n— oo

mit
Sp—1= —Zr:) P(J"Hk'(x‘”yn (x—y) (1= 1)

Wegen P=0, t,,.,—4>0, gilt S,_ ;<0 fir x<y und S,_,=0 fiir x=y. Diese
Beziehungen bleiben wegen der Abgeschlossenheit des Kegels beim Grenz-
tibergang erhalten.

Ist F:DcB,—B, dreimal stetig F-differenzierbar und F"’(z)=0 auf einem
Intervall Dy D, so ist nach Lemma 2 F’(z) O-konvex auf jedem Intervall
aus D,. Somit gelten die Aussagen des vorangehenden Lemmas fiir alle ver-
gleichbaren x, y aus einem Intervall, welches in D, enthalten ist.

SchlieBlich benotigen wir noch das bekannte Kantorowitsch-Lemma.

Lemma 4: Essei H:D — B— Beinstetiger monoton wachsender Operator und fiir x <y
gelte H (x)=x, H (y)<y. Dann besitzt H einen Fixpunkt in [x, y] falls B durch einen
reguldren Kegel halbgeordnet ist.

Zum Beweis siehe [4] oder [8].

3. Sitze
Wir kommen nun zu Aussagen iiber die in Frage stehenden Iterationsverfahren.

Satz 1: Es sei B, ein durch einen reguliren Kegel halbgeordneter Banachraum
und die Abbildung F:D<B,—B, sei zweimal stetig F-differenzierbar auf einer
das Intervall [a,b] enthaltenden Menge Dyc=D. Es sei F'(z) O-konvex und
F"(2)=0 auf dem Intervall [a,b] sowie F (a)=0=F (b). Es gebe einen linearen
Operator I':B;—B,, der einen stetigen positiven inversen Operator besitzt mit
—F'(a)<TI. Weiter sei entweder —F" (z)<Q fiir alle ze[a,b] oder F dreimal
stetig F-differenzierbar und —F" ()<, wobei Q ein beschrinkter bilinearer
Operator ist. Dann besitzt F von zy=a ausgehend eine (TH)-Folge, die monoton
wachsend ist und gegen ein Element z* € [a, b] konvergiert, welches Lisung der
Gleichung F (x)=0 ist. Die gleiche Aussage gilt fur das Verfahren (TV).
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Beweis: Wir bemerken zunichst, da nach Lemma 2 aus der Voraussetzung
F" (z) 20 die 0-Konvexitdt von F (z) auf [a, b] sowie die Monotonie der Ableitung
F'(z) folgt. Es gilt also —F'(z2)£ —F'(a)<T fiir alle z € [a, b]. Mit Hilfe dieser
Bemerkungen folgt jetzt unmittelbar, daB die erste Gleichung des (TH)-Ver-
fahrens fir n=0, F (zy)+ F' (zo) (W; —20)=0, eine Losung w; mit a=z,<w;<b
besitzt. Der Beweis kann wie in [13], Theorem 5.1, gefiihrt werden und wird
hier weggelassen. Zum Beweis, daB3 die zweite Gleichung des (TH)-Verfahrens
eine Losung besitzt, zeigen wir zunichst, dal die ,,quadratische Gleichung*

F (20)+F (20)+ F (20) (z— 202 =0
eine Losung r; mit w, <r, <b besitzt.
Dazu betrachten wir den Operator
U@)=z+T"1{F(z0)+F' (z0) z+5 F" (z0) 2%}
auf dem Intervall [w; —z,, b—z,].
Es ist .
U (wy — 20) =Wy — 20+ ™1 {F (20) + F' (20) (W1 — Z0)+4 F” (20) (W1 — 20)*}
=wy—2o+3 I F" (20) Wy —20)* 2wy — 2.
Wegen b=z, gilt nach Lemma 3
F (B)Z F (z0)+F' (20) (b—z0)+% F" (zo) (b—z0)*
und damit
Ub—zo)=b—zo+T " {F(z0)+F (z0) (b—2zo)+3% F" (z,) (b—2)*}
Sb—zo+I ' F(b)<b—z,.
Weiter gilt fir ze [w; —zy,b—2y], d. h. z=0, und 4z>0
U(z+42)=U(2)+4z+T "' {F'(2) 4z+F" (z9) z 4 z+3% F" (z0) (4 2)*}
2U(z2)+A4z4+T "1 F'(z9) 422U (2)
wegen F"(zo)=0 und I'' ' F'(z))4z= —Az.

U ist also auf dem Intervall [w,; —z,, b—z,] monoton wachsend. Nach Lemma 4
besitzt U (z) einen Fixpunkt r' € [w, —zy, b—2z,]. Setzt man r,=z,+7r, so gilt
wySriSbund F (zo)+ F' (20) (1, —20)+3 F" (20) (r; —20)*=0.

Damit zeigen wir nun, daB die zweite Gleichung des (TH)-Verfahrens eine
Losung z, besitzt.

Dazu betrachten wir den Operator

R(2)=z+T 7" {F (20)+F' (20) z+3 F" (20) (W1 —20) 2}
auf dem Intervall [w, —z,, r; —z,]-
Wie fiir U gilt
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Auflerdem ist wegen w; =r,
R (ry—zo)=ry—2o+ T~ {F (20)+ F' (20) (ry —20)+3 F" (2o) [(w; — 1) —(z0—1,)]
=ri—2o+3 ™" F"(20) (W —11) (21— 20)S11— 20
“und fir ze[w, —zy,r;—20], 4220,
R(z+A42)=R(2)+A4z+T ' F' (zo) A z+% F" (z) W, —20) 4 2= R (2).
Nach Lemma 4 besitzt R einen Fixpunkt z' € [w; —zy,ry —2z]. Mit z;, =24+ 2
gilt wy Sz, <r, und F (z0)+ F' (z) (z1 — 20) + 5 F" (2o) (Wy — Zo) (2; — Z0) =0. Sub-

trahiert man diese Gleichung von der nach Lemma 3 wegen z, =z, bestehenden
Ungleichung

F(21)2F (20)+ F' (20) (2, —20) +3 F" (20) (z, — 20)*
so folgt
F(zy)23 F" (20) (z; —wy) (2, — 20) 20.

Durch wiederholte Anwendung dieser SchluBweise erhidlt man eine Folge {z,}
mit z,<z,<z,=...<b. Aus der Regularitit des Banachraumes B, folgt die
Konvergenz lim z,=z* mit a<z*<b. Fiir die Folge {w,} gilt w,,, €[z, 2,411,

n—+w

also 0=w,4,,—2,<z,,1—2, und da B, als reguldirer Raum normal ist, die
Konvergenz der Folge {w,} gegen z*.

Damit erhilt man aus der zweiten Gleichung des (TH)-Verfahrens
0= F (z)=~F'(z) Zas1— 2~ 3 F" (2) Wai 1 — 20) (Znr 1~ 20)
ST (2p+1—2)+3 Q Was 1 —2,) (Zas1—24)
oder
OSI ' F)SH+3 T Q(Wae1—20)] (Zar1—20).

Aufgrund der Normalitdt von B, folgt lim I'"! F(z,)=0 und F (z¥)=0 mit der
Stetigkeit von F. n—c

Der Beweis fiir Verfahren (TV)
F(Zn).'-F’ (Zn) (‘Wrrl' 1 _Zn)=07
F (zn)+ F' (zn) (2n+ 1 _'_Zn)+% F" (Zn) (wn+ 1 _Zn)z =0

ist jetzt einfach. Dazu bezeichnen wir hier die von z, ausgehend mit dem
(TH)-Verfahren berechnete Néherung z,,, mit Z,,;. Dann gilt fiir n=0 wie
oben bewiesen:

3wy :zoSw,; b und F (zo)+ F' (z9) (W —20)=0,
321w <2, <b und F (20)+F' (2) (2, —20)+3 F" (20) (W1 — 2o) (£, — 26) =0.
Wir betrachten den Operator
S@=z+I"" {F (20)+F'(20) z+3 F" (20) (W — 2,)*}

auf dem Intervall [w, —z,, 2, —7,].
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Es 1st
S(wy—zo)Zw;—2g

und wegen w; —zo <7, —z,

S (2, —20)=21—2¢ + T~ {F (2)+ F' (20) (2, — 20) +3 F" (z0) W; — 20)*}
=% _Zo+rgl {F (z0)+F' (z) (21"20)+%F”(Zo)(w1_zo)(fl_—'0)}
=Z;—2Z,.

AuBerdem bestitigt man die Monotonie von S (z) auf dem betrachteten Intervall.
Nach Lemma 4 gibt es einen Fixpunkt z' € [w, —z,,Z; —2,] und fir z; =z, +2
gilt w; <z, <Z, und F(zo)+F’ (z0) (z; —20)+3 F" (z9) (W — 20)> =0. Subtrahiert
man diese Gleichung von der wegen z,=>z, nach Lemma 3 bestehenden
Ungleichung  F ()2 F (z0)+ F' (zo) (21 —20)+3 F" (z0) (21— 2,)? 50 folgt
F(z)25 F" (20) (z1 —20)* =% F” (z0) (W; — 20)* 20. Diese SchluBweise kann man
fiir alle n wiederholen. Wie beim Beweis fiir das (7H)-Verfahren folgen jetzt
alle Behauptungen des Satzes.

Der Beweis von Satz 1 hat gezeigt, daB fiir ein festes n die nach dem Newton-
Verfahren und dem (TH)-Verfahren berechneten Ndherungen w,,, und Z,,,
die nach dem (7V)-Verfahren berechnete Niherung z,, ; einschlieen.

Beim Beweis des letzten Satzes wurde die Regularitit des die Halbordnung in
B, erzeugenden Kegels vorausgesetzt. Dadurch ist z. B. der Raum C [0, 1]
ausgeschlossen. Man kann diese Voraussetzung abschwichen, wenn man dafiir
weitere Voraussetzungen hinzunimmt, welche statt Lemma 4 die Anwendung des
Schauderschen Fixpunktsatzes gestatten. Dieser Gedanke stammt von Modnch
[7] und wurde von J. W. Schmidt in [12] verwendet.

Satz 2: Es sei B, ein durch einen normalen Kegel halbgeordneter Banachraum
und die Abbildung F:DcB,—B, sei zweimal stetig F-differenzierbar auf einer
das Intervall [a,b] enthaltenden Menge DycD. Es sei F'(z) 0-konvex und
F"(2)=0 auf dem Intervall [a,b] sowie F (a)=0=F (b). Es gebe einen linearen
Operator I': B, > B,, der einen stetigen positiven inversen Operator besitzt mit
—F'(a)<TI. Es seien I + F' (z), I’ + F und F" vollstetig. Dann besitzt F (z)=0 eine
Lésung z* im Intervall [a, b] und F besitzt ausgehend von z,=a eine (TV)-Folge
fiir die a=zy<z,<...<z*<b gilt. Die gleiche Aussage gilt fiir das Verfahren
(TH).

Beweis: Der Beweis erfordert gegeniiber Satz 1 nur wenig Anderungen. Wir
fiihren zusdtzlich den Operator V (z)=z+ I ! (F (zo)+ F' (z) z) ein.

Esist V(0)=I"'F(z,)20, V(b—zy)<b—z, und ¥ monoton auf dem Intervall
[0,b—z,]. V(z2)=T"'(Iz+F'(z0) z+F (z,)) ist als Produkt aus einem be-
schrankten linearen Operator und einem vollstetigen Operator vollstetig und
damit stetig. Der Operator V bildet also das (wegen der Normalitdt des Kegels
in B,) beschrinkte Intervall [0,b—z,] in sich ab und die Bildmenge ist wegen
der Vollstetigkeit kompakt. Da das Intervall [0,b—z,] abgeschlossen und
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konvex ist, besitzt ¥ aufgrund des Schauderschen Fixpunktsatzes einen Fixpunkt
w e[0,b—z,]. Fiir wy=2zo+7 gilt zoSw;<b und F (z9)+F' (2o) (W; —20)=0.
Aufgrund der weiteren Voraussetzungen dieses Satzes folgen die Vollstetigkeit der
Operatoren U (z), R (z) und S (z) aus Satz 1 und die Anwendbarkeit des Schauder-
schen Fixpunktsatzes. Durch vollstindige Induktion folgt die Behauptung iiber
die Monotonie der Iterationsfolgen. Der Operator T (x)=x+I"'F (x)=I""
(Fx+F (x)) ist vollstetig aufgrund der getroffenen Voraussetzungen. Es bezeichne
{z,} die nach (TH) oder (TV) berechnete Iterationsfolge. Dann gilt

T(z)=z,+ "' F(z)=z,, T(b)=b+I "' F()<b.

AuBerdem ist T stetig und monoton auf [z,b], denn es ist fir y=x,
X,y €[zpb], T()—T (x)=y—x+I"' (Fy—F)2y—x+I"" F (x) (y—x)Z0.
T bildet also jedes Intervall [z,, b] in sich ab und besitzt daher aufgrund des
Schauderschen Satzes einen Fixpunkt z* € [z,, b] und es gilt F (z*)=0.

Vandergraft hat in [13] an einem Beispiel gezeigt, daBl aus der Existenz der
Newton-Folge {w,} fiir eine Abbildung F nicht die Existenz von F’ (w,) ! folgt
und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von F’ (w,)”' angegeben. Diese
Aussagen haben aufgrund der Tatsache, daB in der zweiten Gleichung des (TV)
ebenfalls eine lineare Gleichung mit dem beim Newtonschritt auftretenden linearen
Operator gelost werden muB, ohne weitere Uberlegungen Giiltigkeit. Interes-
santerweise sind diese Bedingungen, wie im folgenden gezeigt wird, auch fiir die
Existenz des inversen Operators [F’(z,)+% F”(z,) (W,+1—2,)] ' im zweiten
Teil des (TH)-Verfahrens hinreichend.

Satz 3: Zusitzlich zu den Voraussetzungen von Satz 1 sei der in B, die Halbordnung
erzeugende Kegel solid und entweder B;=B,=R" oder F'(z) injektiv fir alle
z€[a, b]. Auferdem sei entweder F (b) ein innerer Punkt des positiven Kegels von
B, oder —F'(z)Z4,, wobei A, ein linearer Operator ist, dessen Inverser stetig
und positiv ist. Dann gelten alle Aussagen von Satz 1. Die Operatoren —F’ @3t
und —[F'(z,)+% F"(z,) W,4+,—2,)]1" ! existieren und sind positiv.

Beweis: Der Beweis fiir — F (z,)” ! ist in [13], Theorem 5.3, enthalten. Der Beweis
fir —[F (z,)+3 F"(z,) (Wn4,—2,)] ! erfordert nur wenige Modifikationen. Statt
des in Theorem 5.3 in [13] eingefiihrten Operators V (z)=z+I "' (w+F'(z,) 2)
mit w=0 betrachte man den Operator

V(Z)EZ—I-F_l {W+[F? (Zn)+% F” (Zn) (wn-i-l —Zn)] Z}'
Wegen F”(z,)=0 und w,,,—z,<0 lassen sich alle Schliisse analog durch-

fiihren.

Es ist — wie in der Einleitung erwidhnt — bekannt, da3 die beiden Verfahren (TH)
und (7V) kubisch konvergieren, falls F dreimal stetig differenzierbar ist. Wir
beweisen hier

Satz 4: Es seien die Voraussetzungen von Satz 1 erfiillt. Weiter gebe es einen
linearen Operator I'{:B,— B, mit —F' (b)=I,, so da I'| einen stetigen positiven
inversen Operator besitzt. Dann konvergieren die Verfahren (TH) und (TV)
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schneller als quadratisch. Geniigt die zweite Ableitung F” auf dem Intervall
[a, b] einer Holderbedingung | F" (x)—F" (y) | <y | x—y 1%, 2€(0, 1], x, ye[a,b]
und ist | F" (z)|| €M, fiir ze[a,b], so konvergieren beide Verfahren mindestens
von der Ordnung 2+ 2. Ist insbesondere F dreimal stetig F-differenzierbar auf
[a,b], so konvergieren beide Verfahren mindestens kubisch, falls || F "2 I=M,
fiir z€ [a, b] gilt.

Beweis: Wir fiihren den Beweis fiir das Verfahren (7V). Aus der zweiten Gleichung
F(z)+F (2,) (Zys1—2n)+5 F" () W1 —2,)° =0 dieses Verfahrens folgt wegen
der Monotonie der Ableitung F’ (z)

I (2*— 2,4 ) S — F'(2,) (2% =24 1)
= —F(2)—F (2) (¥~ 2)— 3 F" () Wps1 —2.)°
= —F (z,)—F' (z,) (2* = 2) =3 F" (2,) Wy 1 — 2* +2* —2,]*
= —F (z)- F' (z) &* ~2)—} F" () (z*—z.)°
—3 F" (2,) Was 1 —2*P +F" (2,) (2* — 2,) (2" — Wps1)

< —F(z)—F (z) (z*—2)—3 F" (2) (2* = 2,)* + F" (z,) (z* —2,) (* = Wy 1)
Aufgrund der Taylorschen Formel gilt

0=F(z")=F (z,)+ F' (z,)(z*—z,)+ jl d o (z,,+t(z*—z,,)) (1—1) (z*—2z)
(4]
und damit

—F(z)—F'(z,) (z*~2)— 3 F" (2,) (* —z)* =
j [F” (za+t (z*—2)) A=) (c* —2z,)* =} F" (z) (z* —z,)*] dt

=£ L G A1) (z*—z,))—F" (z,)] (1—1) (z*—z,)? dt+i F"(z,) G—1t) (z* —z,) dt.

Das zweite Integral ist gleich dem Nullvektor. In [13], Theorem 5.2, hat Vander-
graft die Bezichung

1
0Sz*—wy I | F(2*+1(z—2%) (2* -z, dt
0
gezeigt. Damit folgt

1
0Sz* =z, SIY | [F (et (2= 2)) = F (2)] (1) (5 —2)? dt
0 1
+L7VF () (=) | Fr{z*¥ 4z, =2z =2) di.

)

-

Durch Ubergang zur Norm folgen wegen der Stetigkeit bzw. Holder-Stetigkeit von
F" die beiden ersten Behauptungen. Der Rest der Behauptung ergibt sich aus
dem Mittelwertsatz, angewandt auf F” (z). Der Beweis fiir das Verfahren (TH)
verlduft im wesentlichen analog.
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4. Beispiele
1. Wir betrachten die Integralgleichung
2z(s)— i stz di=2 Vs,
Fiir F: L2 [0, 1]-L? [0, 1] mit

1

F(z)=3s+[ st[z(®)]*dt—2z(s)
0

gilt
F'(z(s)) h(s)=2 j stz(t)h(t)dt—2h(s)
F”(z(s))h(s)k(s)zz jl sth(t)k(t)dt,
F¥ (z{s))=0.
Es ist

F (b)) =0 fiir b=2-1]/10.

Wegen F”(z(s))20 und F"'(z(s))=0 sind F und F' 0-konvex. AuBerdem ist
—F' (0)h(s)£2h(s), dh. —F' (0)<I'=21. Somit konvergieren nach Satz 1
die Verfahren (TH) und (TV) ausgehend von z, (s)=0 monoton wachsend gegen
eine L3sung von F (z (s))=0, die im Intervall [0, b] liegt.

Der Newton-Schritt liefert

W (S):%W-

Damit erhilt man als erste Ndherung des (7V)-Verfahrens

21 (5)=3 /s +13s s
und als erste Niaherung des (TH)-Verfahrens

25 (S)=%]£+%S.

Diese Ndherungen lassen sich einfach weiter verbessern.

2. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Integralgleichung von Chandrasekhar

- ' f(@)-H()
H(s)—-1+s-H(s)()j—~—S+t dt
mit einer nichtnegativen Funktion f (s). (Siehe [9], [13].)
Fiir
1
F(z(s)=1+s2(s) g %dt—z(s}

gilt
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jf() z(1) ”f(f)h(t)

F'(z(s)) h(s)=sh(s) dt+sz(s —h(s),

1010 5,

F"(z(s) h(s) k(s)=sh(s) f

f()Jr()dhL k()j

F" (z(s))=0

Wegen F”' (z (s))20und F"’ (z (s))=0sind F und F’ 0 konvex.
AuBerdem ist F (0)=1=0und F (2)=<0 furf(t)< sowie —F' (0)<1.

2

Mit dem Tschebyscheff-Verfahren erhilt man als untere Schranke einer Losung
H (s) die im Intervall [0, 2] liegt

L f@

z,()=1+s ] j—f_:dt
3. Zur Berechnung von numerischen Werten der Losung der unter 2. betrachteten
Gleichung wurde die Integralgleichung mit Hilfe einer 9 Punkte Gaullschen
Quadraturformel fiir f(tf)=1 in ein nichtlineares Gleichungssystem iibergefiihrt.
Man iiberzeugt sich leicht davon, daB alle Voraussetzungen von Satz 1 fiir das
Intervall [a,b] mit a=(q,), a;=1, i=1(1)9 und b=(b;) mit b;=2, i=1(1)9
erfilllt sind. Die nachfolgende Tabelle enthilt die Iterierten fiir die Naherung
z, (0,5) der Losung z* (0,5).

n  Newton Tschebyscheff Tangierende Hyperbeln

1.0 1.0 1.0
1.1825830  1.1874593 1.1875915
1.1877312  1.1877352 1.1877352
1.1877352  1.1877352 1.1877352
1.1877352

S R S ™)

Die Durchfiihrung der Rechnungen erfolgte auf der Rechenanlage UNIVAC 1108
am Rechenzentrum der Universitdt Karlsruhe. Die Programmierung besorgte
Herr cand. math. Peter T. Speck.

Literatur
[1] Collatz, L.: Funktionsanalysis und numerische Mathematik. Berlin-Heidelberg-New York:
Springer. 1965.

[2] Déring, B.: Das Tschebyscheff-Verfahren in Banach-Riumen. Numer. Math. 15, 175—195
(1970).

[3] Doring, B.: Einige Sétze iiber das Verfahren der tangierenden Hyperbeln in Banach-Riumen.
Aplikace Matematiky 15, 418—466 (1970).

[4] Kantorowitsch, L. W.: The method of successive approximations for functional equations.
Acta Math. 71, 63—97 (1939).

[5] Kantorowitsch, L. W., und G. P. Akilow: Funktionalanalysis in normierten Riumen. Berlin:
Akademie-Verlag. 1964.

[6] Krasnoselski, M. A.: Positive Solutions of Operator Equations. Groningen: Noordhoff. 1964,

26*



390 G. Alefeld: Zur Konvergenz des Verfahrens der Tangierenden Hyperbeln

[7] Monch, W.: Monotone EinschlieBung von Nullstellen, Zwischenbericht im Forschungs-
studium. TU Dresden 1971 (unveréffentlicht).

[8] Ortega, J. M., and W. C. Rheinboldt: Iterative Solution of Equations of Several Variables.
New York-London: Academic Press. 1970.

[9] Rall, L. B.: Computational Solution of Nonlinear Operator Equations. J. Wiley. 1969.

[10] Schmidt, J. W., und H. Leonhardt: Eingrenzung von Losungen mit Hilfe der Regula Falsi.
Computing 6, 118—191 (1960).

[11] Schmidt, J. W.: Eingrenzung von Lésungen mit héherer Konvergenzgeschwindigkeit. Computing
8, 208—215 (1971).

[12] Schmidt, J. W.: EinschlieBung von Nullstellen bei Operatoren mit monoton zerlegbarer
Steigung durch iiberlinear konvergente Iterationsverfahren. Annales Academiae Scientiarum
Fennicae. Series A. I. Mathematica (1972).

[13] Vandergraft, J. S.: Newton’s method for convex operators in partially ordered spaces. SIAM
J. Numer. Anal. 4, 406—432 (1967).

Privatdozent Dr. Gotz Alefeld
Universitdt Karlsruhe
Institut fiir Angewandte Mathematik
Kaiserstrafie 12
D-7500 Karlsruhe
Bundesrepublik Deutschland

Printed in Austria
Druck: Paul Gerin, A-1021 Wien



