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Über reguläre Zerlegungen bei nichtlinearen Abbildungen

Von G- AL}]]'ELT>

In [:3Jhat R. S. Varga den Begr.jjf der regulären Zerlegung einer JvIatr.ix eingejithrt und damit die Konvergenz einiger
Jtel'ations"/)e~fa.hren zW' Auflösung linearer G'leichungssysteme nachgewiesen. In dieserArbeit sollendieseErgebnis,%1:n
::/I'f.ierle1: Iiins.jrht terallgemeinert werlIen : EinerseÜ8 jl'e1'lÜn au..r;hnichtlineare Abbildu11,genzugelassen, andererseits
lI'aden lilie Aussagen in eine.m ha.lbgeordneten Banac.hroulII formuliert und bewiesen. Als konkrete Anwendwng er-
geben sir;h 7lnrnittelbal' Au.ssagen Übel' die Konvergenz ein'iger Itemtionsverfahren zu-r A1lj'Zösung nichtrinearer OIei-
rhungssysteme im Rn." ,

7n [8] R. S. Va-rrlll hilB git'en the d4inition of regula1' sfi!1:ttings oi 117I!lItri~:. This conl;ept alluwsto prove convergence

JOI' some item!I:/"!<melhorlsjor solcing (J 1/,ide dllss..ofsy8!em of linear equaNons. In tMs pa.perwegeneralizetkis concept
10nOl1Jinearma]Jping8 h~13a na ch-8]JIlr;e. In this way we immedÜäely wn make conclusions about COn1Jergel1.r;pof sOllle

iterative methorls fOl' solving nonlineor systems of equations.

13 [:~] I3BeJl P. C. Ba pr a nOHfJTHC perYJIJ'!pnOfO pa3.T!Orl,CIUUJ MaTpHUbl H f(Oj(a3a,1I ':1THM CXOi\HMOCn,
11<'I-;o1'OPb!X MCTO;~OBHTepaHiHI ;1.JHI pememul .1JHHeHHhIX CUC1'CMypaB!JeHllH. B npcJlJlaraeMoi1: paoo1'e
1I]JOHiJI30;rH1'CH OOOoll\CJiHe :JTlIX pC3Y,iJhTa1'OB B ;J.BOi1EOM O1'HomCHHH: C oJ!Hoii C1'OpOHbI JronycHalOTeJ!
TaIm.;{'. IICJIMHCiinhlC oToopaa;clH1R a C .'l.pyroH C1'OPOHb! BCC BhICEa3bIBaHHIJ <popMy,nHPYI01'cH H J(OEa3bl-
B<)lOTCH B 11)JIY ynopHc,o'ICHHOM lfpOC1'palJeTBC ß aHa x a. B Ha'!eC1'BC HOHHpCTHoro npHMCHeJlHil
JIO.nY'W[lhJ JfCnOCjJC>J(CTB<'IlUO<J.)(JpM)'.nllpOBl-m OTHOCIIT('-IIT,JlOCXOJiHMOCTI1HCY,OTOPhIX M0TO):(OBlITepaL(1111
;UW ]W!I!('Hl1H JW.mH!CiillhIX CHCT('M )-P"BlIeIJHii R".

1.
ER fwj T-Jein BANACIHiWIn nnd ]( ein Kegel in B, d. 11., ]{ if:iteine abgeschlossene Teilmenge von B mit den
Eigen>:<,haften J\. + Xc K.}.]( ( T{ fiir;. ~ 0 und K n --- ]{ = {O}. Da,nn ist durch ,;;1:;:2;y gcna'll dann, wenn
y ~- ;( E 1{" in 11eine mit. clf,rJinearen Struktur verträglichen Halbol'dnung erklärt..

I)n!i ni hün I: Gegcht>n f(cieine stetige AbbiJdung F: B -~ B, .F = F(;1~).Eine AbbiJdung F; B XB--+B,
j) =: }"(.I'. .11),heißt Zprkgung von }' genan dann, wenn gilt:

J. ih\',y)iHtstdig;

2. 1\/', :1')=~P(;!') V:I'.

Jeder Zerlegung i"(;r, y) von F(;:r) kann man ein IterationRverfahrenF'(;1,"'+l, ;rk)
zuoI'(lne.n.

==w zur AuflÖsung von F(;r,) ,=w

H(:i;;pj(oj .I: Wir geben fiiJ' einige Abbildungen ~el'legllngen und die da,zugehÖrigen It.erationsverfahren
an.

(1) ßA'NACHR1'iJlln1 13:

(1\) };'(.I').- (I - F])(,I'):

(ex) ~h:(',y) -=-:-;r-- 1"J(.11);

;rk.! 1 = PI (;'I'k)+ 11.';

HG' ] 1 I 1 )
v .

)
'.
1(,i) i.'(:r,!I)"''' ":1' .( -'-!Ü Y+(J).l'I(Y.,

P) (u
(,) >°;

(b)

~,Hl """ (I" (0) :rk + (.) rFI(~)'-) -+ 11');

P(.r)-- (f - PI _.. P2)(;1'):

('X) F(;<:,.11) =-=,I' -- }\(y) -l!\(y):

;rH1 = h\(~.k) .+ F2(;,,") -1-I/':

(/I) ihr, y) 0: :r --- F1(:r) -- F2(y):

;):1.-1.1 -, FI(:!'''' '1)= P2(a/') -I- 1V;

].1-
} ' V

(
-
I--;(' ,- [(1- (u) V -1- (J)'](Y) + (U 1'2 y) ,

(.) ('I
(r) > 0;(}') P(;I,,!l)

.1'1.- I -: (1 1'/) .rf.' I 1'/ FJ.(,li") -j ('I F~(.l'/'"') + (.) Ir:
" I

(I)) 1"(1', y) :- '!:t
1'1

I') Fj(;I;)1
1'/

J
.I.(J I'i) Y -+ (1)];\ (y)1 ' (11> 0;

,(:',11 .. (II,{1'l(ifl.': L) 'ö;' (1 "...w) .1:" '1" W f'2(i) +0) /(,';
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(2) ß = R" (n-dimensionalerVektorraum):

X = (x;); F(x) = (li(X1'. . . , ;1:,,))= (li(;r)): .1'~ !I ~ ;/', ::? !/, ,

(IX) .F(x, y) == (1;(111,. . . , Yi.]. :!'j, .11;cj, . . . ,!In)) :

,/.- 1(1)/1.

1(Nk .,,1- 'l .k..l.J ~.J' ,/ ) - ?I'.j"]''''''''''.I''; "',.,.1,""'''-''

(ß) F(a:, .11)= (1;(:1'1'. . . , ..1';,,1/;:1> . . . . V,.)) ;

; =,1(1) n:

1;(x;"".1,. . , , X';+1, :r;'o1, . . . , ;r~) = 1/1;, i c-=.J (I) n:

(y) i;(x, V) =
(
/i(Y1" . . ,!li'''1'~' [;tl .- (I - w) y;J , .11;:I, . . ., !l1I)

'

)' I'i > 0:
(0

1.(~'1: Xk 2 [,~~,+,- (1 ..- , »x l.:'J J. "1)0 )_11'. 'I
' - I(l) '"""'1""",-1, , ."', .,,; "'"l ,, - '" ,.- '.

(I)

(h)F'(x, .11)= (/'(Xl"'" ,1:; -1>~~[J;i- (1- !'i)!ld, !li! I."', !I,,)), I/J >°:

1
(

,,,1'+1 X I.:,. I "~_'I''':k+1- (1 - "))
.!.1.: ] ..,.1.:. ' I

.k)- '/1"I.Fi ,..., i-l' :"i u, "i."",..,I,"'",,, - ',.w

üblicherweise bezeichnet man die Verfahren (2), (IX)bis (0) als Gesamtschrittvel'fahren, Eim.:elschrittverfahren,
Relaxationsverfahren in Gesamtschritten und Relaxationsverfahl'en in EinzeJschritten. Die DurchfÜhrung
eines Iterationsschrittes, d, h. die Berechnung von:t;k f I aus ;rk, erforclert 11abei die AuflÖsllng von n eindinwn.
sionalen nichtlinearen Gleichungen, falls F nicht linear Ü,t.

;'=1(1)11;

u.

Ist eine Zerlegung F(;r;,y) von F(x) gegeben, so entsteht die Frage, unter welchen Voraussetzungen die durch
das zugeordnete Iterationsverfahren F(;r;I.-'rl,0) = w definierte ]foJge {:rk}eindeutjg hestimmt ist, konvergiert,
und wann der Grenzwert :r;*eine Lösung von F(;!:)= -wist. Um darüher- zu Alissagen zn kommen, geben wir die
folgende

Definition 2: Eine Zerlegung F: Ex B ->- B, .F =f.\1.', .11),von P: B 11, P -= P(:r), Jwißt r"r.glllär,
wenn folgendes gilt:

1. P(xI,y) ~ F(X2,y) =9 Xl ~ X2

V 1/,UJ 3 x: F(x,y) = w;

. Vy; (invers isot.on)

(:=;urjektiv)

2. yl ~ y2 =9 F(x, y.1)'~ P(x, y2) V Xj (antit.on)

B em er k un g 1: Da eine invers isotone Abbildung injektiv ist, folgt fiir'gegchr.n~;:=;!/ lind.'1/:djp Eindnnt.ig-
keit eines Elementes x mit .ihr, V) = 1[>.

Beispiele TI:
(1)

regulär, falls Fl iso ton ;

regulär, faJls Fl iso ton und 0 < (J) ~ J ;

regulär, falls Fl + 1!'2 isoton ;

regulär, falls I - 1!\ invers isoton rmd :=;urjotivund f2i:=;oton;
regulär, falls Fl + 1!'2isoton und 0 < w ~' 1;
regulär, falls I coFI invers isoton und surjekt.iv, .P2isoton un(l 0 < (1/ ~ I.
Wir zitieren einige Definitionen (siehe [2.1):

Eine Abbildung: F: Rn ->-Rn, .F(x)= (h(Xl'. . . ,;1',,)),= (fi(:!:))heißt auß0ndiagonal antiton, wonn fÜr
jedes x E Rn die Abbildungen

'Ijlij: Rl ->- RI, 'Ijlil = li(X + tel), i =!=j, ';', j == 1(1) '!I" antit.<:>Il ~iJ1d.

(ei bedeutet elen j-teh Einheitsvektor).

F: Rn ->-RU heißt surjektiv dia.gonal isoton, wenn fÜr jl'des ;1.'E RU die AIJhildungen

'Ijlii:Rl->- RI, 'Ijlli= I, (;~+ t ei), i = 1(1) n, surjektiv und streng isoton sind.

I~em mal: 18t F: Rn ->-Rn a.ußendiagona.l antilo-n u.nd Mujektiv diagonal i.,;otlJn,8(J8;J/Il d'il..7,I~dl'uIIII-Um~
(y) und (Ci)lür 0< co ~ 1 (und damit auch die Zerlegunilen (a) nnd (ß)) re!/1l1är.

Der Beweisergibt sich unmittelbar aus der Definition.

(11.)(IX)

(ß)

(h).(IX)

(ß)
(y)
(6)

(2)
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Wir beweisen nun einige Au:-:;sagen,welche fÜr sich von Interesse sind. Mit ihrer Hilfe werden wir jedoch
auch das Hauptergebnis (Satz ;n lJ0wcisen. Zuvor' 7.itierrn wir noch die

Definition 3: Ein Kegel]{ c B heißt regulär, wenn jede (in der Ordnung) beschränkte monoton wach.
sende oder falJende Folge konvergent ist. (Siehe [1], Seite 36).

Satz 1: E.s sei B ein durch einen regulären Kegel]( halbgeordneterBanachraum und

F: .BXB --+B eine reguläre Zerlegung der stetigen Abbildung F: B --+B. Es gebe xo, yo E B mit Xo~ yo,
F(xO)~ w ~ ]i'(yO).

Dip P'()l{lwn{xl.;}bzw. {yl<}1.cerdennar;hF(x/.' i'J, :rk) = 1IJbzw. F(yk+1,yk) = w berechnet.Dann gilt:

XO ~ Xk~Xk+1 ~ yk+l ~ r/ ~ yO1 -

f k =0, 1,2, . . . .

F(x*) = F(y*) = 11).

F(Xk) ~ w ::;:F(yk)

]im :r} = :1'*~ y* = lim yk ,
/'--+00 /.,+<x",

.ßewci:-:;: Es Hei

XO~xk ;;;; yk ;;;; yO , F(xk) ;;;; w ~ F(yk)

für ein k ~ 0, was sicherlich für k = 0 richtig ist. Dann folgt

F(xl.:+1, xk) =w = F(yl.:+J, yk);;;; F(yHl, xk) =?xl.:+l 2 yl.:+1.

F(xl.:+1, xk) = W ~ F(xk) = F(xk, xk) =? xk+1 :;s xk .
F(ykJ.J,yk) =w ~ F(yk) = F(yk, yk) =? yk+1 2 yk.

Mit d"n b"idell letzÜm Ungleichungen folgt

U' =F(;rk-!-l, .crk)~ P(~.k 'J, )'/'-11) = P().""i'])
und

w =F(yHl, yk) ~ F(yH1, yH1) =F(yk+l).

Da der Kegel K regulär ist, und die Folgen {xk} bzw. {yk} monoton wachsendbzw. monoton fallend und beschränkt sind, gilt
Jim xk = x* und Jimyk = v* .
k-+oo k-+oo

Aus der Beziehung Vk - xk:;S 0, k = 0, L . . ., folgt V* - );* :;s 0 fÜr k -+ 00, da der Kegel K abgesc410ssenist, also
x* 2 y*. Schließlich gilt

U!= J;\xk+l,xk)=? 111= 1imF(xk+l, xk) = F(x*,x*) == F(x*) .
k-+oo

EntRprechend zeigt. maJlU' = .fi'(y*).

IIJ.

Der nächste Satz enthält Aussagen über die Konvergenzgeschwindigkeit von zu verschiedenen Zerlegungen
gehörigen Iterationsverfahren.

Na t 7.2: R8 sei B p'in dut'r.h pi'l/.rmregulär!?:nKegd K halbgeordrwter Ba.nar;hraum und
/. '.-:::

F:BxB B, }'=F(;(,y) bzw. j?:BxB-'7B,

seien regulät'eZerlegv..ngender stetigen AbbildungF: B -7 B, F = F(x).
0: RX RX B." B, (I = (I(:(,y, z),

ei"lleAbbildung mit. dem, folgenden Eigenschaften:

/. ....

} = F(x, y)
Es sei

....

1. G(x, y, y) = F(x, y); G(x, x, y) = F'(x, y);

2. yl ~ y2 =7 G(x, yl, z) ~ G(:r.y2. z) .

E,~gelteXO~ rl , 1'(;1'°)~ U'~ F(J;O).

FÜrdie Folgen {.Tk},{:~k}.ti/"}, {Pk}mit

F\rk+1, ~Jc) = 1.1',

F\illl, il) ='/1) ,

A A

F'(:rJ.+i, X") = 1i', ;):0= ;):° = ~.o,
....

5hf/I', ~/.) ="11', il = yO= yO
gUt dan-n :

:rO~ :;J; ~ ~\~ ~k~ i/ ::;:rl, k = O.1,2, . . . ,

JimXk= lim~) = ;('*~ y* = !im '1l = 1imil '
k-+oo k->oo k->o.'). /;''''X)

F(x*) = F(y*) = UJ.
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.B('\nds:Wie heim Beweis von S,tt,z 1 zeigt man §k .1.' ~ §kfiir alle J., ~ 0, Es Sf>inun
~ ~

:rO~ :i.k.;?:I.k~ yk ~ yk ~ yO
fin' ('in /" ;:~0, was si(,J1t'rlieh fÜr k = (I richtig ist.. Dann folgt

h

p(fjj' I. ;;k)=-' /I' = F(gkl'J. ~k) = 0(8""1, ftk-Hjk)~ Q(gklJ, ~k, 0k) = F(,ijh 1,0k)'~ F(gk+J, yk).

Da J;' J"l'gnliire Zcrkgllng ist. folgt 0k 71 ~ yk.' 1. Die Behauptung xk ~ ~k für alle k ~ (Izeigt m,m iihnJieh.
:-\1I(:h Satz 1 gilt

.\im :ik,..:,,* ~ y*= tin. :'Jk. P(;~*) = 1<'(.1/')= H' ;
k .>.", k-..x

lim :~k -" ;~,' ~ ~*=. lim ~k.
k..>c,;, 1-->,'"

F(:i',) = P(V") = 11',

Es si'i'-,: ('inc LÖsung VOll }'(~,) = I/' im Inh.rvallI = {~'I ,):o;;!; ~, ;;;; Yo}.Dt1nn gilt x ~ 0k~ !ik~ yo. k = O.1. 2, . ,. .
Die><ist fÜr 1.,;::° richtig und aus dem Bc;:tehcn (Jie~r Beziehung fÜr ein k ;;S () foJgt

F(8kil, ~jk) c= /I' = F(i) = 'hi', :1",)~ F(i, §k) .

,\1w:;: ~ ijH I 1IHel(!nmit :lud,x -;';;~k+l ~ yk.,-I ~ .11°.Daraus folgt

lim 7ik.:=,V" ~ Lim ~k= ~*;S i~ ,
k->.,c k..>oe .

])'1 :1:f J eine beliebige.I.Ösnng war. gil~ insbesonrlerefiir;;: = !i*dieBeziehungy* ;;:;;~* ;;:;;y*. alsoy* = ~*.
I<:nt'predwnd zeigt man :':* = x*. .

Be ispie t ur: Wir geben jeweils die aus 0 entstehenden 7,('1'1t1gnngen:1,n.<;Heispic'll an.
(1)

(;l)
1 I .

0(,1', !/, .~)=.- ,'(;-- [( 1 -- 1tJ) !/ +(1) FI(z) I;
(0 {(J

(.:x)0(;(', ,1',y) = j\r, y);

. (ß) 0(.1',!/, y) =F(:r, y) .

Dip Vormlssebmngen von Satz.2 ::;inclerfnllt. falls PI iRoton lind 0 -< (I);;;;;I.

(b)(A)
0(.1',!/, :::)= ;'/;- F1(y) -.-P2(Z):

(a) 0(;1', !/, y) = F(:);, y);

(ß) G(,!',.1:,y) = F(;'r;,y) .

Die Voraussetzungen von Satz 2 sind erfÜllt, fn,]!sF1 +
nnd invers isoton.

11'2isot.on. 1\ i::;oton I1n(l 1- PI surjektiv

(J~)

(/(:c,!/. z)= .~-:r - .~..r(l -- (u)!I + (I) P1(z) + (I) P2(z)'l:
(0 (I)

(y) Ö(x, y, y) = 'hl', y);

("<)0(:1'. .1'.y) = [ho. y) .

Uie VOl'<\lIssetzungenvon Satr. 2 sind (,J'frdlt"hlls /1\ + 1'2 isot,on lind 0 < (J) :;2; 1.

(C)

O(x, !/,z) == .~. [x '.- (I) F\(.r)l .-- .~.-[(1 --(I)) ?I +- f') /1'2(,<:)'1;ro . ltJ . .

((~)0(.1',JJ.y) ==F(x, y);

(ß) 0(.1-',:t', y) = F(;!', y) .
Die VOfaU8setzllngen von Sat.z 2 Rind erfÜllt. fa1ls 1 - (I)1'1invers isoton nnd 8UJ'jektiv, F'2isoton und 0< (0
:;2;1. .

(2) U\)

O(;/', y,;;) = (I;(Yl' . . . . Jli-- I, a'/>zi: h . . . . ;;,J);

(!x) O(:r, y, y) = F(x, y);

(ß) a(:I:,:t',y) = p(.;:.,y);

(B)

O(.I',!J.:.:) ~~ (/'(;;)' . . . ,z;

(y) O(.r,!!. y) = i1\x, .11):

(..\) 0(.1', ;1',;1/)= ihr:, 1/):

I, .r [:1',... (1 -- (')) .IId, Zi-: I, . . . , zn
))

;
W
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(C)

r."("
(
' .

1,/ ~, ) ~

(f(
." 'I"~"', . ,- ... 'i "I" .. , "

(h) G(:r,y, y) = F(or,y);

(ß) G(a:,x, y) = F(.1',y) .

Inden Beispielen (A), (B) und (C)sind die Voraussetzungen von Satz 2 erfÜllt, fal1s F l1.ußimdiagona1antiton
und surjektiv diagonal isot.on ist und bei (B) und (0) 0 < (I)2 1 gilt.
Damit,erhält man unmittelbar

Lemma2:

(I) Das Gesa,mtschrWverfahrenkonvergiert (im Sinne von Satz 2) nJ'chtbesserals das Einzelschrittverfahren.
(2) Das Rela:ration8verfahren in Gesa1lltschrittenkonvergiert (im Sinne 'vonSatz 2) für 0 < w 2 1 nicht besser

als das Gesamtschrittverfahren.

(3) Das Relaxat'ionsverfahren l:n JiJinzel8rhn:tten konverg/:ert (1:711/:Nnnevon Satz 2) fÜr 0 < w 2 1 nicht besserals
das Einzelschrittverfahren. . ..

Unter den genannten Voraussetzungen liefert a]so das Einzelschrittverfahren in jedem Iterationsschritt die
engst0 ]~inschließungsfolge. (Siehe aunh f21).

1, I!-<,; .-(1. ('i)!!,j. ':;il,...,;;,,
))

;
(I)

IV.

MitHilfe von Satz 2 beweison wir nUn unter geeigneten Voraussetzungen an P und den BANAcHraum B die
globale Konvergenz eines aÜs einer regulären Zerlegung entstehenden It.erat.ionsverfahrens.

Sa,tz :3: Es sei B ein durch e1:nenregulären Kegel ]{ halbgeordneteI'Banachraum. B sei ein Rieszscher Raum

(d.h. zu je zwei Elementene;ri.~tiertendas 8u.prem:u.m1mddas lnfimum). F(:!:, y) sei eine reguläre Zerlegungder
stetigen Abbildung F. Ist F invers i80ton 1md 81lrjektiv, so konvergiert das Iterations verfahren F(XJ:+l ,Xk) = .11),
k =°, 1. 2, . . . , fÜr jedes XO E B gegen die (eindeutige) Lös'u.nqx* von F(x) = w.

.Be weiA: Da P invers isoton ist,. ist l' injektiv. d. h. /!'(a') = 11'heBitzt ,!!enall eine LÖsllng J;* =
Xach Vorallssetzungexistierendie Element.e

(/ == inf (P(XO),11') Imd b = snp (F(a,O),11')
fÜr heliehige Elemente a,o,1/'E B. Wir .setzen

UO= P-l (1t) und ,,0 = P-] (h) .

""'1('1/').

Dann gilt

P(UO) ;;;; }<'(.00) ;;;; P(I'°) .

Daraus folgt wegen derinv€'rsen lRotonie von f' die Beziehung UO:S a'O:svo. Außerdem gilt, 1'(uO) :s; w:S 1'(vO).

gilt.dllnn fÜr rlie nad\ F(1<k i'l, Uk) = 1I"j;'(vki'l. vk) = 11'..k = 0, 1,2, . . ~hereehnetf\n Folgen {uk} l1;d {t:/;j :
1/° :suk :S uk+ 1 :S rk +1 :s; 'Ck :S 1..0 )

-- - - ... -. t k .~ o. 1,2. . . ..
/<'(ukJ;;;; '/I' ;;;; P(vk) f
lim uk~, lim I.'k"" ,/"; ,- FI('I/') .

""00' '''-+00

Naeh Satz 1

Wir zeigen nun, daß die Beziehung.

uk ;;;;J,k :;;; vk

fÜr lilie k besteht. Dies ist fÜrk = 0 ridltig lind 1IIISdem Bestehen dieser DozieJ11Ingfiir ein k :;:; n folgt,

F(uk+l, uk) = 1(' = F(xl:H, J,k) :;;; F(:1:k!J, uk) ,

/LIRO1/"+1 ~ ",1.,+1. Entsprechend zeigt.man .1,kI 1 5 I'/.'! I.
Aus der Beziehung uk ;;;; :rk ;;;; rk folgt

0 ;;;; uk - J,k ;;;; t,k -uk .

Nadl Voraussetzung iRt der Kegel K regulär und damit normal (siehe [lJ, Seite 20), d. h. für 0;;;; x ~ Y folgt I/xll ~ ßllyll(siehe
(I]. Si:oitE'.24)..Mit.Hilfe dieser Beziehung und <1nr('11zweimalige Anwendung der Dr"ieC'ksungleiC'hung erhält man

111,k- x*11.$.; (1+ ß) 1/1/k-. ')":'II! (I lil'k., :1,*11,
alK,'J liui J,k~. J'*.

/.'., 'X)

Y.

Ei!H'wi('hti~e 1\:]asf;;('\'/)11.Abhildungen .P im R", Iwi <10nensieh Hat.z3anwendon läßt., sind dievonRHEINBoLDT
itll2j ('jngdÜhrtenJl.Fl1l1ktio!l('I1.ISine.M>!lildlll1it F: Ru-> Rn heißt, Jl[,Pul1ktion, 11'01111P invers isot.on und
außE'ndiagonal nnt,iton ist.

RH~INBOLDThat in [2] gezeigt., dar3 (\.jne sm:jekt.ivr .M.:Funkt.ion snrjetiv (liago!11l]isoton ist. Damit sind
n<1('h l~cmmn1 die Zcr1ogung()n(2),(r<)-'(I)) fii1' 0 <(I) ~ ll'()!1:u]iil'und I1lwhSatz ~ sind das Gesamtschritt.
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verfahren, Einzebchrittverfahren und das ReJaxationsverfahren in Gef;amt- lind
vergent (Siehe auch [2]).

Wir betrachten nun BpeziellfÜrJlI -:Funktionen dnige weitere ZerJegungen.

Beispiel IV:
B =R",

J~jm~elf;ehrittenglobal kon-

x = (.ri) , P(;r) = (fi,(:r1 . . . , .1',,))= (I;(;r)) .
Wir fassenden Vektor;~'= (,rd auf ab Vehor von Tl'iJvektoren

(

Xl

)

1/,

Xi der Dimension di: ;r=(X;) = :

.

mit.E
.

' di = n. Da.nndefinieren wir AbbiJdungen
v ,..1
.'\ m

Fi: Rn-+ Rdi , Fi = Fi(Xl, . . . , Xm) ,

wobei Fi durch Zusammenfassen von d, Komponenten der AbbiJdung F entsteht. Es gilt dann F(x) =
= (Fi(Xl, . .. , X".)). Dann betrachten wirclie beiden ZerJegungcn

(ex') F'(x, y)= (Fi( Yv ; . . , Yi -1 , Xi, Y, i 1, . : . , Y".));

(ß') F(;r, y) = (Fi(Xl, . . . , Xi._], Xi, Yi+l. . . . , Ym));

Die dazugehörigen Iterationverfahren

Fi(X:. .. . , Xj'1, X7+1, X7'I, . .. ,X~,) = Wi, i = 1(1) m. bzw.

Fi(Xi+li' . . , X1'+J, Xt.;-b . . ., X:~,)= lVi, i = 1(1) 71L, k = 0,1,2,.. .,
bezeichnet man bekanntJich als B1ock-Gesamtschrit.t- bzw. Hlock-Einzelschrittverfahren. Es gilt

m

Lemma 3: 18t F: Rn -+ R" gUl'i~ktl:vej~I-Punktion, 80 sind jÜr jp,desrn mit 1 ~ m. ~ n und }.. (li = n die
Zerlegungen (IX')und (ß') regulär. i-I

Beweis: Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiht sich aus der folgenden Aussage (siehe [2]):
Ist F: Rn Rn surjektive ffl.Funktion. (mI, . . ., mn) eine Permutation von (1, 2, . . ., n), 1 ~ P ;2;n lind f,pi-J, . . . , f,,,gege.
bene ree]]e Konstanten, so ist die ~-\bbild\lng

(
p "

)ll: Rp -+ Rp mit 11;(.1'1>. . . , Tp) =!i .1:)"j e/llj +. 1: cJe'l/Ij.
J=l . l=P~.l

eine surjektive M-Funktion. ]'Ür die Zerlegung (c/) folgt damit hei festem y aus F(XI, y) ;;::;l\:1:2, V), d. h. allS

i = 1(1) 11,

FdYl,..., Yi~l,X~, Yit-l,..., Ym);2;1J'i(Y1,"', Yi-J,.:q, YH.l,..., Ym), i= l(l)m.,

dieBeziehungxt ~X7, i = 1(1)m, also;f ~!J. Außerdemist F(~,-!f)~- 1/'0indelJt.ig naeh ;1.11ufli\shar. Die zweite For'rlernng
an eine reguläre Zerlegung ist klar.

Für die Zerlegung (ß') ergibt sich die Behauptung ähnlich.

Mit Hilfe von Satz 3 erhält man daher die folgende Aussage.

Lemma 4: l8t F: Rn Rn surjektive M-Funktion, so sind jÜr beliebige Blockeinteilung (d. h. fÜr jedesm,'"
1 ~ m ~. n, };di ",..n) mork'(ie.~amt.~rhritt- und Blork- Ji:1:n,2~lsrhrW?)erj(thrp,n!llnh(J,1kon1)~r(Jpnt.i..'

Zusatz bei der K~rrektuI'. Es gilt auehdie lTmkehI'ung VOll Sat.z 3: Ist]l' 'injektiv 'Und konverg.iert das
Iteraf.ionsverjahrenF(;rk'i-l, :rk) = w, k = 0, 1,2, . . . , jilr jeclesXOund wat/sB, so ist F surjektivund inversisoton.

/'> Beweis: a) FÜr jNJcs IV konvergit'rt, <llt8 Ikmt,ionsV<'rfahr-t>)) fiir h01i0niges ,r<>. Somit, gilt, I/' = lim .-;;;""'1(;1',yk) =
-, F(;/;*,:('*) ,~P(:I'*), <I.h. Pist 811I'jükt-iv. /...,,,-,

b) Es gelte.Fx ;2; P 1/, ~~,yE IJ. VI/ir betrachten ([,18lterationsverfahren i!(x"H,xk) = 1Cmit w:= ]I' y. ~o: = x und
zeigenxk :S x"+l, F Xk ::::;;w, k = 0, 1, 2, . ... Nach Von1\!ssetzung gilt F XO= Fx ::::;;F 1/ = 'W. Damit folgt F (Xl, XO)=
= w?:: F;o =J,'(XO, ~;O)~lso Xl?:: :t°. Sei nun xk ::;: xkcI, F xk ::;: w für ein k ?:: O. Dannfolgt '11)= F(x"'CI,xk) > fl(x"H, Xk+l),:;

= .F';;;X'+llind damitF(irk+2, :/,.k.Il) = 11'~ F :1'0 == P(/i'J, :;7:1), I1lso ;/1.:;:2~ ;J}:el. Die.Folge (:/:k)ist nach VOrtll1sset7.11ng

konvergent, d. h. es gilt ,lim F(xkcl, ;rk)
.
= P(;t:*) = U' = P 1/. AllS der .lnjektivit,ät von P folgt x*= y. Da die :Folge (xk)"-00

monoton wachsend ist, gilt xn::; x* fÜra]]e n. Für 'In~ n gilt nämlich :1;'"-~ Xli ~ 0 und somit für m 00, wegen der Abge-
schlossenheit des Kegels, x* ~. x.n.Insbesondere gilt also x =,1'0 ;2;x* = y, d. h. F ist invers isoton.
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