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Uber regulire Zerlegungen bei nichtlinearen Abbildungen

Von (. ALETELD

In(3] hat B. 8. Varga den Begriff der reguldren Zerlegung einer Matriz eingefithrt und damit die Konvergenz einiger
Tterationsverfahren zur Auflésung linearer Gleichungssysteme nachgewiesen. In dieser Arbeit sollen diese Ergebnisse in
wwederlel Hinsicht verallyemeinert werden: Einerseits werden auch nichtlineare Abbildungen zugelassen, andererseits
werden alle Aussagen in einem halbgeordneten Banachrowm formuliert und bewiesen. Als konkrete Anwendung er-
geben sich unmittelbar Aussagen Gber die Konvergenz einiger Iterationsverfakren zur Auflisung nichtlinearer Glei-
rhungssysteme tm Jin, :

Tn [3] B. 8. Varga kas given the definition of reqular splitiings of a matriz. This concept allows fo prove convergence
Jor some iterafive methods fur solving a wide eluss of system of linear equations. In this paper we generalize this concept
ta nonlinear mappings in Banack-space. Inthis way we immediately con make conclusions about convergence of some
iterative methods for solving nonlinear systems of equations. :

I [3] seéa P. C. Bapra rnoHaATHe PeryiIAPHOro PasiosieHHA MATPUUBL M 05LA3a) BTHM CXO;MMOCTL
NEROTOPHIX METO0B HTEPaIu ANA pemennd aunHefinnX cucrem ypasuesnii. B npeasnaraemoii patorte
NPOMIBOTHTCH 0O0HIEHREe HTHX Pe3YALTATOB B ABOAKOM OTHOIIGHKN : € OIHOH CTOPOHH JI0IIY CLAIOTCI
TAKAC HEARHCHIBIC 0TOODAACHNA a ¢ APYT 0l CTOPOHBL BCE BRICKAZLIBAHNA QOPMYAUDYIOTCSA M J101ia3b1-
BAIOTES B NOAVYIODIOYEHAOM 1IpocTpanerse I3anaxa. B nadecTse HOHKPETHOrO INPHMCHEINA
HOSTNHENB HCNOCPECTRCIITO OPMYIAPOBRA OTHOCHTEALIO CXOTHMOCTH HEROTOPBIX METOI0B NTepalm
JET8 PCTICHMA HCAWHCHTITWMNX CHCTeM YparHenuii Rr, .

I

Es sci B ein Baxacnraum and K ein Kegel in B, d.h., K ist eine abgeschlossene Teilmenge von B mit den
Eigenschaften A N c KLAN ¢ Kfird = 0und K n — K = {0}. Dannistdurch ,,» < y genau dann, wenn
gy — € N in BB cine mit der linearen Struktur vertriiglichen Halbordnung erklirt.

Definition 1:Gegeben sei cine stetige Abbildung F: B —» B, F = F(x). Fine Ahbildung F: Bx BB,
7 (. ). heiBt Zevlegung von F genan dann, wenn gilt: '
153 _fl';{.-t', y) ist stetig:
2. F(;r, a) = Flx) Y,
Jeder Zerlegung Fa. y) von F(x) kann man ein Tterationsverfahren .ﬁ{:e:" #1oa¥) = wzur Auflésung von F(x) = w
zuordnen.

an.

Beispicl 10 Wir geben fiir einige Abbildungen Zerlegungen und die dazugehdrigen Iterationsverfahren

BaxwacHrRranm B:

_.r"l'(.r} ({- F)):

F(x, y) = » - Fily);

kbl = B (%) o ae;

A 1 ] it '

B g) = o = (L a)y + o By)], 0 >0;

i ]
bt = (1 - @) 2+ w [Fy(a?) 4 o)
ey = (T - Fy- o Fy) o)
Fx, y) =x — Fi(y) — Fy(y):
k! = By (%) 4 Foak) 4 e
Fla, ) = a - Fy(x) — Fyly):
Ak El L R ) = Fo(at) b owr
~ ] 1 i
B~ ow = [ =)y + o Byfy) + o Byl o> 0;
gk L i m) 8 3 Fu®) b o Fola®) i oo
o~ ' 5
Flr.y) = [ o Fy2)] - -J-[(] o)y + o Fay)]. o >0;

(L] fri

W By ) (e @) 3 A Fy(t) o
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(2) I = R" (n-dimensionaler Vektorraum):
= (x); Flz) = (ft(-'fp ce J-‘n]) = (fr(i"}): rEyen sy, = 1(l)yn.
{{x) F{ﬁf, ?/) 2 (ff{yl: s Wi X Yirge ey .’)"ﬂ)]:
flak, .o ad ekt ek Ay =y, = 1) ne
() }}(-"-'s y) = (f{(-i'p 2/ /B TR y,.)):
flad i et ad L ) S, ()
(v) Fla,y) = ( ‘-(_F,-‘l, T (M 7y [¥¢ — (X =)yl yiry. -, ?/n)) -om >
,f,-(a"‘l’, RN e —l— [kt — (1 — m) 24] . b ;rf,') =0, &= H{1)n:
)
1 3
("}) F(l I.r‘) = (fx(rl vvvvvv Ui -1y ;;' [A?:i, ke {1 = f”) yrl s Mivte oo f}':r)) ) > 0:

fi(:r.’f*'l, s Ey Ry 1 [k — (1 — o) ak], R .t-'f") =y, &= (1)n;

Ublicherweise bezeichnet man die Verfahren (2), (x) bis (3) als Gesamtschrittverfahren, Einzelschrittverfahren,
Relaxationsverfahren in Gesamtschritten und Relaxationsverfahren in Einzelschritten. Die Durchfithrung
eines Iterationsschrittes, d. h. die Berechnung von a% ! aus 2%, erfordert dabei die Auflésung von n eindimen.

sionalen nichtlinearen Gleichungen, falls F nicht linear ist. :

1I.

% -
Ist eine Zerlegung F(z, y) von F(z) gegeben, so entsteht clie Frage, unter welchen Voraussetzungen die durch
-~ ' G
das zugeordnete Iterationsverfahren F(a*+?, 2¥) = w definierte Folge {2*} eindeutig bestimmt ist, konvergiert,
und wann der Grenzwert 2* eine Losung von F(x) = w ist. Um dariiber zu Aussagen zn kommen, geben wir die
folgende

Definition 2: Eine Zerlegung F:BxB - B, F= lE:{-.r, y), von F: B -~ B, ¥ = F(x), heillt reguldr,
wenn folgendes gilt: :

1: ?(ﬂ,y) < f’{zz, y) = at < 2? Y y;  (invers isoton)
Yoy, w3 ?{x, y) = w; : (surjektiv)
2. V<= Flz,y) 2 Fla,9?)  Va; (antiton)

Bemerkung 1: Da eine invers isotone Abbildung injektiv ist, folgt fiir gegebenes y und e die Eindentig-
keit eines Elementes  mit F(x, ) = w.

Beispiele I1:
1)

(a) (x) reguldr, falls F, isoton;
(B) regular, falls F, isoton und 0 < o» < 1;
(b) (x) regulér, falls F; + F, isoton;
(B) regular, falls I — F, invers isoton und surjetiv und F, isoton:
(y) regulér, falls F| 4+ F, isoton und 0< w = L3
(0) regulér, falls I — w F, invers isoton und surjektiv, F, isoton und 0 < o < 1.
(2) Wir zitieren einige Definitionen (siehe [2]): .
) Eine Abbildung: F: R* - R*, F(x) = (fi(ay, . . ., 24)) = (ful)) heiBt auBendiagonal antiton, wenn fir
jedes x € R” die Abbildungen
i B = RY,  wy=fia4tef), izj, 4 j=I1(1)n,antiton sind.
(¢’ bedeutet den j-ten Einheitsvektor). '
F: R" — R" heilit surjektiv diagonal isoton, wenn fiir jedes 2 € B* die A bbildungen
Wi R' = R, wy = fi(x +te'), 1 =1(1)n, surjektiv und streng jsoton sind.
Lemma 1: Ist F: R* - R" a-uﬁendiagonal antiton und surjektiv diagonal isoton, so sind die Zerleguugeh
(7) und (8) fiir 0 < @ < 1 (und damit auch die Zerlegungen (x) und (B)) regulir.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition.
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Wir beweisen nun einige Aussagen, welche fiir sich von Interesse sind. Mit ihrer Hilfe werden wir jedoch

" guch das Hauptergebnis (Satz 3) beweisen. Zuvor zitieren wir noch die

: Definition 3: Ein Kegel X ¢ B heift regulir, wenn jede (in der Ordnung) beschrinkte monoton wach-
sende oder fallende Folge konvergent ist. (Siehe [1], Seite 36). ' '

Satz 1: Es sei B ein durch einen reguliren Kegel K halbgeordneter Banachraum und
¥: BXB - B éiné regulire Zerlegung der stetigen Abbildung F: B — B. Es gebe 2% 10 ¢ B mit 20 = 7°
Fie) = w < FpP). | | |
Die Folgen {2F} bzw. {y*} werden nach ﬁ('.-r“ Pl ak) = w bzu. f(y"‘“, o¥) = w berechnet. Dann gilt:
PEALAN P Sy gy ' |
Fat) < w < F(g)

lima* =2* < y* =limy*, F(a*) = Fy*) = w.
b—roo b g

Beweis: 19s sei

NS <y, Feh e e

fﬁr ein k = 0, was sicherlich fiir k¥ = 0 richtig ist. Dann folgt
Flak+1, ok) = w = Fyh+), y*) < Flyh+1, 28) = 2k 41 < gb+1
?{xkﬂ, k) = w = F(zk) = .F,‘\{::*, k) = okl = gk,
Pyr+1,4%) = 0 < Flyh) = Plgh, yb) = yh1 < gt

Mit den beiden letzten Ungleichungen folgt
w = Fakd1, k) = Plak 01, 28 11) = F(ah+1)

und - : _

| w =Flyh+1, gb) < Fryr+1, yi+1) = P+,
Da der Kegel K regulir ist, und die Folgen {2#) bzw. {y*} monoton wachsend bzw. monoton fallend und beschréinkt sind, gilt

lim ok = 2% und lim gyt = y*
koo k—+co

Aus der Beziehung % — 2k > 0, k = 0,1.. .., folgt y* — #* = 0 fiir k — co, da der Kegel K abgeschlossen ist, also
z* < y*. SchlieBlich gilt :

w=F(ak+1, 2¥) S w = lim Pek+1, ob) = Pla¥, 2%) = F(a¥) .
k=0
Entsprechend zeigt man w = F(y*).

mr.

- Der nichste Satz enthalt Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit von zu verschiedenen Zeflegungen
gehorigen Iterationsverfahren.

Natz 2: Es sei B ein durch einen reguliren Kegel K halbgeordneter Banachraum und

P, J’jx_.B - 03, j«‘ = ,f«‘\{;r, y) b:ﬁv, is; BxB - B, ﬁ = j\?(.’c, y)

seien regulire Zerlegungen der stetigen Abbildung F: B -» B, F = F(z). Es sei
(I: BxBxB-» B, G =Gz, y,z),

etne Abbildung mit dem folgenden Eigenschaften.:

L Gle.y.9) = Fx,y);  Gle, 2,9) = F, y);

2. V'S9P G,y 2) = Gl ot 7).

Es gelte 2 < 10, F(9) < w < F ().

Fiir die Folgen (%}, (&%}, (%}, () mit

o~

. -~
F(aks1, %) = | .?(r’;ﬁ'“, Zf*’") =, A0 =0 = 0
mus 2oz e
k (ym i y;-} = ‘F(y.{'! 3 gr) = 70 = ;/o =y
gilt dann

lim 2% = lim 2% = a* < y* = lim yF =limy*,
A=co ) ko k=
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o~ ~
Beweis: Wie beim Beweis von Satz 1 zeigt man b +1 < Wk fitr alle k = 0. Eszseinun
PSS H P STy
firr ein b 2= 0. was sicherlich far & = 0 richtig ist. Dann folgt
Ao .\ S s 2 i~ 72 3 T 2 2 an S
Fih 13k = e = B(Gee1 58y = Gk, ghat, 56 = (g1, G, 58 = Bigrer, b 2 Bides, .

Da reguliive Zerlegung ist. folgt ﬁi' =1 < k11 Die Behauptung 7% < 2 fiir alle k = 0 zeigt man hnlich.
Nach Satz 1 gilt

im gk BE L PF = lim B, FEY) = F(F) =
koo kv 20 '

m ok = P pE = lm gk, F(E%) = F(§*) = .
Jeerin b=

Bs sei o cine Lisung von F(x) = w im Intervall I = {xjay, = & < y}. Danngilt ¥ = y-f = a;k <yt k=01
Dies ist foir )'.' = ) r:thtw und aus dem Bes.teh(,n (IIP%BI‘ Beziehung fiir ein & = () folgt™

f"{J‘" [ f;“} s e —i'{.e)“—‘l'{t J)_=]‘{I :y-‘}
also &= y-‘ #und damit auch ¥ .';“1 < Pkl < 0. Daraus folgt

lim %% == 5% = lim g,ri‘ =y*¥=F.
s Lo-r oo = s
Da i e ] eine beliebige Losung war. gilt insbesondere fir & = = 7% die Beziehung * = 7* = 7*. also j* = j*.
Iintsprechend zeigt man 3% = 7%,

Beispiel TIT: Wir geben jeweils die aus (7 entstehenden Zerlegungen ans Beispiel [ an.

()
, 1 1 )
() Gl =mr = (L= w)y + o R):
« 1y
(x) Gla, 2, y) = F{'.t.', )
B G, y.y) = Flz,y).
Die Voraussetzungen von Satz 2 sind erfiillt, falls ¥, isoton und 0 < m < 1.
(b)(A)

(e, y, 2) = & — Fy(y) — Fylz):
() G, . y) = Flz, y);
() G, x,y) = f’{.t-’ y) .

Die Voraussetzungen von Satz 2 sind erfiillt, falls F, ++ F, isoton. I, isoton and [ — F, surjektiv
und invers isoton.

(B)
U y.5) = x = [ = @)y + 0 F@) + 0 By
de.y.z) =0 —« (1 —m)y +« z) +m Fyz)):
D) = mr = (L= o)y + 0 Fy(E) + o By
(y) Gla. y. y) = F(, y);
(x) Gl o y) = Flz. y) .
Die V{)mnsset-mngeri von Satz 2 sind erfiillt, falls ¥, -+ Fyisoton und 0 < » < 1.
()
: 1 . el _
(e, y,z2) = = [x = Fy(e)] — e [(1 ——m)y -k o Fo(z)];
(0) G, y. ) = Fla, y);
(#) Gl vy y) = Fla, y) .
Die Voraussetzungen von Satz 2 sind erfilllt, falls 7 — o Fyinvers jsoton und surjektiv, F,isotonund 0 < @

< 1.
{2) (A)
Or, g 2) = (il o W 1 Bz oo o 2))s
(x) G, 9, y) = Fla, y);
(p) Gla, 2, y) = }5(1 y);
(B)

y ' 1 .
Glr.y.z) == (f.-(':;- wRERAE e [ =l =)yl 2000, -’-n)) :

(y) Glr, . y) = Fa, p):
(n) Gl y) = ?’{;r, Nk



.y, 2} = (f&(::‘;. R ™ 8 =mlh = a5 B e s .::,,)) ;

(0) Gr.y.y) = F(r.y):

() Gl 2.y) = Fla,y) . _
In den Beis.p'ieieh (A), (B) und (C) sind die Voraussetzungen von Satz 2 erfillt, falls F auBendiagonal antiton
und surjektiv diagonal isoton ist und bei (B) und (C) 0 < w < 1 gilt.
Damit erhdlt man unmittelbar
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()

Lemma 2: _
(1) Das Gesamtschritiverfahren konvergiert (im Sinne von Salz 2) nicht besser als das Einzelschrittverfahren.
2) Das Relavationsverfahren in Gesamtschritten konvergiert (im Sinne von Satz 2) fiir 0 < w < 1 nicht besser
‘als das Gesamtschrittverfahren. _ .
(3) Duas Relaxationsverfahren in Einzelschritten konvergiert (im Sinne von Satz 2) fiir 0 < w < 1 nicht besser als
dus Einzelschrittverfalhren. ' _
Unter den genannten Voraussetzungen liefert also das Einzelschrittverfahren in jedem Tterationsschritt die
engste KinschlieBungsfolge. (Siehe auch [2]).

I¥.
Mit Hilfe von Satz 2 beweisen wir nun unter geeigneten Voraussetzungen an ¥ und den BANAcHraum B die
globale Konvergenz eines aus einer reguliren Zerlegung entstehenden Iterationsverfahrens.
Satz 3: Es sei B ein durch einen reguliren Kegel K halbgeordneter Banachraum. B sei ein Rieszscher Raum
(d. . zu je zwei Elementen existierten das Supremum und das Infi maum). f'\(;r, y) sei eine reguldre Zerlegung der
stetigen Abbildung F. Ist F invers isoton und surjektiv, so konvergiert das Tterationsverfahren ﬁ(:r:’”’l, Z*) =
b= 0.1.2,.... fir jedes 2® ¢ B gegen die (eindeutige) Losung x* von F(z) = w. '
Bewels: Da F invers isoton ist. ist ¥ injektiv. d. h. F(z) = u hesitzt genau eine Lasung 2% = 1),
Nach Voraussetzung existicren die Elemente '
¢ =inf (F(x%.w) und & = sup (F(29), w)
fiir belichige .}'"I]emente 2% w e B. Wir setzen
u’= F-1{a) wond #0=F1(),
Dann gilt
Fu') £ F(2° £ F(»).
Daraus folgt wegen der inversen Isotonie von £’ die Beziehung w0 < 20 < % AuBerdem gilt F (#%) = w = F(2°). Nach Satz 1
gilt dann fiir die nach F(uk 1 uk) = g0, F{ek PV ok) =, k=0, 1,2. .., berechneten Folgen {u*} und {¢k)

..... J il I P FEME

Fluk) < w < F(ub) I
lim wk = Tim ok = 0% =} V).
keroo ke :

Wir zeigen nun, daB die Beziehung

ub = ok < ok
fiir alle k hesteht. Diesist fiirk = 0 richtig und aus dem Bestehen dieser Beziehung fiir ein = 0 folgt

Flur+1, uk) = o = Far+1, ob) < Plak+1, uby,
Uso uk-+1 < a¥+1. Entsprechend zeigt man ok ' 1 < b | I,

Aus der Beziehung w* < ok < ¥ folgt
COS wk— ok < gk gk,

Nach Voraussetzung ist der Kegel K regulir und damit normal (siehe [1], Seite 20), d. h. fiir 0 < « < y folgt ||2|| < Bllyl| (siehe
(1]. Seite 24). Mit Hilfe dieser Beziehung und durch zweimalige Anwendung der Dreiecksungleichung erhilt man
' ok — 2] < (1 -+ B) ||k — || 1 3 |jok ~ 2%)|, ' '

dlso Jim ok = g%,
PR

Y
:Ein(' wichtige Klasse von Abbildungen Fim R*, bei denen sich Satz 3 anwenden 1a6Bt, sind die von RHEINBOLDT
| 2] eingefitheten - Fanktionen. Kine A bbildung F': R - R" heiBt M-Funktion, wenn F invers isoton und
aullendiagonal antiton ist, _ ' :
RMEINBOLDT hat in [2] gezeigt, daB cine surjektive 3/-Funktion surjetiv diagonal isoton ist. Damit sind
fach Lemma 1 die Zerlogungen (2), () =(9) fiir 0 < < 1 regulir nnd nach Satz 3 sind das Gesamtschritt-
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verfahren, Kinzelschrittverfahren und das Relaxationsverfahren in Gesamt- und Kinzelschritten global koy.
vergent (Siehe auch [2]).
Wir betrachten nun speziell fiir -Funktionen ecinige weitere Zerlegungen.

Beispiel IV:

Be Bty wamift)y Fi= (- 0 = (k@) .
Wir fassen den Vektor a = (&) anf als Vektor von Teilvektoren
. | |
X;der Dimension d;: v =(X;) = | |mit V' d; = n. Dann definieren wir Abbildungen
Xuf T |

Fg:R" —> .RJ"_‘ F;IFg(;\'I,...,;Ym},

wobei F, durch Zusammenfassen von d Komponenten der Abbildung F entsteht. Es gilt dann F(a) <
= (Fy(X,, ..., X,)). Dann betrachten wir die beiden Zerlegungen

@) - Fay = (FdYp .., Y. X Yoo Ya))s
8)  Fay) = (FdXy. s iy Xy Yigar oo, Ya))s
Die dazugehérigen Iterationverfahren
PUXE v Xy XEPL XE oy X = Wy |8 = W), ' baw.
FAXIY oy XL X ity XD =Wy  T=T)W; £'=0, 1,200,
bezeichnet man bekanntlich als Block-Gesamtschritt- bzw. Block-Einzelschrittverfahren. Es gilt

m
Lemma 3: Ist F: R — R" surjektive M-Funktion, so sind fiir jedes m mit 1 < m < n und 3 d; = n die
Zerlegungen («') und (') regulir. Pl
Beweis: Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich aus der folgenden Aussage (siehe [2]):
Ist F: B — Rn surjektive M-Funktion. (my, ..., #y) eine Permutation von (1, 2, ..., 2}, 1 < p < nund ep 13, . .., cn gege.
bene reelle Konstanten, so ist die Abbildung :
. P 1
H: Re = Re mit Ry(r,...,m) =f (})_',‘ rgemg 4 3 c;e'"'f) . i=1lp,
: e j=p+1 ;
eine surjektive M-Funktion. Fiir die Zerlegung («’) folgt damit bei festem y aus ff}(x‘-, y) = Fa2 y). d. h. aus
P O € s ¢ 1 R ) = Fi(Yyn..., Yieg, X% Fiadioonn Tmds i=1Y1)m,

die Beziehung X < X%, i = 1(1) m, also # < ». AnBerdem ist :‘:(7 ) — w eindentig nach » auflsshar, Die zweite Forderung
an eine regulire Zerlegung ist klar. : )
Fiir die Zerlegung (3') ergibt sich die Behauptung dhnlich.

Mit Hilfe von Satz 3 erhilt man daher die folgende Aussage. _
Lemma4: Ist F: R* — R" surjektive M-Funktion, so sind fiir beliebige Blockeinteilung (d. h. fir jedes m,
i ' :
1 <m < n, 3 di = n) Block-Gesamtschritt- und Block-Einzelschrittverfahren global konvergent.
i . ;
Zusatz beider Korrektur, Es gilt auch die Uinkehrung von Satz 3: Ist B injektiv und konvergiert das
Tterationsverfahren F(2*+Y, 2%) = w, k = 0,1,2, ..., fiir jedes ° und w aus B, so ist F surjektiv und invers tsoton.

s Beweis: a) For jcﬁes w konvergiert. das Tterationsverfahren fitr heliehiges 2%, Somit gilt » = lim I:‘}' A (i, k) =
= Fla¥, a¥) = Fla®), L b Fist surjektiv. 2 ged]

b) Es gelte F z __*E Fy, ay e B Wir betrachten das [terationsverfahren }f\"{mk“, 2k) = w mit w: = Fy, 29 = 2 und
zeigen ok < 21, Fak < w, k=0,1,2,.... Nach Voraussetzung gilt Fa® = F2 < F y = w. Damit folgt F (2%, 2%) =
= w=Fa® _——,}T{a“', 2%), also 2! = 2% Seinuna* < 2%, F ok < wfiirein k = 0. Dann folgbw = ?{z‘"”,x*) = ?(Ik*‘-l, gk )=
= F z"*1 und damit ?‘{:L‘""‘”, 2y =g = F okt = [?(3.'{'"-"‘, akiy also w2 = 2Fvl, Die Folge (x%) ist nach Voraussetzung
konvergent, d. h. es gilt i}im ?"(9:’"“, ak) = F(x*) = v = Fy. Aus der Injektivitit von F folgt 2* = 3. Da die Folge (2%

—co
monoton wachsend ist, gilt 27 < z* fiir alle n. Fiir m = » gilt ndmlich 2 — 2# = 0 und somit fiir m — oc, wegen der Abge-
schlossenheit des Kegels, * = an. Insbesondere gilt also 2 = #? < 2* = y, d. h. F ist invers isoton. -
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