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EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit Aussagen iiber die Existenz einer
eindeutigen Losung bel einer Klasse nichtlinearer Gleichungssysteme und mit ver-
schiedenen Verfahren zur Berechnung dieser. In Abschnitt 2 wird fiir ein geeignet
definiertes Relaxationsverfahren in Gesamt- bzw. Einzelschritten die Konvergenz
gegen die eindeutige Losung bewiesen. In Abschnitt 3 werden Verallgemeinerungen
dieser Relaxationsverfahren angegeben, bei welchen die Losung fortwahrend einge-
schloBen werden kann. Diese Verfahren kénnen so modifiziert werden, da die ein-
schlieBenden Folgen monoton gegen die Lésung konvergieren (Abschnitt 4). Es
wird gezeigt, daB diese Verfahren unter den in Abschnitt 2 fir die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung angegebenen Bedingungen definiert sind und gegen die
Losung konvergieren. In Abschnitt S werden die in den Abschnitten 3 und 4 angege-
benen Verfahren beziiglich ihrer Konvergenzgeschwindigkeit verglichen und das
optimale Verfahren angegeben. Abschnitt 6 enthalt hinreichende Kriterien fiir die
Existenz genau einer Losung und die Abschnitte 7 und 8 einige Mdglichkeiten zur
Berechnung dieser unter Verwendung der Ableitung, ohne jedoch die beim Newton-
Verfahren entstehenden linearen Gleichungssysteme vollstandig aufzulésen. Im
Abschnitt 9 werden diese Verfahren so modifiziert, daB man monoton gegen die
Losung konvergierende Folgen erhilt. SchlieBlich enthalt Abschnitt 10 Aussagen
tiber die Losung einschlieBende und monoton iberlinear konvergente Verfahren.
Der letzte Abschnitt enthalt numerische Beispiele. Es wird gezeigt, daB die in den
Abschnitten 9 und 10 angegebenen Verfahren vorteilhaft zur Berechnung der Losung
der durch Diskretisierung einer Klasse von Randwertaufgaben entstehenden nicht-
linearen Gleichungssysteme verwendet werden kénnen.
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1. BEZEICHNUNGEN UND HILFSMITTEL

Mit x = (x;), ¥ = (»)), ... bezeichnen wir reelle n-dimensionale Vektoren: X, y, ... €
eV,(R), entsprechend mit X = (x;;), Y = (y;;) reelle n x n-Matrizen: X, Y, ...€
€ M,(R). Unter I(R) verstehen wir diec Menge der reellen abgeschlossenen und
beschrankten Intervalle X = [x,, x,], Y = [y}, 2}, - .-, und unter V,(I(R)) die Menge
der Vektoren x = (X)), y = (¥;), ... mit X,,Y;, ... €J(R). Entsprechend bezeichnet
M,(I(R)) die Menge der Matrizen X = (X;;), Y = (Y;)), ... mit X;;, Y;; € I(R). In I(R)
sind vier Verkniipfungen definiert, welche sich auf die Verkniipfung der Intervall-
schranken zuriickfiihren lassen. Verkniipfungen in M,(I(R)) sind wie iiblich definiert.

In I(R) wir durch
g(X,Y) := max (|x; — |, |x2 = y2|)

eine Metrik definiert. (I(R), g) ist vollstandig.
|X| := ¢(X,0) bzw. d(X):=x, — x,

heiBt Betrag bzw. Durchmesser des Intervalles X. Es wird Gebrauch von folgenden
Rechenregeln gemacht:

g(4+ C,B + C) = g(4, B); xeR=d(x)=0;

q4(AB, AC) < |4] ¢(B, C) ; d(A + B) = d(A) + d(B) ;

q(4 + B,C + D) < q(4, C) + q(B, D) ; d(AB) < |4| d(B) + |B| d(4) ;
d(4) = |4 - 4] ;

m(X) := 4(x, + x,) heiBt Mittelpunkt des Intervalles X.
Mit Hilfe von d, m und |.| definiert man

d(x) := (d(X)), m(x):=(m(X)), |x|:=(x)) fir xeV(I(R))
bzw.
d(X) := (d(X;))), m(X):=(m(X,)), |X|:=(X,]) fir XeM,I(R)).

Eine Abbildung
f:D cV(R) > V(R), f=(f{x),

heiBit diagonal wenn f(x) = f(x,), i = 1(1) n, gilt.
Wir setzen stets voraus, daB V,(R) durch
halbgeordnet ist.
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Eine Abbildung
f:D < V,(R) » V(R), f=/(f{)

heiBt isoton in D, = D, wenn aus X, y € D,, x < y, die Beziehung f(x) < f(y) folgt.
Ist x € V,(I(R)) und f : D < V,(R) — V,(R) stetig und x = D, so bezeichnen wir mit
f(x) € V,(I(R)) einen Intervallvektor, fir den gilt

{f(x) | xe x} < f(x).

Im folgenden wird vorausgesetzt, daB alle auftretenden Abbildungen der Teil-
mengeneigenschaft geniigen:

x c y = f(x) < f(y),

und daB mit lim x™ = x die Beziehung lim d(f(x,,)) = o gilt (Stetigkeit der intervall-
maBigen Auswertung).

Die meisten der in dieser Arbeit verwendeten Hilfsmittel der Intervallrechnung
findet man in [1].

Mit g(A) bezeichnen wir den Spektralradius einer Matrix A € M (R).

A = D — B (D Diagonalmatrix) heit M-Matrix, wenn a;; < 0 fiir i & j und
A~! > O gilt. Fiir eine M-Matrix A gilt o(D™'B) < 1. (Siche etwa [4].)

Zum Beweis von einigen unten angegebenen Satzen zitieren wir die folgenden
Aussagen:

Satz 1. Sei A = D — B, B = L + R (D Diagonalmatrix, L bzw. R strenge untere
bzw. obere Dreiecksmatrix), D nicht singuldr. Ist o(|D™" B|) < 1, so gilt

o((E — oD7'L) ' {|l ~w|E+ oD 'R} <1 far
0<w <2/l +o]DBJ).

(Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Satz 1 in [2], wenn man dort A := E —

Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gilt
o]l —w|E+wD'B)) <1 fir 0<o<2/(1+o]D!B).
Beweis. Die Matrix P = (E — o|D7' L|)7! {|1 — 0| E + w|D™* R|} kann auf-
gefaBt werden als die zur Matrix Q = |1 — 0| E + w|D™" B| gehdreige Einzel-
schrittmatrix. Nach einem Satz von Stein und Rosenberg (siche [4], Seite 68) und

einer Verallgemeinerung davon (siehe [2]) folgt aus o(P) < 1 die Beziehung o(Q) < 1.
Aus Satz 1 folgt daher die Behauptung .
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2. RELAXATION IN GESAMT- UND EINZELSCHRITTEN

Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem
f(x) =o
mit f(x) = (fxys - Xa)-

Dann heit die Iterationsvorschrift

x? e V(R) ;
Lose _ _
L0 B i) ) =0, b {Dw, E=0.L2....
Setze
e G o(x; — xf-")) , i=11)n, k=0,12,..., (0>0).

Relaxationsverfahren in Gesamtschritten (RG).
Entsprechend heiBt das Verfahren

x? eV, (R);
1Lose
Ttk in X5 X 8 i ) =0, =1, k=012,
Setze
0= ok wlE —x?)s i=Un k= 052 {0 50):

Relaxationsverfahren in Einzelschritten (RE)

~ Im folgenden Satz wird fiir eine Klasse von Systemen f(x) = o die Existenz einer
eindeutigen Losung und die globale Konvergenz der Verfahren (RG) und (RE)
gezeigt.

Satz 3. (Globale Konvergenzaussage fiir die Verfahren (RG) und (RE)). Sei A€
€ M(R) und A = D — L — R mit einer nichtsinguldren Diagonalmatrix D = O,
einer strengen unteren Dreiecksmatrix L und einer strengen oberen Dreiecksmatrix
R,B =L+ R Esseig|D7"B|) < 1 und b :V,(R) - V,(R) eine stetige, diagonale
und isotone Abbildung mit b(x) = (b/(x;)). Dann sind die Verfahren (RG) und (RE)
fiir beliebiges X* € V,(R) definiert und fiir 0 < w < 2[(1 + o(|D~'B|)) konvergent
gegen die eindeutige Losung von f(x) = Ax + b(x) = o.

Beweis. (a) Das Verfahren (RG) nimmt unter den Voraussetzungen dieses Satzes
die folgende Gestalt an:

| x eV, (R);

Lose . _ )

apx; +bfx)+ Y axP =0, i=1D)n, k=012....
i=1

i¥i
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Setze
pE e Y X % 1= UL k=0 10

Wir setzen
r{ty =a;t + bft), i=11)n, teR.

Wegen a;; > 0 und der Isotonie von b; ist die Abbildung r; : R — R bijektiv. Damit
ist die Folge x® definiert, insbesondere ist die Abbildung D + b :V,(R) > V,(R)
mit (D + b)(x) := Dx + b(x) invertierbar fiir alle x € V(R). Wir setzen

g:V(R)-V, (R) mit g(x)=(1 - o)x + w(D + b)71 (Bx).

Aus der Stetigkeit der b{f) und der strengen Isotonie von rt) folgt die Stetigkeit
von (D + b)™! und damit die Stetigkeit von g.

x* ist Fixpunkt von g genau dann, wenn f(x) = o gilt. AuBerdem gilt fir die
Iterierten x* von (RG)

x**D = (1 — 0) x® + (D + b)™! (Bx®).

Wir zeigen, da3 g kontrahierend ist. Wegen der Isotonie der b; gilt.

% 1 .
[t, — t| £ H~h+ oy [b{t,) — b{(1,)] = . [rit,) — rdt,)]
fur alle t;,1,€R, i = (1) n. Sind 5., 5, €R und t; = r; (s,), 1, = r; '(s;). so gilt
daher
]r,-_l(s,) - r{l(sz)| < 2 Is1 - 52} s B,
a;;
oder

(D+b) " (x)—(D+b) ()| D 'x—y| firalle x yeV/(R).

Damit folgt

| le(x) — &) =

=]l —o)x+ oD +b)7(Bx) — (1 — @)y — (D + b)~* (By)] <

< |t - o|[x - y] + o|(D + b)"*(Bx) — (D + b)~* (By)| <
<1 - o||x—y| + oD7!Bx — By| <
<{|1 — o|E + o|D7'B|} [x — ¥].

Nach Satz 2 gilt (|l — w|E + 0|D7'B]) <1 fiir 0 < < 2/(1 + o(|D™*B])).
Damit ist die Behauptung fiir das Verfahren (RG) gezeigt.

(b) Das Verfahren (RE) nimmt unter den Voraussetzungen dieses Satzes die

folgende Gestalt an:
x@ eV(R).
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Lose

,;,+b{x)+Zaux”‘+”+ Z agiptt =0, i=l}rs B= 0L 2

j=i+l1
Setze
x*D = x® 4 ofx; — x), (0>0), i=1(1)n, k=0,1,2,....

Wie oben setzen wir
r{t) = azt + bf1), i=1(1)n,

Dann 1aBt sich diese Iterationsvorschrift in der Form

x(ik+1) =(I _ ) ”‘)-!-(ur 1( zau gk+1) Z a.x® , 0= l(l)n,

ij J'
j=it1

schreiben. Wir setzen
g :V(R) - V,(R) mit

80 = (1 — @) x + o(D + b)* (Lgx) + Rx).

g ist stetig. Fir zwei beliebige Vektoren x, y e V,(R) gilt mit g(x) = (g{x)), g(y) =

= (94y)) -
lg(*) — &(v)] = (11 = ) x; + 0ry(- _Z a;91x) — ,_Z %) —

—-(1-—w)y—wr 1( Zazjg(Y)_ s :J’y)l

= (|1 — of |x - y;

- iig.r{x) Z a;;xj +
i =1 Jj=i+l1

* 2%91{)’) i Z U?yfg) = (ll - w] Ix _}’I i o= Z Iaul ng(X) - QJ(Y)I o+

Jj=i+1 “J—

# 2 5 loulley =) = 1 = ol + D~ RDx ] + 0[] )~ £6) )

G ji=it

Daraus folgt
lg(x) — g()| = Plx — |

P=(E- mlD_ILD_1 . {[1 — a)lE + m[D_’Rl} :

mit

Nach Satz 1 gilt ¢(P) < 1 fir 0 < » < 2/(1 + Q(ID_IBD). Damit ist der Satz be-
wiesen.

Als unmittelbare Folge von Satz 3 erhalten wir
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Korollar 1. A € M,(R) sei eine M-Matrix und b : V,(R) — V,(R) erfiille die Voraus-
setzungen von Satz 3. Dann sind die Verfahren (RG) und (RE) fiir beliebiges
x9 €V(R) definiert und fir 0 < w < 2/(1 + o(D™'B)) konvergent gegen die
eindeutige Losung x* von f(x) = Ax + b(x) = o.

Korollar 2. Ist A = D — Be M,(R) mit einer nichtsinguldren Diagonalmatrix
D = O, A entweder streng diagonal-dominant oder irreduzibel diagonaldominant,
und gelten fir b :V,(R) - V,(R) die Voraussetzungen von Satz 3, so sind die Ver-
fahren (RG) und (RE) fiir beliebiges X\ e V(R) definiert, und fir 0 < @ <
< 2/(1 + o(|D7'B|)) konvergent gegen die eindeutige Losung x* von f(x) = Ax +
+ b(x) = o.

Bemerkung. Die Aussagen von Korollar 1 sind fiir 0 < @ < 1 in [6] bewiesen
worden.

3. EINSCHLIESSENDE FOLGEN MIT DEM RELAXATIONSVERFAHREN
IN GESAMT- BZW. EINZELSCHRITTEN

Wir zeigen nun, daB man unter den Voraussetzungen von Satz 3 Folgen von.
Intervallvektoren angeben kann, deren Schranken gegen die Losung x* konvergieren.
Gilt dariiberhinaus x* € x%, so gilt x* € x® fiir alle k. Dazu betrachten wir zunéchst
die folgende Verallgemeinerung des Verfahrens (RG):

x© = (X®) eV((R), i=1()n, k=012...,

VO = [ o] =~ T ax®, i=1(1)n, k=012....
j=1
J*i

Lose

ag,‘x,',l -+ bi(xi.l) = UE‘?{ 5 d,-ix,v‘z + b,{x,—_g) = U(!'f; , I = l(l) n, k= O, 1, 2, St
Setze
XD =1 - 0)X® + o[x;1,%x:2], (@>0), i=1(1)n. k=0,1,2,....

Wir bezeichnen dieses Verfahren als intervallmdBige Durchfiihrung des Relaxations-
verfahrens in Gesamtschritten (RGI).

In Analogie zum Verfahren (RGI) betrachten wir die Iterationsvorschrift:

x® = (X{) e V(I(R)) ;

n

i-1

0 e Y e - K+ 1 K i .

Vit = [Ui,h Via]i=— Za;’jX‘(,' ) Z aijE-}, i = l(l)n, E=0.1.2 wu:
Jj=1 j=£+l
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Lose _

@ixiy + bixin) = 015 awxip + bfxig) =03, i=1)n, k=0,1,2,...
Setze

X¢D =(1 - ) XP + 0fx:1.x2), (@>0), i=11)n, k=0,1,2,....

Dieses Iterationsverfahren bezeichnen wir als intervallmaBige Durchfiihrung des
Relaxationsverfahrens in Einzelschritten (REI). Es gilt der folgende

Satz 4. Fiir A und b(x) mégen die Voraussetzungen von Satz 3 bestehen. Dann ist
das Iterationsverfahren (RGI) fir beliebiges x'? eV, (I(R)) definiert und die
Folge x® konvergiert fiir 0 < w < 2[(1 + o(|D™'B|)) gegen die Losung x* von
f(x) = Ax + b(x) = o. Gilt daritberhinaus x* € x, so gilt x* e x® fiir falle k.
Dieselben Aussagen gelten fiir das Verfahren (REI).

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3 unter (a) setzen wir
r{t) =a;t + bff), i=11)n, teR.

Wegen der strengen Isotonie von rft) folgt x
X; 1 > X; ., SO wiirde

< x; 5, i = 1(1)n. Denn wire

Bl = -t

a;X;y + bx; 1) = vl > aix, 5 + bfx; ;) = oY),
also ein Widerspruch folgen. Somit ist die Folge x® = (X{”) definiert und es gilt
€D = gfa®) = (g(x)

9{x®) = (1 — @) X + o[x; 1, x;,] =

mit

= (1= &)X + o[r (= TauXP)), (= Zax )]

Jj%i R

Die Abbildung g : V,(I(R)) - V,(I(R)) ist stetig. Wir zeigen, daB g kontrahierend
ist. Es gilt fir x = (X;), y = (Y)) e V,(I(R))

a(g4{x), 9{y)) zm“ﬁ’,‘z(]((l - 0) X)), + or] 1((—;:10;;)(;)»:) -

(1= 0)¥). - o (= TasT)) <
= max (1 = @) X))~ (1 = @) W] + 0lr7 (= T X)) -
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- r?'((~§}ﬂ.-;¥;)m)) =

Jj¥i
=4q ((1 - w) X (1 w) Y) + = q( Zau b ZaiJYj) =
: J=¥=: j;:
<[t - oo, 1) + 2 ¥ o alx, 7).
i J=1
Jj¥i

also
(a(g4): 9y)) = {|1 — ©| E + o[D7'B[} (¢(X 1)) -

Nach Satz 2 folgt der erste Teil der Behauptung.

Es ist noch die letzte Behauptung des Satzes zu zeigen. Ist x* € x* so gilt
k k k i
agx; + b{x})= — ZauxJ € — Za,_,X( r=lnhdl]: s ln.
)#: 1#1
Wire nun x; < x; ;, so wiirde
anx + b{x*) < auxx 1 ik b'(xx 1) = v(k)
und entsprechend fir x; > x; ,

003 = a;x;2 + bi{x;,) < a;xi + bi{x}),
also
a;xt + b(x )¢ [vf"%v?‘%

folgen. Dies steht im Widerspruch zur oben angegebenen Beziehung. Somit gilt
x} € [x;,1, X; 2] und au‘grund der Teilmengeneigenschaft der Intervallrechnung

xi =1 -0)xi + oxie(l = 0) X{? + o[x; 5, X 2] = b Coliiel TR = (D) n.

Das ist die Behauptung. Fir das Verfahren (REI) wird der Beweis dieses Satzes
dhnlich gefiihrt.

Der Satz 138t sich unmittelbar auf Systeme der in Korollar 1 und 2 beschriebenen
‘Form anwenden.

4. MONOTONE EINSCHLIESSENDE FOLGEN
MIT DEN RELAXATIONSVERFAHREN IN GESAMT- UND EINZELSCHRITTEN

Die Schranken der Intervallvektoren x* nach den Verfahren (RGI) bzw. (REI) kon-

vergieren im allgemeinen nicht monoton gegen x*, selbst dann nicht, wenn x* € x%
fir alle k gilt. Wir geben jetzt Modifikationen der Verfahren (RGI) und (REI) an,

275



bei welchen die Schranken monoton gegen die Losung konvergieren. Als Veralige-
meinerung des Verfahrens (RGI) betrachten wir die Iterationsvorschrift

x@ = (X eV(I(R)) :

%= [szi Uﬁ"; 1= Za‘-jXE”, i=1{1)n, =i, 1,20
j=1
J*i
Lose

a;x;y + bix; ) = ; i b b%s) =80 1=, B R0 L2

Setze

Y.:(Hl]:(l—-CU)XE“-{*CO[X:'.DXL:]: >0, i=l(1)”’ k=012..;
XED = Y0 5 X0 . i wil(ln, B0, 200

Wir bezeichnen diese Iterationsvorschrift als intervallmiBige Durchfiithrung des
Relaxationsverfahrens in Gesamtschritten mit Durchschnittsbildung nach jedem Itera-
tionsschritt (RGID).

In volliger Analogie dazu konnen wir das Verfahren (REI) verallgemeinern. Hier
ergeben sich zwei verschiedene Mdoglichkeiten.

(a) : x@ = (X{”) e V,(I(R)) ;
i—1 n
VO = [, 03] = = L ag¥ - Y ax®, i=1()n, k=0,12,....
=1 j=itl
Lose
@X;q + bix:0) = o5 auxi, + bix;,) = 5;, i=)n, k=0,12, ...
Setze

Y =1 - o) XP + ofx; %], ©>0, i=11)n, k=0,1,2,...;
X{iki—l) - X(ik)nygk+1)’ i = 1(1),1’ =0 2000

Diese Iterationsvorschrift bezeichnen wir als intervallmiBige Durchfithrung des
Relaxationsverfahrens in Einzelschritten mit Durchschnittsbildung nach jedem Ite-
rationsschritt (REID).

(b) x9 = (X" eV,(I(R)) ;
i—1 n

Vsm [uf"{, Ufk% = ijain.(fk+l) = Z;I“UXE"’ = 1(1) By E=0-1.Z 000
= g

Lose

a,-,—xi,l + b;(xl-,l) = a{‘fi 5 aﬁx‘-"z + bi{xi’z) = I}E"f; 5 E = 1(1) n 3 k == 0, I, 2_, «ra »
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Setze
YD = (1 - 0) X + oxipxi2], (@>0), i=1(1)n, k=012,
X(k-ri) Y("‘H)nX{k], i= 1(1);'1, k=0,1,2,....

Diese Iterationsvorschrift bezeichnen wir als intervallmdBige Durchfihrung des
Relaxationsverfahrens in Einzelschritten mit komponentenweiser Durchschnittsbil-
dung (REIDK).

Bemerkung. Die intervallmaBige Durchfiibrung des Relaxationsverfahrens in
Gesamtschritten mit komponentenweiser Durchschnittsbildung (RGIDK) ist mit
dem Verfahren (REIDK) identisch.

Satz 5. Fir Ae M,(R) und b :V,(R) - V,{R) mégen die Voraussetzungen von
Satz 3 bestehen. Die Losung x* von f(x) = Ax + b(x) = o sei in X enthaliten:
x* € x'Y. Dann sind die Verfahren (RGID), (REID) und (REIDK) definiert und
fir 0 < o < 2/(1 + Q(lD_lBD) konvergent gegen x*.

Beweis. Wir fiihren den Beweis fiir das Verfahren (RGID). Wie im Beweis von
Satz 4 gezeigt wurde, gilt x7 € (1 — ) X\ + o[x; 1, x; 2] =:Y**D, falls x7 e X{
ist. Damit gilt dann auch x* e YD A X% = x %+ 7 - 1(1) n. Somit ist das
Iterationsverfahren (RGID) definiert und fiir alle k gilt x* € x*. Wegen der Durch-
schnittsbildung gilt fiir die Folge x™:

x® 5 x5 x5 o x

"

und damit fiir die Folge der Durchmesser

d(x®) > d(xV) = d(x®) > ...> o

Als monoton fallende und beschrinkte Folge besitzt die Folge d{x®) einen Grenz-
wert d(x). Fiir k — oc gilt in (RGID):

Vl = [Ui,l’ v,:,z] = Y U J’ i = l(l)n

J'=.l

j“—.‘
a;x;, + b,{xi',) =0;13 %2 + bix; 2) U2, §= 1(1) n:
Yi:(l_'w)xf"'m[xi,irxf.z]? X;=Y,nX;, i=l(l)n.

Daraus folgt
d(Xi) é d(YK) . ’I - G}) d(Xi) + COIII',Z - xi,ll -

= |1 — o] d(X,) + o|r7 (- Jila:fXj}:) = ?‘:_I((*j;aijj):)l e=



<1 — o] dX) + ;w_‘_ [('"J_glaijxj)Z - (—jgaiij)il =

J¥i jFi

= |1~ o d0x) + > d(3,a5%) = |1 = 0] dx) + > ¥ o] X))

oder
d(x) < (|1 — 0| E + o|D7'B}) d(x).

Wegen o(|1 — 0| E + o|D™'B|) < 1fir 0 < w < 2/(1 + ¢(|D~'BJ)) folgt d(x) = o,
und wegen x* € x® fiir alle k ist lim x® = x*.

k—a

Die Beweise fiir die Verfahren (REID) und (REIDK) ergeben sich dhnlich.

5. VERGLEICH DER KONVERGENZGESCHWINDIGKEITEN

In den Abschnitten 3 und 4 haben wir mehrere Iterationsverfahren zur Einschlie-
Bung der Losung x* vonf(x) = Ax + b(x) = o angegeben. In diesem Abschnitt sollen
diese Verfahren beziiglich ihrer Konvergenzgeschwindigkeit miteinander verglichen
werden. Dazu setzen wir in den folgenden Sitzen stets voraus, daf3 x* im Startvektor
enthalten ist. Unter dieser Voraussetzung sind alle Verfahren definiert. Als Ergebnis
dieser Untersuchungen wird sich zeigen, daB das Verfahren (REIDK) firw=11n
jedem Iterationsschritt die beste EinschlieBung fiir x* Liefert.

In einem ersten Satz vergleichen wir die Verfahren (RGI) und (RGID) bzw.
(REI) und (REID) miteinander.

Satz 6. Es seien x® = (X®) und X® = (X®) mit x@ = x© die nach den Ver-
fahren (RGI) und (RGID) berechneten Iterierten. Dann gilt fiir festes w und alle
k:X® < x®_ Die gleiche Aussage gilt fir die nach den Verfahren (REI) und
(REID) berechneten Iterierten.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage fiir die Iterierten nach den Verfahren (RGI)
und (RGID). Nach Voraussetzung gilt X@ = x(®. Es sei nun X® < x® fiir ein
k = 0. Dann folgt

n n

37(k vk k k -

T = - TapkP < = Y aX® = VO, i=1()n,
j=1 j=1

J¥i J¥i

und damit [X;,, X;,] < [x;,, X;2], i = 1(1) n. Dann folgt aufgrund der Teil-
mengeneigenschaft

YD = (1 - 0) XP + ofFi1, 5i2] © (1 - 0) XP + ofx;,, xi2] = X¢Y,
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also auch
XED = FE+HO  X® o D = (1),

Das ist die Behauptung x**1 < x®+1)

er Beweis fiir die Iterierten nach den Verfahren (REI) und (REID) erfolgt

ahnlich.
Im nichsten Satz werden die Verfahren (RGID) und (RGIDK) bzw. (REID)
und (REIDK) miteinander verglichen.

Satz 7. Es seien x® = (X®) und x® = (X) mit x = X die nach den Ver-
fahren (RGID) und (RGIDK)(=(REIDK)) berechneten Iterierten. Dann gilt
~ fiir festes w und alle k : x® < x®. Die gleiche Aussage gilt fiir die nach den
Verfahren (REID) und (REIDK) berechneten Iterierten.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage fiir die Iterierten nach den Verfahren (REID)
und (REIDK). Nach Voraussetzung gilt X¥ = x®. Sei nun X% < x® fir ein
k = 0. Dann folgt

n
Tfl{k) iy Z auf}” c — T a.. X% — V(U

1 el
F=2 _r
vod damit [X; ;. %; 5] © [ri6 %2k
k+1) _ sk . o *) i _ wlk+1
Yl( ) = (1 - ““) X(l) L m[xl._v Xy 2 © (l _Q)XI + w[xl,h -\i,z:l = Y1( X,
also
XED = YEHD 4 XP < yED upd XD < YD A X = XEHD
Wegen XD < v #* D folgt aufgrund der Teil i hafi
¥ : gt aufgrund der Teilmengeneigenschaft
k) Tk+1 k k+l k k
=
und damit [:Ez,}, Xy ] 1% X, a2k
— _ e )
=01 -0)XP +o[%, %] c( — ) XP + ofx,, x,,] =YD,
X(k‘i‘l} Y(k‘l']) A X(k) Yz(k-i—l} : _'(k+1} Y(J(.-I—I) mxﬂi) X(k+1)

Durch die gleichen Uberlegungen zeigt man
X0 e X, § =) m, alss RN gaplhtlh,
Die nichste Aussage zeigt, daB man beim Verfahren (REIDK) fiir o = 1 die beste
EinschlieBungsfolge erhalt.

Satz 8. Es seien x® = (X¥) und x® = (X¥) mit x@ = % die Iterierten
des Verfahrens (REIDK) fiir w bzw. ® mit 0 < o < @ £ 1. Dann gilt X% < x®
fiir alle k. Die gleiche Aussage gilt fiir 1 £ & < w.
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Beweis. Wir zitieren zunachst einige Aussagen, welche beim Beweis bendtigt
werden. X, Y seien aus I(R). Dann gilt:

@0<w=sL,XnY+0:{l-0)X+a¥;nX=(1 ﬁa))X+co(YnX);.
B)0<w<d=lL,YcX:(l-d)X +0Yc(l —0)X + o;
)12 XnY+0:(1-d)X+aY<{l —0)X + of;

Die Aussagen (a) und (b) wurden von O. Mayer in [5] angegeben. Die Aussage {c)

128t sich einfach verifizieren.
Wir beweisen nun die Aussagen von Satz 8.

Es sei zunichst 0 < @ £ @ < 1. Nach Voraussetzung gilt x© = x?. Sei nun
x® < x® fiir ein k = 0. Dann gilt

77k
!’/‘F):___

T =

n
v (k) &) _ k)
2 Jj=2

und damit [X, ;, X; ,] < [x, ;, x; ,]- Daraus folgt

XD o {{i — @) Xfik) + @[%; 1, % 2]} 0 Xy

=1 - @) XP + o{[5,1, % 2] n XP) (nach (a))
c(l =@ XP + Bf[xy.55 X12] " XD} (Teilmengeneigenschaft)
(1 -a) X +oflxihxia] o X (nach (b))
= {1l - @) XP + o[x; .1, %]} 0 XP {nach (a))
— X¢HD |
Damit folgt
PP = =0, X - $ 0, XD < —anX - 5o = V0.

Wie fur die erste Komponente folgt dann
X{zk'i-l) - ch-l—l)
Entsprechend zeigt man X**9 < X¥*1, i = 3(1) n, also X**V < x®+D,
Ist 1 £ @ < w, so folgt aus der Induktionsannahme x* < x® die Beziehung
n n
7o _ 7o ®) _ yk
hW=-Ya;;XPc~YaXP=vP®,
i=2 j=2
also [X; 4, X, 5] © [*;,1, X; 2], und somit

l—/{k-i-i) oz (1 _ @} ng) = Eﬁ{.\_'l_l, .‘?;,z]

c(l-a)XP + afx, 1, x;.2] (Teilmengeneigenschaft)
= (1 - @) XP + ofxy,1, x;.2) (nach (¢)) -
— Y&+D
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also auch
ng-fl} — ?!(IH—I) A X(lk) . Yj(k-i—l) nX(lk) = ng-i—l);

entsprechend zeigt man X% 10 < X¢*D ;= 2(1) n, also x**D < x**D. Damit
ist der Satz bewiesen.

Wir bezeichnen das Verfahren (REIDK) fir @ = 1 als intervallmaBige Durch-
fihrung des Einzelschrittverfahrens mit komponentenweiser Durchschnittsbildung
(EIDK). Die intervallmaBige Durchfiihrung des Gesamtschrittverfahrens mit kom-
ponentenweiser Durchschnittsbildung (GIDK) ist mit dem Verfabren (EIDK)
idetisch. Wir sind nun in der Lage das optimale Verfahren anzugeben.

Es sei I die Menge der lterationsverfahren I mit
I e I = {(RGI), (REI), (RGID), (REID), (REIDK), (EIDK)} .
Es bezeichne x%' die Iterierten nach Verfahren I. Dann wird durch
I £Tex® < x® fir alle k,

in I eine Halbordnung definiert. Wir zeigen, dalB (EIDK) < I foaralle I e Igilt, wor-
aus dann folgt, daB die Losung x* mit dem Verfahren (EIDK) in jedem Iterations-
schritt am besten eingeschlossen wird.

Nach Satz 8 gilt
(EIDK) < (REIDK) firalle o >0,

und nach Satz 7 und Satz 6

(REIDK) < (RGID) < (RGI) (o > 0, fest).
(REIDK) < (REID) < (REI} (@ > 0, fest).

Damit folgt fir alle @ > 0

(EIDK) < (REIDK)|,-5 < (RGID)|,-5 < (RGD)|,-5
und

(EIDK) < (REIDK)|,-5 < (REID)|,=5 < (RED],=5 -

Das ist die Behauptung.

Die bewiesenen Aussagen sind im nachfolgenden Ordnungsdiagramm veranschau-
licht:

(RGID) o c]> (REID)

(RGIDK) | (REIDK)
é
{EIDK)
(GIDK)
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6. EIN SATZ UBER DIE EXISTENZ GENAU EINER LOSUNG

Der nachste Satz gibt eine nichtkonstruktive Aussage fiir die Existenz genau einer
Lésung von f(x) = Ax + b(x) = o unter der Voraussetzung, daB f(x) (Frechet-) diffe-
renzierbar ist.

Satz9. Es sei A€ M,(R), A = D — B, mit einer Diagonalmatrix Dund b : V,(R) -
— V,(R), b = (b{x))), sei eine stetig differenzierbare diagonale Abbildung mit
|la;; + bi(x;)| = 6; > 0, i = (1) n, fir alle xeV,(R). Es sei A =diag(J;) und
o(]47'B|) < 1. Dann ist die Abbildung f(x) = Ax + b(x) ein Homeomorphismus
von V, (R) auf V,(R).

Beweis. Die Abbildung f ist stetig differenzierbar:
f(x) = A + b'(x) = D + b'(x) — B.

(f'(x) € M,(R) bezeichnet die Frechetableitung). Wegen §; + 0, i = 1(1) n, existiert
(D + b'(x))~" fir alle x e V,(R) und es ist

(D + b'(x))"! B| < |47'B| firalle xeV,(R).
Damit folgt unter Verwendung der Neumannschen Reihe
IF(97] = |{E — (D + ()™ B}~ (D + b(x)™!| <
<(E-|a7"8)7 a7 = (4 - [B)7".

Unter Verwendung einer monotonen Matrixnorm folgt
IFC~"H = lia — 8D~
und m:t Hilfe des Norméquivalenzsatzes
e = ef(4 - [B)~]

far eine beliebige Norm mit einer von x unabhéngigen Konstanten ¢. Aufgrund des
Hadamardschen Satzes (siche etwa [6], Seite 137) folgt die Behauptung.

Als unmittelbare Folgerungen aus Satz 9 erhalten wir

Korollar 3. Sei Ae M,(R) eine M-Matrix, A = D — B, und b :V,(R) - V,(R)
stetig differenzierbar und diagonal und b’(X) nichi negativ. Dann ist die Abbildung
f(x) = Ax + b(x) ein Homeomorphismus von V,(R) auf V,(R).

Beweis. Wegen a;; > 0, i = 1(1) n, und b{x;) = 0 kann man in Satz 9 §; = a;;
wiahlen. Mit o(D™'B) < 1 folgt die Behavpiung.
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Korollar 4. Sei A€ M,(R) streng diagonaldominant oder irreduzibel diagonaldo-
minant und b : V,(R) - V(R) stetig differenzierbar und diagonal und sign (bi(x))) =
= sign (a;;) fiir alle x. Dann ist die Abbildung f(x) = AX + b(x) ein Homeomor-
 phismus von V,(R) auf V,(R).

Beweis. Es gilt |a; + b{x;)| 2 |a.], i = 1(1) n, fir alle x. Man kann daher in
Satz 9 §; = |a,|, i = 1(1) n, wihlen. Wegen o(|D7'B]) < 1 folgt die Behauptung.

Bemerkung. Der Beweis von Korollar 3 ist in [6], Seite 141 enthalten.

7. VERALLGEMEINERTE LINEARE ITERATIONSVERFAHREN

Ist ein lineares Gleichungssystem der Form Ax = b mit A e M,(R), beV,(R)
gegeben, A = D — L — R, B = L + Rdie Zerlegung von A in eine Diagonalmatrix D
und eine strenge untere bzw. strenge obere Dreiecksmatrix L bzw. R, so bezeichnet
man bekanntlich die Iterationsvorschrift

X&) = (1 — @) x® + {D7'Bx* + D70}, k=0,1,2,..., (0 >0),
als Relaxationsverfahren in Gesamtschritten (RG), die Iterationsvorschrift
x**D = (D — @l) 1 {(1 — ©) D + wR} x* + (D ~ wl)7' b,
k=0,1,2,..., (0>0),
als Relaxationsverfahren in Einzelschritten (RE).
Mit U = (1/o) D, C = (1/w) [D + oB],
H=U"'C=D"[(1 - 0)D + wB]
1aBt sich beim Verfahren (RG) x* durch x{°’ folgendermaBen darstellen:
x*+D = x® — (E + H + ... + H)D7YAX? — b).
Entsprechend erhilt man mit
U=1o(D-owl), C=1o[(l -—w)D+ wR],
H=UC=(D -0l {1 - oD+ ok}
beim Verfahren (RE)
xETD = O _ (E+ H + ... + H)(D — o)™ (AX® — b).

(Siehe [6], Seite 215.)

Ist eine Abbildung f: D < V,(R) - V,(R) gegeben, und ist x? eine Naherung fiir
eine Nullstelle x* von f, so geniigt die Folge {x®} der mit dem Newton-Verfahren
berechineten Naherungen den Gleichungen |
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ff(x(k}) CxEFD fr(x(k}) - xR f(x(k)) , k=0,1,2,....

Statt nun x** 1 fiir jedes k exakt zu bestimmen, kann man mit einem Iterationsver-
fahren zur Auflosung linearer Gleichungssysteme durch Ausfithrung einiger Itera-
tionsschritte eine Naherung fiir x**1) bestimmen, die Ableitung neu berechnen usw.
Mit
f(x®)=D; — L; — Ry

erhalt man bei Verwendung des Verfahrens (RG) und bei Ausfithrung von m Itera-
tionsschritten zur Auflosung des durch Anwendung des Newton-Verfahrens entste-
henden linearen Gleichungssystems die folgende Iterationsvorschrift

xEFD) 5B _ m(E M b H:«—i) D;—If(x(k)‘), k= 0; 152 eaay (G) > 0).

Wir bezeichnen diese Iterationsvorschrift als Newton-Relaxationsverfahren in
Gesamtschritten (NRG). '
Entsprechend erhilt man bei Verwendung des Verfahrens (RE)

xE+D = x® _ o(E + Hy + ... + HF ) (Dp — oly) ™! f(xP),

k=0,1,2,..., (0>0).

Dieses Iterationsverfahren bezeichnen wir als Newton-Relaxationsverfahren in
Einzelschritten (NRE).

8. LOKALE KONVERGENZAUSSAGEN

Fiir die im letzten Abschnitt angegebenen Verfahren (NRG) und (NRE) erhebt
sich nun die Frage, wann die Folgen x® gegen eine Nullstelle x* von f(X) = o
konvergieren.

Wir zitieren dazu den folgenden

Satz 10. Es sei f: D = V,(R) — V,(R) differenzierbar in einer offenen Umgebung
So = D eines Punktes x* € D, fiir den ' stetig und f(x*) = o ist. Es sei fi(x*) =
D'(x*) — L'(x*) — R(x*) die Zerlegung von f'(x*) in eine Diagonalmatrix D’(x*),
und eine strenge untere bzw. obere Dreiecksmatrix L'(x*) bzw. R'(x*). Ist D’(x*)
nichtsinguldr und o(D'(x*)™ {(1 — o) D'(x*) + o(L'(x*) + R'(x*))}) < 1, dann
gibt es eine offene Umgebung S = S(x*,8) < S, so dap fir alle xXX¥ € S die mit
dem Verfahren (NRG) berechnete Folge x® in S bleibt und gegen x* konvergiert.

Die gleiche Aussage gilt fiir das Verfahren (NRE), falls o((D'(x*) — wl'(x*))™*.
A(1 — ») D'(x*) + wR'(x*)}) < 1 ist. Fiir einen Beweis siche [6]; Seite 321.

Als Anwendung dieser Aussagen geben wir den folgenden
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Satz 11. Sei f: D < V,(R) - V,(R) differenzierbar in einer offenen Umgebung
So < D eines Punktes x* € D fiir den ' stetig und f(x*) = o ist. Ist o(|D'(x*)7".
.B(x¥)|)) < 1, dann gibt es fir alle 0 < o < 2/(1 + o(|D'(x*)™! B'(x*)])) eine
offene Umgebung S = S(x*, ) = S,, so dap fiir alle XX € S die mit dem Verfahren
(NRG) berechneten Folgen x®) in S bleiben und gegen x* konvergieren. Die gleiche
Aussage gilt fiir das Verfahren (NRE).

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satz, den Satzen 1
und 2, und der Tatsache daB fiir eine Matrix P € M,(R) aus O < |P| < Qund ¢(Q) <
< 1 die Beziehung ¢(P) < 1 folgt.

Bemerkung. Im Falle, daB f'(x*) eine M-Matrix ist, wurde diese Aussage fir
das Verfahren (NRE) und fiir 0 < @ < 1 in [6] angegeben.
Als eine unmittelbare Folgerung erhalten wir

Satz 12. Es sei Ae M,(R), A=D — B, und b:V,(R)—V,(R), b= {b(x)),
sei eine stetig differenzierbare diagonale Abbildung mit Iaa!,-i + b;(xi)] =0; >0,
i = 1(1) n, fir alle xeV,(R). Es sei 4 = diag(d;) und ¢(|4™"'B|) < 1. Dann gibt
es fir alle 0 < w < 2/(1 + o(|(D + b'(x*))™* B|)) eine offene Umgebung S =
= S(x*, 6), so dap fir alle X € S die mit dem Verfahren (NRG) berechnete Folge
{x®} in S bleibt und gegen x* konvergiert. Dabei ist x* die eindeutige Losung

von f(x) = Ax + b(x) = o. Die gleiche Aussage besteht fiir das Verfahren (NRE).
- Der Beweis ergibt sich aus dem vorhergehenden Satz und Satz 9 unter Beriick-

sichtigung von '
o(I( + 50) " B)) < o] "B < 1.

Satz 12 ist insbesondere anwendbar, wenn die Voraussetzungen der Korollare 3
und 4 bestehen. '

9. MONOTONE KONVERGENZ MIT DEM NEWTON-RELAXATIONSVERFAHREN
IN GESAMT- UND EINZELSCHRITTEN

Im folgenden setzen wir voraus, daB die Abbildung f:D < V,(R) - V,(R) in D
stetig differenzierbar ist, und daB der Intervallvektor x(® in D enthalten ist: x© < D.
f besitze in x'*’ genau eine Nullstelle x*. Aufgrund des Mittelwertsatzes der Differen-
tialrechnung gilt dann fiir die Funktionen

fi: X9 cV(R)>Vi(R)=R firein xex®
) = fix*) =3 éf,-(x +0,(x* —x)(x;—x}), 06,51, i=1)n,
i

i=1

oder f(x) — f(x*) = '+ (x — x*) mit
flim (a_"; Fix + 0 — x))) e MR).
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(Mit f' bezeichnen wir von jetzt ab die Matrix f'(x) := ((3[0x;) fi(x + 0{x* — x)))
und entsprechend mit f/(x) eine Obermenge von {f(x) | x € x} aus M,(I(R)).) Wegen
f(x*) = o gilt dann f'-x*=f.x—f(x). Mit =D —B" und B' =L+ R
(D’ Diagonalmatrix, L’ bzw. R’ strenge untere bzw. obere Dreiecksmatrix) erhalten

wirt
B D' x* = Bx* 4 (D — B)x — f(x).

Ist D’ nicht singular, so ergibt sich

x* = D'7Y{B'x* — B'x — f(x)} + x = D"7Y{B(x* — x) — f(x)} + x,
oder

x* = o[x - DTYB(x — x*) + f(x)] + (1 —0)x*, ®>0.

Wegen x + 0(x* — x) e x© gilt (9[dx;) fx + 0{x* — x)) € (¢[dx;) f(x?), i, =
= 1(1) n, und somit speziell fiir x := m(x(®)

x* € o[m(x?) — D'(x?)~! {B'(x@) (m(x?) = x©) + f(m(x)}] +

+ (1 — o) x99 =:yW,

Wegen x* € x@ gilt auch x* € xP : = x(? n y™. Durch wiederholte Anwendung
dieser SchluBweise ergibt sich der

Beweis fiir den folgenden

Satz 13. Sei f:x < V(R) - V,(R) stetig differenzierbar und f'(x?) =
= D'(x®) — L'(x?) — R(x?) € M,(I(R)). Besitzt f in x© genau eine Nullstelle
x*, und ist O ¢ D'(x\?), so gilt x* € x® fiir alle k. Dabei ist die Folge {x®} durch
die Iterationsvorschrift

YD = (1 — @) x® + o[m(x®) — D'(x®)~! {B'(x®) (m(x®) — x®) +

+ f(m(x®)}] ;
x(;‘q.l):y(k-!*l)mx(k), ) = 0. 1’2,.--;
definiert.

Wir bezeichnen die angegebene Iterationsvorschrift als intervallmaBige Durch-
fihrung des Newton-Relaxationsverfahrens in Gesamtschritten mit Durchschnitis-
bildung und Berechnung der Ableitung nach jedem Iterationsschritt (NRGID).

Das Iterationsverfahren
YO = (1 — @) x® + ofm(x®) — D(xP)"1 {L(x®) (m{y®*V) —
= y*) + R(x®) (m(xV) — x©)) + f(m(x®))}] ;
XEH) gD nx®, R 201,25 (030),

bezeichnen wir als intervailmaBige Durchfiibrung des Newton-Relaxationsverfahrens
in Einzelschritten mit Durchschnittsbildung und Berechnung der Ableitung nach
jedem Iterationsschritt (NREID).
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Die Iterationsvorschrift

[ a0 ) (m(X§E ) = X§0)

D = o fn(xt?) -

"( (k))
b 5 ) (n) = X+ SN} + (1 - )X

ng+l):yi(k+1)nx(ik+l), 521(1);1, (a)>0), k=0,1,2,...,

bezeichnen wir als intervallmaBige Durchfiihrung des Newton-Relaxationsverfahrens
in Einzelschritten mit komponentenweiser Durchschnittsbildung und Berechnung
der Ableitung nach jedem Iterationsschritt (NREIDK).

Bemerkung. Die intervallmaBige Durchfiihrung des Relaxationsverfahrens in
Gesamtschritten mit komponentenweiser Durchschnittsbildung und Berechnung
der Ableitung nach jedem Iterationsschritt (NRGIDK) ist mit dem Verfahren
(NREIDK) identisch.

Die Aussagen von Satz 13 bestehen sinngemaB fiir die Verfahren (NREID) und

(NREIDK).
Es erhebt sich nun die Frage, wann in den Verfahren (NRGID), (NREID) und

(NREIDK) die Folgen x® gegen die Nullstelle x* € x© von f(x) = o konvergieren.
Eine Antwort darauf gibt der folgende

Satz 14. Sei f:x® < V(R) -» V(R), f = (f(x) Die f; mégen stetige partielle
Ableitungen besitzen und es sei

F(xO) = (@x®) mit £(x®) = D) - L) — R(x),
Br(x(O)) . Ll(x(())) Ha Rf(x(ﬂ)) ) :

Ist 0¢ a}(x), i = 1(1) n, und o(|D'(x?)7*| - |B'(x?)|) < 1, so konvergieren in
den Verfahren (NRGID), (NREID) und (NREIDK) die Folgen x* fir 0 < o <
< 2/(1 + o(|D'(x®) 7] . |B(x?)])) gegen x*.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir das Verfahren (NREID). Die Folge x®
konvergiert gegen x. Wegen der Stetigkeit der Iterationsvorschrift folgt fiir kK — oo

y = of{m(x) — D'(x)7" [L'(x) (m(y) — y) + R(x) (m(x) — x) + f(m(x))]} +
- +(1 - 0)x;
. Y= x. ny.
Wir verwenden nun die folgenden Beziehungen:

(a) A,BeI(R), 0<w<1,BcwAd+ (1l —w)B=Bc A
(b) A,BeI(R), l 0 £2, Bcwd + (1 — w) B=m(B) € A
(c) A,BeI(R), 0¢ A, Oe B = d(AB) = |4| d(B).
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Der Beweis von (a) ergibt sich folgendermaBen. Fir 0 < @ < 1 ist B < w4 +
+ (1 — o) B 4quivalent mit
wal—l-(l—-w)bléb;, b:éwaz‘i'(].”‘w)bz,
akod; Ehy S b fand h.Be 4

Ware in (b) m(B)¢ 4, d. h. ¥(b; + b,) < a; oder ¥(b; + b,) > a, so folgte
wegen B c w4 + (1 — ) B

Wb, + b)o+ (1 —w)b, < a0+ (1 — )b, £ b,
oder
b, £ wa, + (1 — )b, < b, + by)o + (1 — )b,

und in beiden Fillen @ > 2. Der Beweis von (c) ist trivial.
Wir setzen nun den Beweis des Satzes fort.
Wegeny =xnygiltxcy,d h
x < (1 - @)x + ofm(x) - D)~ [L(x) (m(y) — ) + R(¥)-
- (m(x) — x) + f(m(x))]} .
und wegen (a) und (b) besteht die Beziehung
m(x) € m(x) — D'(x)7" {L'(x) (m(y) — y) + R'(X) (m(x) — %) + f(m(x))} ,
also oe —D'(x)™! {L'(x)(m(y) — y) + R'(x) (m(x) — x) + f(m(x))}. Wegen o¢
¢ D'(x)™! erhalten wir schlieBlich
o € (L'(x) (m(y) — y) + R'(x) (m(x) = x) + f(m(x))} .
Damit folgt unter Verwendung von (c)
d(x) = d(y) = |1 — o] d(x) + o|D'(x)""| {|{L'(x)] dly) + [R'(x)] d(x)} =
< |t - o] dly) + o|D'() 7 {[L(9)] dly) + R(x) d(y)} ,
oder :
_ (E-P)d(y) <o,
mit .
P =(E~o|D()7' L))~ {1 - o] E + oD (x)7"] [R(3)]} -
Wegen x < x(® und Satz 1 ist
o) <1 fir 0<o<2/1+(D(xV)7]. [B(x*)]),

also (E — P)™' = O. Somit folgt d(y) < o, also d(y) = o, und somit d(x) = o.

Wegen x* € x® fiir alle k gilt lim x* = x*.
k= w

Der Beweis fiir die Verfahren (NRGID) und (NREIDK) wird ahnlich gefiihrt.
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10. UBERLINEARE KONVERGENZ
MIT DEN NEWTON-RELAXATIONSVERFAHREN

Die im letzten Abschnitt angegebenen Verfahren lassen verschiedene Modifika-
tionen zu. So kann es in Fallen, in denen die Berechnung der Ableitungen sehr auf-
wendig ist, angebracht sein, nicht nach jedem Iterationsschritt diese neu zu berechnen.
Fiihri man m, Iterationsschritte zur Berechnung von x**1) durch, so geht das Ver-

fahren (NRGID) dber in
x© e V(I(R)), x©° = x© ;
YLD = (1 — ) x5 D 4 (x5 D) —
— D/(x®) 7" {B/(x®) (m(x®7V) = x®T1) 4 f(m(x TP 5
x®H oG oy D, =0

x&+1) x(k.mk) :

x&+1,0) _ x(k+1}’ k=012 ..., (mk > 1) i

{(Entsprechende Modifikationen lassen sich bei den Verfahren (NREID) und
(NREIDK) vornehmen. Auf die explizite Formulierung wollen wir hier nicht ein-

gehen.)
Das angegebene Iterationsverfahren bezeichnen wir mit (NRGID)*. Ahnlich

wie in Satz 13 beweist man x* e x® fir alle k, falls x* € x‘? gilt, und lim x® = x*
unter den in Satz 14 angegebenen Bedingungen.

Wihrend in den Verfahren (NRGID), (NREID) und (NREIDK) die Folgen d(x®)
1m allgemeinen nur linear gegen o konvergieren, 14Bt sich unter bestimmten Voraus-
setzungen iiber die ny, in den Verfahren (NRGID)*, (NREID)* und (NREIDK)*

iberlineare Konvergenz nachweisen.

Satz 15. Es seien die Voraussetzungen von Satz 13 und 14 erfiillt. Gilt in (NRGID)*
my — oo fir k — o0, so gilt

[dx* D) < ¢[d(x®)] mit limec, = 0.

k==

Beweis. Es gilt
d(x®) < dy®*1h) = |1 - o] d(x*?) +
+ @d[D(x®) ™" {B/(x®) (m(x*) — x*) + f(m(x“"))}] <
< |1 = o] dx®9) + wd(D'(x®)1) . |f(m(x®)] +
+ o|D(x®) 71| [B(x®)] d(x*) < [1 — o] dx®) +
+ wd(D'(x'®) 1) [f(x®)] dx¥) + oD (x®)7!] . [B(x®)| d(x¥) =
= {0d(D'(x®) Y [f'(x®)] + [1 — 0]E + o|D(x®)71]. [B(x®)|} d(x®),
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und durch wiederholte Anwendung dieser SchluBweise
(1) = A < {ad(D () ()] +
+]1 - 0] E + ofD/(x®)"1|. |B(xP]}™ dx®).

Wegen d(D’'(x*) ™) - O fiir k » oo und m, — oo fiir k — oo folgt die Behauptung
bei Verwendung einer monotonen Norm mit

& = [{od(D(x®) ) [F(x®)] + 1 — o E + o|D(x®) 7] [B=x®)[}™] .

Die entsprechende Aussage gilt fiir die Verfahren (NREID)* und (NREIDK)*.

Bei der praktischen Anwendung dieses Satzes kann man etwa mg = 1, mp .y =
=m+ 1L, k=01,2, ..., wihlen.

11. BEMERKUNGEN UND NUMERISCHE BEISPIELE

Die in den Satzen 10, 11 und 12 angegebenen lokalen Konvergenzaussagen sind
praktisch kaum anwendbar, da man einen ,,geniigend nahe* an der Losung liegenden
Startwert bendtigt. Anderseits lassen sich diese lokalen Konvergenzaussagen nicht
ohne weitere Einschrankungen zu globalen Konvergenzaussagen erweitern. Dies
zeigt das folgende

Beispiel. (Siche [6], Seite 464, E 13.4—5)

f(x) = Ax + b(x) mit A= 1 -1 . b(x) = 2xl+25fnx1).
-t 2 X, + sinXx,

Fiir f sind die Voraussetzungen von Korollar 3 erfillt. Also besitzt f(x) = o genau
eine Losung x*(x* = o). Wahlt man im Verfahren (NRE) (mit m = 1, o = 1) den
Startvektor

[ 2 .
x(®) = ( ), sogit X0 =x0. k=12 ...
s

Dagegen ist es in praktischen Beispielen oft leichter mdoglich einen Intervallvektor
zu bestimmen, in welchem die Losung liegt, so daB man die in den Abschnitten 9
und 10 angegebenen Verfahren anwenden kann. Als ein wichtiges Beispiel dazu
betrachten wir die durch Diskretisierung einer Klasse von nichtlinearen Rand-
wertaufgaben entstehenden Gleichungssysteme.

Gegeben sei1 die Randwertaufgabe
u”zg(t,u), 0<t=1, u(O)zoc, u(l)—-:ﬁ.
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Ist g zweimal stetig differenzierbar auf der Menge S = {(1,y)|0 <1< 1, —o0 <
< y < oo} und g (¢, y) = O fur alle (1, y) €, so besitzt die Randwertaufgabe genau
eine Lésung (siehe etwa [6], Seite 10).

Zur Berechnung von numerischen Werten fithren wir die Teilpunkte

1

n+1

tjzj-h, h= ,_j"-‘—‘O,].,...,n-P-I,

ein, und ersetzen die Ableitung u”(;) durch den zentralen Differenzenquotienten zwei-
ter Ordnung

W) % - [ultya) = 2u(t) + ()]

Dies fithrt unter Vernachlassigung des Diskretisierungsfehlers auf das nichtlineare
Gleichungssystem

Ax + b(x) = o
mit

[ 2 \

B el \ 9(‘111) }?_2

-1 2 —1 g(tz, x5)
A = . \\‘\ b(x) — hz E

.\_\\ \\‘\: 1 9(‘,1-»;? xn'—l)

\ =5 B oltnx) - &
\ k)

A ist eine M-Matrix, b(x) ist diagonal und isoton; daher existiert nach Korcllar 3
genau eine Losung x*. x; wird aufgefaBt als Naherung fir »(1;}, j = 1(1) n.
Fir die Losung x* gilt
~AI(o)] = x* = A7 (o)
(siehe [6], Seite 460).
Daher gilt mit z; := (A™!|b(o)|); die Beziehurg x* € ([ —z.. z;]). Will man sich

die zur Bestimmung der z; notige GleichungsaufiGsung ersparen, so erhdlt man
unter Beriicksichtigung von
= H I

AT :=max ¥ [G,] < —

f " ; tgll "*‘ = gp2?
(siehe [4], Scite 171) die Abschatzung max |z;] < (1/8h%) max (|b{o)]}; =: ¢, und
damit ‘ :

x*ex@ =(X;) mit X;,=[-ce¢c], i=11)n.

DaB die Voraussetzungen von Satz 14 fiir jeden Intervallvektor x® mit x* e x(¥
erfiillt sind, ist leicht einzusehen.
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Beispicie

Wir wahlen n Teilpunkte und 16sen das entstehende Gleichungssystem
(a) mit dem Verfahren (NREIDK) (Satz 14); |

(b) mit dem Verfahren (NREIDK)* (Abschnitt 10) mit

me=1, mu, =m+1, k=0,1,2,....

In (a) und (b) wahlen wir @ = 1. Der Startvektor x?, welcher die Losung enthalt,
wird mit Hilfe der oben angegebenen Normabschitzung bestimmt. Es wird solange
iteriert, bis auf der Maschine zwei aufeinanderfolgende Naherungen tibereinstimmen.

(1) u" =2u—3t+17; u0)=u(l)=0;
Ergebnisse fir n = 5: '

x©@ = (X)) mit X{ =[—c, c], ¢ = 0,192563657408;

X, = [—0,058708825843, —0,058708825841],

X, = [ —0,082332340109, —0,082332340106],

X5 = [ —0,082424385956, —0,082424385953],

X, = [—0,065988105177, —0,065988105174],

X5 = [—0,037511064647, —0,037511064645].

Anzahl der notigen Iterationsschritte k bis zum Stiiistand der Iteration auf der

Maschine (x®**1 = x®):

(@) k=80; (b) k=14;

Ergebnisse fiir n = 10:

x@ = (X)) mit X9 =[-cc], ¢=0,217435199099 ;

X, =[—0,037708266844, —0,037708266841],
X, = [~—0,062677945842, —0,062677945837],
X, =[—0,077624767614, —0,077624767608],
X, = [—0,084544991894, —0,084544991887],
X5 =[—0,084938601160, —0,084938601153],
X = [—0,079954348094, —0,079954348087],
X, = [—0,070486788435, —0,070486788428],
Xg = [—0,057242857192, —0,057242857187],
X, =[—0,0407838578269, —0,040788578265],
X0 = [—0,021582491261, —0,021582491258].
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Anzahl der nétigen Iterationsschritte k bis zum Stilistand der Iteration:
(a) k=264; (b) k=24;
@ W = u0) = u(l) =0
Ergebnisse fiir n = 5:
¥ =AXI") mit XV =[=gc], e=012;

X, = [-0,063573023781, —0,063573023778].

X, = [-0,101079225592, —0,101079225589].

X3 = [—0,113478165706. —0,113478165703].

X, = [—0,101079225592, —0,101079225589],

Xs = [—0.063573023781, —0,063573023778].

Anzahl der néiigen Iterationsschritie k bis zum Stillstand der Jteration auf der
Maschine:

(a) k=90: (b) k=14;
Ergebnisse fir n = 10:
x® = (X)) mit X =[—cc], ¢=0125;
X, = [—0,038047082285, —0,038047082282],
X, =[-0,068138233865, —0,068138233859],
X; = [—0,090509291758, —0,090509291751],
X, = [—0,105331045137, —0,105331045129],
X5 =[-0,112714562782, —0,112714562773],
X¢ = [—0,112714562782, —0,112714562773],
X, =[-0,105331045137, —0,105331045129],
Xg = [—0,090509291758, —0,080509291751],
X, =[—0,068138233865, —0,068138233859],
X0 = [—0,038047082285, —0,038047082282].

Anzahl k der nétigen Iterationsschritte bis zum Stillstand der Iteration
(a) k=299; (b) k=25;

Die angegebenen Beispiele wurden auf der elektronischen Rechenanlage Elektro-
Iogtca X8 am Rechenzentrum der Universitat Karlsruhe gerechnet.

Diese Arbeit wurde von der Fakultit fiir Mathematik an der Universitiat Karlsruhe
als Habilitationsschrift genehmigt.
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Souhrn

O EXISTENCI JEDNOZNACNEHO RESENI JISTE TRIDY
NELINEARNICH SYSTEMU ROVNIC
A O JEHO VYPOCTU ITERACNI METODOU

GOTZ ALEFELD

Prace se zabyva rliznymi iteraénimi metodami feSeni soustav nelinearnich rovnic
spocivajicich v aplikaci a vzajemné kombinaci relaxaéni a Newtonovy metody. Jsou
zkoumany riizné modifikace t&chto metod odpovidajici Jacobiho a Gauss-Seidelové
metodd. Clanek se zabyva lokalni konvergenci téchto metod a vzajemnym porovné-
nim rychlosti konvergence. Jsou téZ uvedeny podminky, za kterych je konvergence
monotonni. Metody jsou vySetfovany 1 pro pfipad intervalové aritmetiky. Nékteré
z metod v Clanku zkoumanych jsou vhodné pfi feSeni jisté t¥idy okrajovych uloh.
V ¢lanku jsou uvedeny i nékteré numerické vysledky.
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