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Uber neuere Gesichtspunkte beim numerischen Rechnen
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Mit 2 Abbildungen

Einleitung

Wohl alle fir die Mathematikausbildung in den
hoheren Schulen verantwortlichen Stellen sind sich
heute dariiber einig, daB neben einer Vermittlung der
theoretischen Grundlagen der Mathematik das Interesse
der jungen Menschen fiir konkrete Problemstellungen
schon sehr frithzeitig geweckt werden muB. Ausgehend
von dieser Forderung findet man in den neueren Lehr-
plianen fiir die Gymnasien erfreulicherweise schon in den
unteren Klassen Aufgaben, welche der Numerischen
Mathematik zuzurechnen sind (Elementare Fehler-
betrachtungen, Ungleichungen, systematische Glei-
chungsauflésung, Rechenschieber). Es ist unbedingt zu
begriBen, daB dariiber hinaus der Mathematikunter-
richt heute den Gymnasiasten auch mit Aufbau und
Wirkungsweise von elektronischen Rechenanlagen ver-
traut machen soll (Binires Zahlensystem, Boolesche
Algebra). Erfreulich ist in diesem Zusammenhang,
daBl — wie etwa in Baden-Wiirttemberg — die Verwen-
dung von Strukturdiagrammen, durch welche in ein-
facher und anschaulicher Weise der Rechenablauf dar-
gestellt werden kann, in den héheren Schulen schon
sehr frith gefordert wird. Obwohl in der Lehrerausbil-
dung in der Vergangenheit das Hauptgewicht in der
Vermittlung der sogenannten Reinen Mathematik
(Analysis, Algebra, Geometrie) lag, ist mit dem Wandel
der Lehrpline in den héheren Schulen auch hier die
Erkenntnis gereift, daB der Mathematiklehrer mit den
Grundlagen der Numerischen Mathematik vertraut
sein muB. Die vorliegende Arbeit soll deshalb den
Lehrern an den Gymnasien Einblick geben in eine
neuere und in vieler Hinsicht interessante Entwicklung
in der Numerischen Mathematik.

Sie gibt einen Uberblick iiber die Grundlagen der
sogenannten Intervallrechnung und zeigt einige be-

achtliche Anwendungsméglichkeiten. Der Begriff des
Intervalls ist schon an der Schule wohlbekannt, man
denke nur an die Intervallschachtelungen bei der Be-
rechnung des Kreisumfanges oder irrationaler Zahlen
wie VZ. Dabei werden jeweils Folgen von Intervallen
bestimmt, die das gesuchte Ergebnis enthalten und mit
beiden Schranken gegen dieses konvergieren.

In der Intervallrechnung wird diese Aufgabenstel-
lung veraligemeinert und ausgedehnt auf beliebige
mathematische Probleme. Dazu wird zur Verallge-
meinerung des Rechnens mit reellen Zahlen ein Rech-
nen mit Intervallen eingefithrt. Die Entwicklung ist
noch im FluB, doch liegen auch jetzt schon viele be-
merkenswerte und in mancher Hinsicht weiterreichende
Verfahren und Resultate vor, als beim Rechnen im
Kéorper der reellen Zahlen. Obwohl dieser Stoff natur-
gemil ein gewisses Abstraktionsvermégen verlangt, sei
doch hervorgehoben, dafB die meisten SchluBweisen
anschaulich gedeutet werden kénnen.

Hier wird zunichst eine allgemeine Einfithrung in
die Intervallrechnung gegeben, dann werden Anwen-
dungsmoglichkeiten bei der Nullstellenbestimmung von
Polynomen behandelt. Es wird ein sogenanntes Halbie-
rungsverfahren angegeben, das EinschlieBungsintervalle
fir die Nullstellen liefert; anschlieBend wird eine inter-
vallarithmetische Modifikation des Newton-Verfahrens
angegeben, das auch in Fillen noch zum Ziele fiihrt, in
denen das herkémmliche Verfahren versagt.

1. Das Rechnen mit Intervallen — die Menge I (IR)
und ihre algebraische Struktur

Im reellen Zahlenkérper R sind fiir je zwei reelle
Zahlen a und b die vier Verkniipfungen +, —, -, : in
bekannter Weise erklirt, wobei im Falle der Division
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b # 0 vorausgesetzt wird. Wir wollen nun die Definition
dieser Verkniipfungen vom reellen Zahlkérper R auf
die Menge I (IR) aller abgeschlossenen und beschrink-
ten Intervalle

A= [a, ) ={e€Riaq =a = a,)

in natirlicher Weise erweitern. Dazu bezeichnen wir
" zwel Intervalle 4 = [ay, a,], B = [b,, b,] als gleich,
wenn ihre entsprechenden Schranken tibereinstimmen,
also wenn a; = b, und a, = b, gilt. Als Ergebnis der
Verknupfung 4 # B (* stehe fiir eines der Zeichen 4-,
—, =, 1) zweler Elemente 4 = [a,, a,], B = [by, b,] be-
zeichnen wir das Intervall, welches aus allen méglichen
Verkniipfungsergebnissen a # b gebildet wird, wenn a
das Intervall 4 und b das Intervall B durchlaufen. Wir
setzen also:

A+B:= {a*f;|é1 Sasa,bh=b

A

by}

(wobei 0 € B im Falle * = : vorausgesetzt wird).
So priaft man leicht nach, dal z. B. gilt:

1,24 [=3,~1]= [=Z,1]

[1,2] = [~3, —1] = [2,5]
[—3,1] - [3,4] = [—12, 4]
[—3,6] : [3,4]=[—1,2].

Wichtig ist die Feststellung, daB das Ergebnis der
Verkniipfung zweier Intervalle [q,, a,] und [4,, b,] stets
wiederum ein Intervall ist und sich aul Grund der Be-
zichung

[a1, a;] * [y, bo] = [min (g; * b;), max (a; * &;)]
5] 5]
stets durch die Schranken der beiden Ausgangsinter-
valle ausdriicken l46t. Man erhilt dabei die folgenden
Regeln:

[al’a2]+ [blsbz]: [al+blraz+bi]s
[ala az] - [bl,- b,] = [‘11 — by, @y, — b},
[a).s ‘12] . fbh b!] — {min (ai i bj)a max (ax' " b'}] )

S ] L1

1 1
;s D b)) =@, a,] | —, - -]
[a,a] = [ 1=1 ] [bz 61]

Die Menge I (IR) ist also abgeschlossen beziiglich der
so erklirten Intervallverknupfungen. Die Teilmenge
aller Intervalle der Gestalt [a, a] ist dabei isomorph zum
Kérper IR der reellen Zahlen, d. h. die Intervallverkniip-
fungen gehen in die gewthnlicher Verkniipfungen reel-
ler Zahlen iiber, wenn man das Intervall [a, a] mit der
reellen Zahl a identifiziert. Im Sinne dieser Identifizie-
rung von [a, a] mit a soll auch a * B dasselbe bedeuten
‘wie [a, a] * B. Es sei darauf hingewiesen, dal in gleicher
Weise wie fiir Intervalle auch ein Rechnen mit beliebi-
gen Mengen reeller Zahlen definiert werden kann. Diese

Verkniipfungen ergeben dann im Falle von Intervallen
die oben definierten Operationen in I (R). Derartige
Betrachtungsweisen werden in [5] ausfiihrlich durch-
gefithrt und seien dem Leser zur Lektiire empiohlen.

Zusammen mit den Verkniipfungen fir reelle, ab-
geschlossene Intervalle bildet die Menge I (IR) eine
algebraische Struktur, welche jedoch wesentlich kom-
pliziertere Eigenschaften besitzt, als der reelle Zahlen-
korper JR. Zwar sind Addition und Multiplikation wie
im reellen Zahlkérper kommutativ und assoziativ, d. h.
es gilt:

A+B=B+ 4,4+ (B+C)=(4+B)+C,
A-B=B- 4,4 - (B -C=(- B C.

Ferner haben Addition und Multiplikation je ein
neutrales Element, namlich 0 = [0, 0] bzw. 1 = [1, 1].

Anders als im reellen Zahlkérper sind aber Addition
und Subtraktion bzw. Multiplikation und Division
nicht mehr zueinander inverse Operationen. Dies folgt
z. B. aus der leicht beweisbaren Aussage:

Ein beliebiges Element 4 = [q, a,] € I (IR) mit
a, * a, besitzt keine Inversen beziiglich Addition und
Multiplikation.

Beweis: Seien 4 = [a,,a,], B = [b;, 5,] €I(/R) dann
folgt aus A + B = [a; + by, a, + b,] = [0,0] = 0 sofort
a; + b = a, + b, = 0. Wegen a, < a, und b, < b, ist
dies jedoch nicht moglich. Eine dhnlich einfache Uber-
legung gilt im Falle der Multiplikation.

Anders als im reellen Zahlkérper ist auch die Distri-
butivitit 4 - (B 4+ C) = 4 - B 4+ A4 - C nur fir gewisse
A, B, C € I (R) erfullt!); so ist zum Beispiel

[1,2)-([3,4] + [—1,2]) = [2,12] + [1, 12]
=[1,2]-[3,41+ [1,2]- [-L2].
Doch gilt das subdistributive Gesetz
A-(B+C)CA-B+ A-C.

Somit kann man folgende Aussage treffen:

Die Menge I (JR) mit den Verkniipfungen 4, —, -
und : bildet keinen Kérper. Sie enthalt als Teilstruktur
den reellen Zahlenkérper JR. Wie wir sahen, sind die
vier Intervallverkniipfungen +, —, -, : weitgehend von-
einander unabhingig; wir werden spiter sehen, dal sie
neben dem subdistributiven Gesetz noch weitere Eigen-
schaften besitzen, welche es gestatten, wichtige Anwen-
dungen anzugeben. Ausdriicke, die aus Intervallen
Ay, Ay, Ay, ... X, Y, ... € I(JR) mittels der vier Grund-
rechenoperationen aufgebaut sind, wobei die Reihen-
folge der Rechenoperationen (etwa durch geecignete
Klammerstrukturen) eindeutig festgelegt ist, nennen
wir rationale Intervallausdriicke. Sie sind Verallge-
meinerungen der rationalen Ausdriicke tiber den reellen
Zahlen. Der Wert eines rationalen Intervallausdrucks

1) In der Arbeit [9] werden alle jene Fille charakterisiert, in denen dic
Distributivitit noch gilt.
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ist ein Intervall. Zu beachten ist aber, dal der Wert
eines rationalen Intervallausdrucks gegeniiber den im
Kérper der reellen Zahlen gewohnten Umformungen
(die den Wert rationaler Ausdriicke tiber IR invariant
lassen) i.a. nicht invariant ist. Ein einfaches Beispiel
dafiir wurde schon beim subdistributiven Gesetz an-
gegeben. Auf die weiteren wichtigen Eigenschaften von
rationalen Intervallausdriicken und deren Zusammen-
hang mit den gewthnlichen rationalen Ausdriicken soll
etwas spiter noch eingehend eingegangen werden.

Eine wichtige auch beim praktischen Rechnen mit
Intervallen hiaufig benutzte Operation ist die Durch-
schnittsbildung, die wie bei Mengen Gblich definiert
wird ; also

ANB={c|ced und c¢€B}.
Der Durchschnitt 4 0 B ist nicht leer, wenn

a =b und b, Za,.

In diesem Falle wird

A0 B = [max (ay, &), min (a,, b5)] .

2. Metrische Strukturen in der Menge / (R)

In diesem Abschnitt werden metrische Eigenschaften
der Menge I (IR) untersucht.

Fiir eine saubere Fassung des Konvergenzbegriffes
fithrt man am besten fiir je zwei Elemente aus [ (IR)
einen Abstand, d. h. also eine Metrik in I (RR) ein.

Um die GriBe und Lage von Intervallen abschitzen
zu kénnen, benétigt man dariiberhinaus auch eine Art
Absolutbetrag, sowie ein Mal fiir die Linge eines
Intervalls.

Es gibt nun viele Méglichkeiten,in/ (R) eine Metrik
einzufithren. Wir definieren hier einen Abstand g (4, B)
fur Intervalle 4 = [a,, @], B = [#y, b,] durch

g(4,B):=max{lay — b |, @ — b ]} .

q (A, B) ist der groBite Abstand entsprechender Schran-

ken und geht fiir »Intervalles a = [a, al, b = [b, b] in

den gewéhnlichen Abstand |a — b | der reellen Zahlen
a und b tber.

DaB dieser Abstand auch tatsichlich eine Metrik in

I (IR) definiert, ergibt sich unmittelbar aus den beiden
Eigenschaften

g(4,B)=054=28 (1)

g(4,B) =q(4,C)+4¢(B,C). (2

Er besitzt dariiberhinaus noch die bemerkenswerten
Eigenschaften

g(¢-4,¢-B)=|c| q(4,B) (3)

g(A+C,B+C)=gq(4,B). (4)

Auch die folgende Aussage 148t sich leicht beweisen:
I (IR) ist beziiglich der Metrik ¢ ein vollstindiger metri-

24. Banp, Herr 8 W 1971

scher Raum, d. h. jede Cauchy-Folge in I (IR) konver-
giert gegen ein Element aus [ (IR). Diese Aussage ist
unmittelbar einsichtig, da eine Folge von Intervallen
{[xi, x]},=, genau dann gegen das Intervall [x, x;]
konvergiert, wenn fiir die Folgen der Schranken
limx; = %, und limx, = x, gilt.

Die Metrik g ergibt nun auch in tiblicher Weise einen
Stetigkeitsbegriff. Damit erhilt man sodann die Aus-
sage, daB die vier Intervallverkniipfungen stetige Ver-
kniipfungen von Intervallen sind. Damit gilt die wich-
tige Feststellung:

Die rationalen Intervallausdriicke sind in allen
ihren Argumenten stetige Ausdriicke. (Dabei wird stets
vorausgesetzt, daf3 in Nennern auftretende Intervalle
die 0 nicht enthalten.) Den Abstand eines Intervalls 4
von der Null 0 = [0, 0] bezeichnen wir als Betrag | 4 |
des Intervalls, also | 4 | : = ¢ (4, 0). Auch hierbei han-
delt es sich um eine natiirliche Ausdehnung des von
den reellen Zahlen her bekannten Betragsbegriffes. Es
gilt | [ay, a,] | = max (| a; |, | @, |).Fiirden Betragin / (IR)
gelten wie bei den reellen Zahlen die drei fundamen-
talen Eigenschaften

A% [0,0]=4]>0;
|A+B| |4 +|Bl;
lc-A]=]c|-|A].

Dies folgt unmittelbar aus den Eigenschaften (1), (2)
und (3) der Metrik ¢.

Neben dem Betrag von Intervallen fithrt man noch
eine andere charakteristische GréfBle ein, nidmlich die
Linge oder den Durchmesser eines Intervalles. Wir
bezeichnen den Durchmesser mit 4 ([a,, a,]) = a, — a,.

Fiir den Durchmesser ergeben sich im Zusammen-
hang mit den Intervallverkniipfungen wichtige Rechen-
regeln. Es scien einige davon kurz angefiihrt:

d(A+B)=d(4)+d(B);
|A|-d(B) =d(4-B)
| <|A4]-d(B)+|B|-d(4);
d(X) v | XP1-d(X);
|4-C—B-C|<|C| |4~ B|
+d(C)-mini{4],|Bl.

Soweit ist nun ein kurzer Uberblick iiber die Inter-
vallverkniipfungen und ihre wichtigsten Eigenschaften
gegeben. Eine ausfiihrlichere und vollstindige Zu-
sammenstellung dieser Materie findet der interessierte
Leser z. B. in [5] oder in einem allgemeineren Rahmen
in [7]. Intervalle tiber komplexen Zahlen oder allge-
meineren Mengen wurden in [1] bzw. [6] untersucht.
Dariiberhinaus enthalten diese Arbeiten auch Unter-
suchungen iiber eine Reihe wichtiger praktischer An-
wendungen sowie zahlreiche Beispiele. Wir wollen nun
im folgenden Abschnitt erste Anwendungen der Inter-
vallverkniipfungen schildern.
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3. Intervallfunktionen und ihre Eigenschaften.
Eine einfache’ Anwendung

Fiir viele Anwendungen in der Mathematik ist es
erforderlich, fir den Wert f (x) einer reellen Funktion f
eine Abschitzung der Form #; = f(x) = u,, mit oberen
und unteren Schranken u,, ; zu kennen. Man kann die
GréBen u,, 4, auch zweckmiiBigerweise zu einem Inter-
vall U= [u;,u,] zusammenfassen. Das Problem der Ein-
schlieBung tritt jedoch meist in dcr;folgenden allge-
meineren Gestalt auf: Fiir eine Menge von Funktions-
werten, etwa den Wertebereich {f(x):x =x = x)}
einer stetigen Funktion fauf dem Intervall X = [x;, x,]
soll eine geeignete Intervallabschitzung U = [y, ]
mit UD {f(x) |x € X} angegeben werden. Sei U eine
Methode zur Gewinnung einer solchen Abschitzung,
so bezeichne U (f, x) das damit gewonnene Abschit-
zungsintervall fiir {f (x) |x € X } - Dariiberhinaus ist die
Abschitzung nicht ganz willkiirlich wihlbar, sondern
sie mul} fir die Anwendungen einigen grundlegenden
Forderungen geniigen. Diese sind:

1) Die EinschlieBungseigenschaft, d. h.fiir alle X € I (IR)
soll {f(x) |x € X} C U (f, X) gelten. Diese Forderung
besagt, daB es sich um eine einschlielende Abschit-
zung fiir den Wertebereich von f handelt.

2) Die Inklusionsmonotonie, d. h. aus X C ¥ soll stets
U(f, X) CU(f, Y) folgen. Dies stellt eine gewisse
Forderung an die »gleichmiaBige Glite« der Abschiit-
zung dar. -

3) Die Stetigkeitseigenschaft, d. h. aus der Konvergenz
einer Folge X; DX, D X; D . .. gegen eine reelle Zahl
x = [x, x] soll die Konvergenz der Folge der Ab-
schitzungen U (f, X;) DU (f, X,) D ... gegen den
Funktionswert f (x) folgen.

Diese Forderung besagt, daB die Abschitzung
U (f, X) bei hinreichend kleinem Durchmesser d (X))
den Wertebereich {f(x) |x € X } beliebig genau ap-

proximiert.

Die Notwendigkeit derartiger Forderungen an die
EinschlieBungsintervalle fiir die Wertebereiche von f
wird bei ihrer spiteren Anwendung deutlich. Tatsiich-
lich kommt man in den meisten Fillen mit diesen drei
Eigenschaften aus, auch wenn die praktisch verwende-
ten EinschlieBungsmengen oft viel weitergehende Eigen-
schaften haben. Es erhebt sich nun die Frage nach einer
moglichst einfachen Konstruktionsméglichkeit fiir der-
artige intervallwertige Ausdriicke U (f, X) zu einer vor-
gegebenen Funktion /- Wir wollen uns im weiteren dabei
hier auf den Fall von rationalen Funktionen

dy oty ¥ e $o0 5
bo+ by x+ oAby xm

beschrinken. Dann 148t sich die folgende Aussage tref-
fen: Der rationale Intervallausdruck

[ao: aoj + [61,01} ) X_{_ g + [a,,,a,,] '£
[bo; bo]l + [bss ba] - X + .. + [by, bp] - X

r(x) =

R(X) =

aufgefalBBt als Abschitzung U (r, X) fiir die rationale
Funktion 7 (x), erfillt alle drei oben gestellten Forde-
rungen fiir eine Abschitzungsfunktion U (r, X), sofern
das Intervall im Nenner die Null nicht enthilt.

Wir betrachten hierzu ein einfaches Beispiel. Sei
r(x) =1 —x%also R(X)=[1,1] — X- X, dann ergibt
sich fiir X = [—1, 1] die Abschiatzung R ([—1, 1])
=10,2]2[0,1]={l —#*| —1 =x =< 1}. Die nach-
stehende Abb. 1 soll diesen Sachverhalt veranschau-
lichen.

=

#
.—_::.T.:'.—::-_:-*.:;__.___-___-...._-
RUL-77Y

{{rm).—— sz

Abb. 1 /

Wir wenden uns nun einer ersten wichtigen Anwen-
dungsméglichkeit dieser rationalen Intervallausdriicke
zu. Dabei betrachten wir die Aufgabe fiir ein vorgelegtes
Polynom p (x) = ay + ... + a, - x* simtliche reellen
Nulistellen x,, welche dieses in einem vorgegebenen
Intervall X = [x,, x,] besitzt, einzeln beliebig genau in
Intervalle [x,,, %,,] einzuschlieBen. Ubrigens 148t sich
aul Grund bekannter Abschitzungsformeln mit Hilfe
der Koeffizienten a,, a,, . . ., 4, stets ein Intervall X an-
geben, das alle Nullstellen von p (x) enthilt. Wir nehmen
an, daB sonst keine Informationen iiber die Art und
Vielfachheit etwaig vorhandener Nullstellen vorliegen.
Das erwiithnte Verfahren 148t sich kurz folgendermaBen
beschreiben:

Man berechnet das EinschlieBungsintervall P(X)
des zu p(x) gehorigen Intervallausdruckes P. Gilt
0 ¢ P (X), dann hat offenbar wegen der Eigenschaft 1)
# (x) keine Nullstelle in X. Im anderen Falle zerlegen
wir X = [x;, x,] in seine beiden Hilften X = X, (0 U X,
=[x, (%4 x)/2] Y [(x,+ x,)/2, x,] und berechnen P
(X,) sowie P (X,V) und priifen wieder, ob0 € P (X))
bzw. 0 € P (X,V). Fiir diejenigen X%, fiir welche 0 € P
(X;() ist, wird das Vorgehen fortgesetzt. Von allen ande-
ren ist sicher, daB sie keine Nullstelle von p (x) enthalten.
Die Eigenschaft 2) des Intervallausdruckes P stellt
sicher, daB3 wir bei diesem Vorgehen die eventuell vor-
handenen Nullstellen in immer kleinere Intervalle ein-
fangen. Wegen der Eigenschaft 3) werden dann im
Limes genau alle reellen Nullstellen von p (x) in X be-
rechnet.

‘Wir zeigen dieses Verfahren an dem vorhin gewihl-
ten Beispiel. Seip (x) =1 — x*und X = [—1, 4 1],
dann gilt 0 € P ([— 1, 1]) = [0, 2]. Im zweiten Schritt
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erhalten wir 0 €P ([—1,0]) = [0, 1] und 0 € P ([0, 1])
= [0, 1]. Im dritten Schritt kénnen schon zwei der vier
auftretenden Teilintervalle ausgesondert werden und
wir erhalten [— 1, — 1/2] und [1/2, 1] als EinschlieBun-
gen. Allgemein liefert dieses Verfahren im n-ten Schritt
[—1, (= 1) + (1/2)~2] und [1 — (1/2)*2, 1] als Ein-
schlieBungsintervalle fiir die Nullstellen von p(x) in
[—1, 1]. Dieses triviale Beispiel sollte nur die grund-
sitzliche Wirkungsweise unseres Verfahren schildern.
Eine genauere Untersuchung dieser als Halbierungs-
verfahren bekannten Methode findet sich etwa in [6]
oder [10]. Wegen der im Verhiltnis zum Aufwand lang-
samen Konvergenz wihlt man in der Praxis jedoch nach
Méglichkeit schneller konvergente Verfahren. Im
nachsten Abschnitt soll eine Moéglichkeit dafiir nidher
beschrieben werden.

Im folgenden soll noch ein sogenanntes Struktur-
diagramm fiir das beschriebene Halbierungsverfahren
angegeben werden.

Strukturdiagramme eignen sich besonders gut zur
iibersichtlichen und anschaulichen Darstellung des
logischen Ablaufs von Rechenvorschriften; auf Grund
dieser ihrer Bedeutung wird die Behandlung von Struk-
turdiagrammen auch in den Lehrplinen der héheren
Schulen einiger Bundeslinder wie etwa in Baden-
Wiirttemberg gefordert. Strukturdiagramme’, bilden
ibrigens auch ein wesentliches Hilfsmittel bei der Pro-
grammierung elektronischer Rechenanlagen.

Jede Rechenvorschrift 148t sich bekanntlich dar-
stellen durch eine Liste von Befehlen und Marken. Die
einzelnen Befehle sind zunichst in der Reihenfolge der
Niederschrift abzuarbeiten. Ein Befehl besteht nun
entweder aus einer Anweisung, die durchzufithren ist,
oder aus einer Abfrage zusammen mit zwei Anwelisun-
gen, von denen eine in Abhingigkeit von der Abfrage
ausgewihlt und durchgefiihrt wird. Eine Anweisung
etwa der Form

X
x:=-—-4a
2

. x
bedeutet, daf3 zunichst die Summe —2 - a berechnet

und dann als neuer Wert der linksstehenden Grofle x
zugewiesen werden soll. :
Bei einer Abfrage, etwa x < 57? soll gepriift werden,
ob der Wert der GroBe x kleiner als 5 ist oder nicht.
In Strukturdiagrammen kennzeichnet man allge-
mein Anweisungen durch beschriftete Rechtecke, z. B.:

1

xr
=2 +a
g

i

Abfragen durch beschriftete Ovale, z. B.:

(Jede Abfrage hat zwei Ausgéinge, die Weiterfithrung
des Rechenprozesses hingt vom Ergebnis der Abfrage
ab.) :

Marken durch beschriftete Kreise, z. B.:

Marke 7

Anfang und Ende des Programms werden im Struk-
turdiagramm hiufig durch die Marken

und

gekennzeichnet.

Im folgenden wird die Rechenvorschrift fiir das
oben angegebene Halbierungsverfahren zur Bestim-
mung aller Nullstellen eines vorgegebenen Polynoms
# (x) in einem vorgegebenen Intervall X = [x, x,] so-
wohl in Form eines Programms durch eine Liste von
Befehlen und Marken und dann durch ein Struktur-
diagramm (Strukturdiagramm 1) dargestellt.

Als gegeben sind das Polynom (durch seine Koeffi-
zienten), das Intervall X = [x;, x,] durch seine Schran-
ken x, und x, und eine reelle Zahl & anzusehen; diese
Zahl ¢ gibt den maximalen Durchmesser der gesuchten
EinschlieBungsintervalle an und bestimmt so die er-
wiinschte Genauigkeit. i, j, x, und x, sind HilfsgréBen.
Die Rechenvorschrift lautet dann:

ANFANG: x,: = x;
E
Sl
Jji=0;

MARKE 1: Wenn 0 € P ([x,, x,]),
sind folgende Befehle auszufithren:
{Wenn xy — x, = &,

sind folgende Befehle auszufithren:

(i:=1i41 ;
X, T X
Xor =03
2
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MARKE 2:

ENDE:

Fahre fort bei MARKE 1;)

Wennx, — x, < e,

sind folgende Befehle auszufithren:
Gi=j+1;

Schreibe: »P (x) hat evtl. eine oder meh-

rere Nullstellen in¢ und gib das Intervall
[xui xﬂ] an;

Fahre fort bei MARKE 2;)}

Wenn 0 & P ([x,, x,]),

sind folgende Belehle auszufithren:
{Wenn %

sind folgende Befehle auszufithren:

Fahre fort bei MARKE 1;)

Wenn x, = x, ,
sind folgende Befehle auszufiihren:

(Wenn j = 0, fahre fort bei ENDE.
Wenn j = 0, schreibe:

»P (x) hat keine reellen Nullstellen im
Intervall [x, x,]e

Fahre fort bei ENDE)}.

nein

Zur Durchfithrung von numerischen Aufgaben setzt
man heute in grolem Umfange elektronische Digital-
rechner ein. Diese Rechenanlagen operieren in einer
endlichen Menge R,; von Maschinenzahlen meist von
Gleitkommazahlen; deshalb lassen sich vorgegebene
Ausgangsdaten 1. a. nur niherungsweise auf der Re-
chenanlage darstellen und die reellen Rechenoperatio-
nen nur niherungsweise durchfithren. Will man auf der
Maschine die beiden Maschinenzahlen a und b zua * &
verkniipfen, dann erhilt man in der Regel nicht exakt
a * b, sondern eine zu a * b nichstgelegene Zahl

(a* by €Ry.

Wir kénnen auch sagen, dall auf der Maschine anstelle
a * b die Maschinenverkniipfung « % b:= (a* b)y aus-

gefihrt wird. Aus diesem Grunde werden alle Rech-
nungen auf der Maschine durch eine Anhiufung von
derartigen Rundungsfehlern mehr oder minder ver-
falscht. Die Beriicksichtigung und Abschitzung dieser
Rundungselfekte ist ein wesentlicher Gegenstand der
Untersuchungen in der Numerischen Mathematik. Bei
der Ubertragung der Intervallrechnung auf digitale
Rechenanlagen tritt das Problem auf, die wesentlichen
Eigenschaften der exakten Intervallrechnung, wie sie
oben in der Menge I (IR) definiert wurden, unter Be-
riicksichtigung der Rundungsfehler auch bei der appro-
ximativen Durchfithrung auf der Maschine zu gewihr-
leisten. Was die Forderungen 1) und 2) betrifft, so ist
dies auch moglich. Die Intervallarithmetik auf der
Maschine wird so realisiert, dal} man bei der Berech-
nung eines Verkniipfungsintervalls 4 # B dessen untere
‘bzw. obere Schranke zu einer nicht gréfleren bzw. nicht
kleineren Maschinenzahl rundet. Wird dies in geeigne-
ter Weise vorgenommen, dann erhilt man Maschinen-
intervallverkniipfungen A4 % B, welche auch die Forde-
rungen 1) und 2) erfillen (siche etwa [2]).

Rechnet man mit einer solchen Maschinenintervall-
rechnung z. B. die Halbierungsmethode durch, so er-
hilt man damit EinschlieBungsintervalle fiir die Null-
stellen einer Funktion. Durch die Rundungen wird

Strukturdiagramm 1.

nein

nein

Schreibe:
g : "P(x) hat keine
Schreibe: "P(x) hat evtl. eine oder ;’gg{ﬂ-’iﬂ ﬂyf/‘;/;‘;/fen
mehirere Nuflstellen in"und gebe : im Intervall
das Intervall [jry, x,] on. Xui=ko [
) A, —X; 7.2 ]
Api=ly, + L
2
Xyt Xy
a 2
Marke\
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lediglich bedingt, daB die Rechnung nicht bis zu Ein-
schlieBungsintervallen mit beliebig kleinem Durch-
messer fortgefiithrt werden kann, denn das Fehlen der
Eigenschaft 3) verhindert im allgemeinen die Konver-
genz von Intervallfolgen gegen reelle Zahlen.

4. Eine praktische Anwendungsméglichkeit der
Intervallrechnung

Der folgende abschlieBende Abschnitt soll zeigen,
daB sich mit Hilfe der Intervallrechnung neue Algorith-
men gewinnen lassen, bezichungsweise bekannte Ver-
fahren verbessern lassen. Als Beispiel betrachten wir die
Bestimmung einer Nullstelle £ der Funktion y = f (x).
Eines der bekanntesten Verfahren fiir diese Aufgabe ist
wohl wegen seiner einfachen Herleitung und der Mag-
lichkeit einer anschaulichen Deutung das sicherlich
heute auch in der Oberstufe der Gymnasien bekannte
Newton-Verfahren. Bei diesem wird ausgehend von
einer Niherung x, fiir die Nullstelle # nach der Vor-

schrift _
S
%)

iteriert. Fiir das Verfahren liBt sich beweisen, daf3 die
Folge {(x,> gegen # konvergiert, falls x, »geniigend
nahe« an & gewihlt wird. Aullerdem ist das Konver-
genzverhalten quadratisch, falls £ eine einfache Null-
stelle ist, d. h. es gibt eine Konstante ¢, so dal} fiir alle
ngilt: | x,, — #| = ¢ | x,— £ |2 Etwas vage wird diese
Eigenschaft gewéhnlich dadurch zum Ausdruck ge-
bracht, dall man sagt, »die Anzahl der richtigen Dezi-
malstellen verdoppelt sich mit jedem Schritt«. So ideal
dieses letztere Verhalten auch ist, bei konkreten Bei-
spielen bereitet jedoch fast immer die Wahl von x,
sgeniigend nahe« an # Schwierigkeiten. (Wie kompli-
ziert die Verhiltnisse selbst schon bei Polynomen dritten
Grades sein kénnen wird in [3], Seite 225/226 demon-
striert.) Selbst dann, wenn man bereits ein Intervall
kennt, in welchem genau eine Nullstelle liegt, konver-
giert das Newton-Verfahren nicht notwendig gegen
diese. Eine einfache Eigenschaft der Intervallrechnung,
niamlich die in Abschnitt 1 angefithrte Inklusionsmono-
tonie gestattet nun das Newton-Verfahren so zu modi-
fizieren, daB nicht nur die Konvergenz gegen i stets
erzwungen wird, sondern auflerdem noch gleichzeitig
in jedem Schritt die Nullstelle durch obere und untere
Schranken eingeschlossen wird. Man besitzt also in
jedem Iterationsschritt automatisch eine Fehlerab-
schitzung. Diese Eigenschaften wollen wir nun genauer
formulieren und beweisen. Wir beschrinken uns dabei
auf Polynome. Die durchzufithrenden Uberlegungen
sind elementar und setzen auller den Intervallver-
kniipfungen und einigen der angegebenen Eigenschaf-
ten des eingefithrten Abstandes und Durchmessers von
Intervallen keine weiteren Kenntnisse voraus.

Xog1 = X n=20,1,2,...

Satz: Gegeben sei das Polynom y = f(x) = > a,x" und ein

Intervall Xy = [a, b], in welchem eine Nullstelle ¥ von

S (x) liegt. Fiir die intervallmifige Auswertung der Ab-

leitung y* = f* (x) = > v-a,x" im Intervall X, gelte
v=1

0 &/ (X,)- (Die Nullstelle ist also einfach.) Dann gelten

fiir das Iterationsverfahren

X;‘+1 - {m,- i f(m,) ]ﬁ Xa
S (X)
(m; ist der Mittelpunkt des Intervalles X;)
die _folgenden Aussagen:

" (a) Fiir alle i gilt: x € X; (d. h. alle Intervalle enthalten
die Nullstelle).
(b) Es gilt limX; = %, (d. h. die Intervallfolge zieht sich
auf die Lisung zusammen).
(¢) Fiir die Folge der Durchmesser d (X;) gilt

d(Xin) =c(d(X))%

(d. h. die Folge der Durchmesser konvergiert quadra-
tisch gegen Null).

V)

Bemerkung

In Abschnitt 1 haben wir die reellen Zahlen a mit
den Intervallen der Form [a, a] identifiziert. Die an-
gegebene Iterationsvorschrift ist daher zu verstehen als

fl[m;, m,—J_} } nx.

X = iy W] —
{[m " ®)

Nun zum

Beweis

(a) Diese Behauptung ist eine Folge des Mittel-
wertsatzes der Differentialrechnung. Fiir ein beliebiges
x € X, gilt nimlich

S@E) =S =, F—2).

Dabei ist £ eine Stelle aus dem Intervall X;. Wegen
S (&) €f (X,) (EinschlieBungseigenschaft) und f(x) = 0
erhalten wir

g TW B
f (&) f* (%)
Insbesondere gilt also
b Pl
J' (&)

Da £ nach Voraussetzung im Intervall X, liegt,
liegt £ auch im Durchschnitt von X, mit dem zuletzt
angegebenen Intervall:

xE|m,,—-f{%—)—}ﬁXo———:Xl.
S (Xo)




Damit folgt

d{Xy)=d(YNX) =1d(X).
Entsprechend zeigt man, falls £ (m;) < 0 ist,
_ (m;) _
M=y e e Wy,
B
und damit

d(X,y) =d(¥Y0 X3
Allgemein gilt also
d(Xew) = d (YO X) = 3d(X).

< Fd X}

(c) Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit kénnen
wir annehmen, daB fiir das Intervall f7 (X,) = [x,, f,]
die Bedingung a, > 0 erfiillt ist. (Andernfalls kann man
f(x) mit — 1 mutiplizieren. Dann ist — f* (X,) = [— B,
— o] und — B, = 0. —f (x) hat dieselben Nullstellen
wie f (x).) Es sei

Yy:=my — i-(-i?ﬁ
S (Xo)
Dann gilt
d(¥) = umna*“° (1
- Bo
Weiter erhalten wir mit einem y € X, wegen f (x) = 0
Cf(me) = f(&) + (m — 2) f () € (m — %) - [, Bo]
" also - i

|f (mg) | = | (m — %) [x, o] | = | m— i [ | [0, Bl |
=(b—a)-fo=Fd(&). (2)

AuBerdem folgt unter Verwendung der in Ab-
schnitt 2 angegebenen Ungleichung
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Durch die gleiche Schlufiweise zeigt man, daB £ in d(X") =v- | X |14 (X)
allen Intervallen X enthalten ist. L '

(b) Wir zeigen, daB d (X,,) = % d (X)), also @€ PE#Icnung
d (X)) = (3)*-d(X,) gilt. Fir i —>co folgtdann un- g — x = d (f" (X)) = |f (Xo) —F (X) |
mittelbar d (X;) —0; da wegen (a) stets £ € X; gilt, er- . .
halten wir X; — £ Nun zum Beweis der obigen Un- =[Sy Xt —Dv-a,- XS0
gleichung. Das Intervall f* (X,) bezeichnen wir mit v=1 r=1
[, #]. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen i
wir « > 0 annehmen (f < 0 laBt sich analog durch- = |2 v-a,- (Xt — XY |
fithren). Dann gilt fir f(m;) = 0 =

fm {m = (" X vt X »o1
Y= [y,3]:= [m, m] l _y:1v la, |- 1% o
=K, -d(Xy) (3)
m; wﬂ_‘) , m, _f&m_] mit o ’
o n
| ’ K=3v(—1)-lal | X

Es st also n=2

- Fomy Mit (2) und (3) ergibt sich in (1)

b el Ul e K
{ d(Yy) <=2 (d(X0)?

Xy

Da fiir zwei beliebige Intervalle 4 und B mit nicht-
leerem Durchschnitt stets die Beziehung 4 (4 N B)
= min {d (4), d (B)} gilt, erhalten wir

K,
= — (d (X))

X

d(X) =d(X,0 Yu)

Nun ist X; C X, und daher

«) [ X=X,

also

n

K=3»

p=2

(r=Dla |- | X* =K,

B) auf Grund der Inklusionsmonotonie
S (&) = [a, Bi] € [0, Bo] = f(X0)
d. h.

Op =0y -
Daraus folgt

d(X) =d(1h0X) = 2t (d (X1))* =l ? (d (X))

oy %

Durch wiederholte Anwendung dieser SchluBweise
erhalten wir schlieBlich
Ky
==,
X

d(Xi) < (d(X))* mit
Damit sind alle Aussagen bewiesen.

Das angegebene Verfahren (V) gestattet eine cin-
fache geometrische Deutung. Diese ist in Abb. 2 fiir
den ersten Schritt im Fall «, > 0, f (m,) > 0 angegcben.

30
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J (X)) = [0, Bol
xp = tang,, f, = tan ¢z
X, = [a,8]; X, = [a,7:]
S}
%
e g} a 'z‘d { mﬂ_————?——»
7 | &
" L __1&’2 i
== Ao '

Abb. 2. Geometrische Deutung von Verfahren (V).

Strukturdiagramm 2

Als einfache Anwendung betrachten ‘“‘fir nun die
Berechnung der £-ten Wurzel aus einer positiven Zahl a.
Diese Aufgabe ist dquivalent mit der Bestimmung der
groften Nullstelle der Funktion y = xk e, Wegen
y' = k - x** erhalten wir in diesem Fall fiir die Itera-
tionsvorschrift (V)

k- XA

1

[ [ .
X,Hzim,v—m’ “.]nx, o L

Um das Verfahren starten zu k@]‘men, benétigcn wir

ein Intervall X mit V;E X,und 04 X,. Fiira =1 und
k = 2 kénnen wir wegen _

(fa—1)2=a—-2)a+t120,

also

Yasie+1),

Xo=[1,%- (a4 1)] setzen. Nun istf/a_gya_fﬁra =1
d.h. firalle kgilt fa € [1,3- (@ + 1)]. Ista< 1, 50

zeigt man durch ahnliche Uberlegungen f/; € [a, 1].
Damit hat man zur EinschlieBung der k-ten Wurzel aus
einer positiven Zahl a den folgenden Algorithmus:

[1:%(3—5‘ 1)] fira=1
Xy
[a, 1] fir a < 1
: m#* — a
X£+1:{mi_ - ]ana e O T
£ - XM
Fur die Mittelpunkte my,, 1 = 0, 1, 2, ... gilt die
Fehlerabschiatzung
| miyy — ]/“ | = %d_(XmJ .

Man besitzt hier also in jedem Iterationsschritt eine
einfache Aussage iiber die bereits erreichte Genauigkeit,

oder anders ausgedriickt: Bei vorgegebener Genauig-

keit 148t sich in jedem Schritt einfach kontrollieren, ob
diese bereits erreicht ist oder nicht. Wir geben im
Strukturdiagramm 2 den Rechenablauf bis zum Er-
reichen eines Fehlers an, der kleiner als & ist.

Zur Illustration fithren wir einen Schritt zur Fin-

schlieBung von Vi_ durch.

X;:[l,%(a-%”] X::[L%]
mt — a 55 R 87 47
Y :m_;w%‘ ¥ = .1—-—-2[1’%]_"—[-1-31 fé]
Ve 4 ¥ Y: = [1,§] o [%,#]
— (5.4

AbschlieBend geben wir eine Tabelle an, in welcher
die Anzahl der Iterationsschritte aufgefithrt ist, die man
bendtigt, um fiir einige Werte von a und k eine Genauig-
keit von & = 107 zu erreichen. Die Rechnungen wur-
den am Rechenzentrum der Universitit Karlsruhe auf
der elektronischen Rechenanlage X8 durchgefiihrt.
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N 05 075 125 15 3 5 10
2 | 4 3 3 4 4 4. 4
3 i 4 4 3 3 4 5 6
4 4 4 3 3 5 5 7
5 5 4 3 4 5 6 7
6 5 4 3 4 5 6 8
7 5 4 4 4 5 6 7
8 5 4 4 4 6 6 7
9 5 4 4 ¢4 6 7 7
10 6 5 4 5 6 7 8
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