Uber die Verbesserung von Schranken fiir die Losung bei linearen Gleichungssystemen

G. Alefeld, J. Herzberger, Karlsruhe

Zusammenfassung: Lassen sich von einem linearen Gleich-
ungssystem x = C - x + b die konstanten Koeffizienten nur
in Intervalle einschliefSen, dann sucht man moglichst gute
Schranken fiir die Ldsungsmenge dieser Schar von Gleich-
ungen. Zu deren Berechnung gibt es verschiedene terations-
verfahren. Die vorliegende Arbeit behandelt ein Verfahren,
welches es gestattet, derart berechnete Schranken in vielen
Fillen betrichtlich zu verbessern. Hierfiir wird ein Algol-
60-Programm angegeben. Die Wirksamkeit dieser Methode
wird an einigen numerischen Beispielen diskutiert.

Summary: The coefficients of a system of linear algebraic
equations x = Cx +d are only known to be in the range of
some given intervals. There exist iterative methods for
calculating bounds for the set of all possible solutions.
This paper is concerned with a method to improve
considerably such bounds in many cases. A suitable
algorithm is formulated in Algol-60 and some of the
numerical results are discussed.

0. Einleitung

Wir betrachten die Aufgabe, die Losungsmenge 2 einer
Schar von linearen Gleichungssystemen der Gestalt
x=Cx+b; x=(xi), C=(c;), b=(by) ey
in Schranken einzuschliefen. Die Schar der G]eichungs
systeme sei dabei gegeben durch Intervalle Cj;= [c‘ 5 c ]
bzw. B, = [h b ] fir die moglichen Werte der Koeffizi-
enten der Matrix C bzw. des Vektors b. Solche Intervall-
matrizen C = (Cy;) bzw. Intervallvektoren b = (B;) treten
schon dann auf, wenn man beim Einlesen von auf der
Rechenanlage nicht darstellbaren Konstanten die Kon-
vertierungsfelder erfassen will. Mit Hilfe der Eigenschaften
der bekannten Verkniipfungen in der Intervallrechnung
(siche hierzu [7], [9] ) kann man die obige Aufgaben-
stellung mit dem intervallmifigen Gleichungssystem

x=Cx+b; x=(Xj), C=(Cy), b=(By) @

in Verbindung bringen. Unter bestimmten Voraussetzungen
iiber die Matrix C besitzt die Gleichung (2) einen ein-
deutig bestimmten Fixpunkt x*. Fiir diesen besteht dann
die Beziehung Q C x™. Verschiedene Iterationsverfahren
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zur Bestimmung von x* sind in [7] und [8] untersucht
worden. Entstehen die Koeffizientenintervalle C;; und

B, nicht nur durch das Erfassen von Einlesefehlern, sondern
sind sie aufgrund der vorliegenden Problemstellung als
Intervalle von nichtverschwindendem Durchmesser gegeben,
dann ist x* in vielen Fillen eine relativ grobe Einschliefung
fir Q. Die bestmdgliche EinschlieBung der Losungsmenge
) ist die Intervallhiille v von £2, d. h. der Durchschnitt
aller Intervallvektoren y mit der Eigenschaft £ Cy. Zur
Illustration dieses Sachverhalts sei das folgende Beispiel
angegeben (siehe Beispiel 1).

In der vorliegenden Arbeit wird nun eine Methode be-
schrieben, die es gestattet, die durch den Intervallvektor

x* gegebenen Schranken fiir die Losungsmenge £2 in vielen
Fillen betrichtlich zu verbessern. Es wird also ein Inter-
vallvektor & berechnet, fiir den stets gilt: v C ® C x™*. Bei
der Losung derartiger intervallmaRiger Aufgaben handelt
es sich um nichtlineare Probleme. Die angegebene Methode
kann man auch als ein Verfahren in einer verallgemeinerten
Intervallarithmetik deuten, deren Beschreibung etwa in

[6] gegeben wurde. Das verwendete Steuerungsprinzip wurde
von Hansen in [5] zur Lésung von A x =b und bei [12]

zur intervallarithmetischen Behandlung des Gauf’ schen
Algorithmus angewendet.

1. Hilfsmittel

Fiir die spiteren Uberlegungen sollen hier kurz einige Be-
griffe aus der Intervallarithmetik aufgefiihrt werden. Unter
dem Betrag eiies Intervalles X = [x*, x* ] versteht man die
GroRe [XI:=max {Ix' |, Ix* |}. Entsprechend definiert man
X1z = 1(X5) 1= (X1 bzw. Ixl: = (X)) [=(1X;]). Da-
neben definiert man den Durchmesser eines Intervalles
Xalsd (X)=d ([x',x?])= x*—x' und bildet dann
entsprechend die GréBen d (X) =d ( (X)) =(d (X;) )
bzw. d (x) =d ((X;)) = (d (X;) ). Gilt fir zwei Intervall-
matrizen X und Y die Beziehung X C Y, d. h. Xj; C Y5
fir 1 <i,j <n, dann folgt daraus stets iX|< [Y|und
d (X) < d (Y). Entsprechendes gilt fiir Intervallvektoren.
Beziiglich weiterer Rechenregeln im Zusammenhang mit
Betrigen und Durchmessern vergleiche man etwa [7] und
[3]- Zu je zwei Intervallen X und Y ist der Abstand er-
kldrt als

1X, V) =q(x', x*], [y, y*1): =max {k'-y* |, k*-y*1};
[0,1]

.1

[0,1]

107



entsprechend definiert man q (x,y) =q ((Xy), (Y;)) =
=(q (X;, Y;) ). Femner ordnet man jedem Intervall X die
GroBe sign (X) zu, welche sich aus folgender Tabelle be-
Tpeumots 1 fallsx' >0

0fallsx! <0,x2 >0
-1 falls x* <0
Es gilt dann: sign (X - Y) = sign (X) - sign (Y).
Nach dieser kurzen Aufzihlung von Begriffen kehren wir

nun zu Aufgabenstellung (2) zuriick. Fiir das Iterations-
verfahren

sign (X) =sign ([x*, x*]) =

@*

Xat1 = {Cxp +b} N xp
lassen sich dabei die folgenden Aussagen beweisen:

Aus v Cx’y folgt v C X’y fiir alle n = 1, und die Iterations-
folge x’y D x’; D x5 . . konvergiert genau dann gegen
den eindeutigen Fixpunkt x*, wenn fiir den Spektralradius
p(lCIl)<1 gilt.

In der Praxis wird man als hinreichendes Kriterium fiir die
Konvergenz des Iterationsverfahrens (2)* die Bedingung

I ICI 1< 1 fiir eine Matrixnorm [l - | verwenden. Neben
diesem Vorgehen (dem sog. Gesamtschrittverfahren) kann
man noch ein weiteres Iterationsverfahren zur Berechnung
von x* angeben. Dazu sei die Matrix C zerlegt in die Summe
C=L+D +R, wobei L bzw. R eine strenge untere bzw.

obere Dreiecksmatrix und D eine Diagonalmatrix bezeichne.

Dann lautet die Vorschrift:
Xns1= { (@ + R)Xp +L Xp41 +b}N X, . @**
Die Iterationsfolge x5 D x; D x, D ... konvergiert genau

dann gegen den eindeutigen Fixpunkt x*, wenn

p ((E-ILI)™* (IDI+ IR1)) <1 gilt. Mit Hilfe der
Theorie der nichtnegativen Matrizen (siehe [10]) folgt, daf}
Verfahren (2)* genau dann gegen x™ konvergiert, wenn
dies fiir Verfahren (2)™* der Fall ist. Da sich beweisen laBt,
dafl bei X’ = x stets x, C x’, gilt, wird man Verfahren
(2)** den Vorzug geben. Fiir den Fixpunkt x* 1}t sich
allgemein nur die Beziehung

qv,x*) <iCl-E-ICIy! .d(x%

beweisen. Ist jedoch sign (Cj;) = 1 fiir alle 1 <i,j<n,
dann gilt stets v =x*. Da das jedoch allgemein nicht der
Fall ist, wie auch Beispiel 1 zeigt, soll nun eine Methode
beschrieben werden, die es gestattet, von x* ausgehend
einen verbesserten EinschlieRungsvektor X mit v C X C x™
zu berechnen. In einer Reihe von Fillen iRt sich dabei
sozar v = & nachweisen.

2. Verfahren

Wir betrachten ein Gleichungssystem der Gestalt (1) und
untersuchen, wie sich dessen Losung x = x (C, b) in Ab-
hingigkeit von den Konstanten c;; und b;verhalt. Dafiir
mafigebend ist das Vorzeichenverhalten der einzelnen
partiellen Ableitungen

0 x dx

E(I und b - Gilt etwa fiir alle C ¢ C und alle b € b stets

0 Xk
9 Gij

=0, dann durchlduft die Losungskomponente x;
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von X monoton alle Werte von w blS wk Dabei bestimmt
c bzw. c den Wert von w bzw w . Eine analoge Uber-

%y
legung gilt im Falle von —k < 0, wo wk bzw. wk durch

aCij
die Schranken cizj- bzw. cilj bestimmt werden. Wechselt da-
0xy
gegen 5? mindestens einmal sein Vorzeichen, dann wer-

ij

den w;{ und w; durch zwei i. a. nicht niher bekannte Werte
aus Cij bestimmt.

Die gleichen Uberlegungen wie fiir die Abhingigkeit der
Losung von c;; gelten auch fiir ihre Abhéingigkeit von b;.
Um die oben aufgezihlten Fallunterscheidungen treffen

zu kdnnen, miissen noch die pariellen Ableitungen

axk

5*—* undab

[5] vor, wo dies im Falle A x =b durchgefiihrt wird.

Aus (1) folgen durch partielle Differation nach c;; die
folgenden Beziehungen :

berechnet werden. Wir gehen dabei wie in

0x _ ax
acu (6,-_k l]) X+C a l}

0= (6 8 x-(E-©) 3%,
)

X
m‘xs‘ (E—-C)' ¢ (e ist der i-te Einheitsvektor).

Damit erhalten wir:

axk
acu

(E C)kl . (3 a)

Bei partieller Differentiation nach b; folgt entsprechend :

.a_’i..:Cg}_.f N
ab; < ab; o
0x

X —oy!
ab; E-C)'. ¢

und damit dann

an

= €-0),; - (30)
Aufgrund der eben hergeleiteten Formeln (3a), (3b) hat
man sich je eine EinschlieBung fiir die Mengen { (E—C) ™" :
CeC} =0 und v zu verschaffen, um Aussagen iiber das
Vorzeichenverhalten der partiellen Ableitungen machen zu
konnen. Mit Hilfe von Verfahren (2)** erhilt man etwa
die EinschlieBung x™* = (X} fiir v, und das analog aufgebaute
Verfahren

Xn+1={(D+R)Xn+LXn+1+E}an s @)
fiir das die gleiche Konvergenzbedingung gilt wie fiir (2)**
liefert als Fixpunkt X* = (X) eine EinschlieBung fiir .

Nun I8t sich die vorgeschlagene Methode wie folgt be-
schreiben:

Man bilde fiir I <k < n jeweils die Gleichungssysteme
Ky = KA Ky + (Of (5a)
(K)z = (I )z + (K)g (5b)
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mit Hilfe der Vorschriften'
{C ,c ] fiir sign (X)) - S!gn(X 1=1

(k)Aij =
[c};» <, 1 fir sign (X)) - sign (X}) =1
Cj; sonst
I[b:,b;] fir sign (X;) =1
(k)F;= 5 e
[b},b]] fur sign (X7,) =-1
L Bi sonst
[c;; » 5, ] fir sign (X, ) - sign (X) = 1
(OH;; =
[c ,,, ,,I fiir sign (X, ) - sign (X)) =—1
| Gy  sonst
[b;,b; ] fur sign (X, ) =1
G i 5ol
Bi sonst

Man berechne die Fixpunkte (&)y™* und (k )z* dieser bei-
den Systeme, etwa nach dem Verfahren (2)**, und be-
trachte davon jeweils die k-te Komponente (k) Yk bzw.
(k)Z* Daraus bildet man die Komponente Xk [(k)yk ,

(it)z:2 ] des Intervallvektors K. Fiir das eben beschriebene
Verfahren gilt der folgende

Satz: Vorgelegt sei die Gleichung (2) x =C x +b mit

I ICI I < 1 fiir eine Matrixnorm 1l - Il. Dann gelten die
Aussagen:

I. Fir v Cxo und { (E-C)': CeC } CX, konvergieren
die Verfahren (2)** bzw. (4) monoton gegen den eindeu-
tigen Fixpunkt x* bzw. X*.

I1. Mit (K)y, = (K)zo = x* konvergiert Verfahren a2

fiir die Gleichungen (5a), (5b) gegen den eindeutigen Fix-
punkt (K)y* bzw. (k)z*. Der Intervallvektor R erfiillt die
Beziehung v C & C x*.

Beweis:

Zu I. Dies folgt aus den eingangs erwdhnten Aussagen.

Zu II. Es gilt (A CC, (x)H CCund (x) f Cb, (kg Cb.
Die Inklusionsmonotonie der Intervallverkniipfungen stellt
sicher, daB x* die Losungsmengen (K)$2, = { E-A)'f
Ae®A,fe@®f ) und ), = { (E-H)'g: He (OH,
g e (g } umfait. AuBerdem gilt wegen (DA C C, (WH C C
auch (A < [Clund [GWHI<ICI. Wegen I IC 1< 1
ist dann auch | [(A [ IP<1und Il |[H [ <1 fir
zwei Matrixnormen II - I, Il - I” . Somit konvergiert Ver-
fahren (2)*” fiir die Gleichungen (5a) bzw. (5b) gegen
(®)y* C x* bzw. (K)z* C x*. Damit ist & C x* nachge-
wiesen. v C X folgt schliefilich aus der Konstruktion der
Systeme (5a) bzw. (5b).

Bemerkungen:

Im Falle von sign (X ;) =0,1 <i<n,folgt wegen (KA =
(k)H C und (Of = (k)g b die Gleichung (K)y™* = (k)z* =
x*. Es gilt somit Xk Xy, d.h. das Verfahren bringt in

der k-ten Komponente keine Verbesserung. Damit ergibt
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swhﬁjrmgn(x )=0,1<i,j<n die Aussage X =x*, d.h.
das Verfahren geht in Verfahren (2)** iiber. Ist hmgegen

; {T—j'; ) sign (Xij ) sign (Xi ) # 0 erfiillt, dann folgt aus

der Konstruktion dieser Methode X = v. Somit liefert das
Verfahren in diesem Falle die Intervallhiille von § Q. Tritt
fiir mindestens einen Index 1 sign (X ) # sign (X ) ein,
dann 18t sich das Verfahren mit % an Stelle von x™ noch-
mals wiederholen. Ein solcher Fall kann hochstens n-mal
auftreten, bis sign (X;) # 0, 1 <i <n eingetreten ist.

Es sei noch bemerkt, da die EinschlieBungsmengen x*
und X* bei diesem Verfahren nicht notwendig in der ge-
schilderten Weise bestimmt werden miissen. Daneben gibt
es noch die Moglichkeit, durch einfache Normabschétzun-
gen solche Einschliefungen zu berechnen (vergleiche etwa
[11]), auf die hier nicht eingegangen wird.

3. Algorithmus

In diesem Abschnitt geben wir nun eine Algol-Prozedur an,
welche fiir ein System der Form (2) nach dem in Abschnitt
2 beschriebenen Vorgehen die Losungsmenge v unter Be-
riicksichtigung von Rundungsfehlern einschliefit. Im Rumpf
dieser Prozedur werden mit Hilfe der Prozedur iterat die
Iterationsverfahren (2)** und (4) durchgefiihrt. Ein-
schlieBungsmengen fiir die jeweiligen Fixpunkte findet
man bei erfiilltem Zeilensummenkriterium mit Hilfe der
Prozedur einschll, bei erfiilltem Spaltensummenkriterium
mit Hilfe der Prozedur einschl2 (siehe [1]). Aus der Vor-
zeichenverteilung dieser Fixpunkte konnen die neuen
Systeme zur Verbesserung der EinschlieBung von v auf-
gebaut werden. Diese Systeme werden wiederum mit
Hilfe der Prozedur iterat gelost. Die Rechnung wird be-
endet, falls bei diesem Vorgehen keine Verbesserung
mehr moglich ist. Die Prozedur lingl setzt als globale Grofe
die Vereinbarung der Algol-Prozedur low voraus (siche

. [4]), mit deren Hilfe auf beliebigen Algol-60-Compilern

die Intervallverkniipfungen unter Einschluf der Rundungs-
fehler realisiert wurden. Da die Intervalladdition bzw.
Intervallmultiplikation nur an einer Stelle des Programms
vorkommen, wurde auf die Verwendung der dafiir vorge-
sehenen Prozeduren verzichtet. Die dadurch gewonnene
Rechenzeitersparnis ist erheblich.

Die Prozedur lingl

Liste der formalen Parameter:

integer n n ist die Ordnung des linearen Gleichungs-
systems.

mat steht fiir eine nxn-Intervallmatrix

mat = ({mati‘j : mat?j ]); die Feldkomponen-

array mat

ten mat [i, j, 1] bzw. mat [i, j, 2] ent-
sprechen dabei den Intervallschranken
maté bzw. matizj .

array vek steht fiir einen Vektor vek = ([vek: s vek? D.
die Feldkomponenten vek [i, 1] bzw. vek
[i, 2] entsprechen dabei den Intervallschran-

ken vek: bzw. \reki 2
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array x steht fiir einen Vektor x = ([xi1 5 X: ]); die
Feldkomponenten x [i, 1] bzw. x [i, 2] ent-
sprechen dabei den Intervallschranken
x;bzw. x.

label exitl  steht fiir eine Marke, welche angesprungen
wird, falls bei den Ausgangsdaten eine untere
Intervallschranke grofer ist als die ent-
sprechende obere.

label exit2  steht fiir eine Marke, welche angesprungen
wird, falls fiir die eingelesene Matrix mat ’
keines der beiden untersuchten Konvergenz-
kriterien erfiillt ist.

procedure lingl (mat, vek, n, exitl, exit2, x);
" value n;
integer n;
array mat, vek, x;
label exitl, exit2;
begin integer g, i.j. k., [;
real norm;
boolean bl, b2;
integer array sa[1 : n, 1 : n], sx [1 : n};
ammayz[l:n},bfl:n1:2)xrf{t:n,1:n,1:2,1:2]
alomTon, 1:2)
procedure iterat (mat, vek, x);
array mat, vek, x;
begin real al, a2, bl, b2, cl, c2, ik1, ik2, hx1, hx2, p;
integer i, j;
boolean ba, bb, bv;
m: bv:=true;
for i:=1 step 1 until ndo
begin ik1:=vek[i,1]; ik2:=vek[i,2];
for j:=1 step 1 until n do
begin a2:=—mat[i, j, 2]; b2:=—x]j, 2];
ba:=a2 less 0; bb:=b2 less 0;
if ba then al:=mat[i, j, 1] else
begin al:=al2; a2:=mat[i,j, 1} end;
if bb then b1:=x[j, 1] else
begin bl:=b2; b2:=x[j, 1] end;
c2:=low (- a2Xb2);
if bl less O then
begin cl:=low (-a2Xb1);
if al less 0 then
begin p:=low (-alXb2);
if p less cl then cl:=p;
p:=low (-alXbl);
if p less ¢2 then ¢2:=p
end
end
else
cl:=if al less 0 then low(-a1Xb2)else low(alXb1);
if ba equiv bb then
begin hx1:=cl; hx2:=—c2 end
else
begin hx1:=c2; hx2:=-cl end;
ik1:=low(hx1+ik1);
ik2:=-low(-hx2-ik2)
end j;
hx1:=x[i, 1], hx2:=x[i, 2];
if ik 1 less hx1 then ik 1:=hx1;
if ik2 greater hx2 then.ik2:=hx2;
if bv then
begin if ik1 notequal x[i, 1]or
ik2 notequal x[i, 2]then
bv:=false
end;
x[i, 1]:=ik1; x[i, 2]-=ik2
end i;
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if not bv then goto m
end iterat;

procedure zeilennorm(y,b);
array v,
boolean b;
begin integer i, j;
real h,ugr,ogr;
b:=true;
for i:=1 step 1 until ndo
begin h:=0;
for j:=1 step 1 until ndo

begin ugr:=abs (mat[i, j, 1]); ogr:=abs (mat][i, j, 2]);

ogr:=if ugr greater ogr then ugr else ogr;
h:=-low(-h-ogr)
end j;
if h notless 1 then
begin b:=false;
goto m
end;
y[i]:=h
end i;
m:
end zeilennorm;
procedure spaltennorm(norm,b);
real norm;
boolean b;
begin integer i, j;
real hnorm, ugr, ogr;
norm:=0;
b:=true;
for j:=1 step 1 until n do
begin hnorm:=0;
for i:=1 step 1 until n do
begin ugr:=abs (mat[i, j, 1]); ogr:=abs (matfi, j, 2]);
ogr:=if ugr greater ogr then ugr else ogr;
hnorm:=-low(~hnorm-ogr)
end i;
if hnorm greater norm then norm:=hnorm;
if norm notless 1 then
begin b:=false;
goto m
end
end j;
m:
end spaltennorm;

procedure einschll (y, vek, x);
array v, vek, x;
begin integer i, j;
real ugr,ogr,max,hmax;
array z[1 : nJ;
for i:=1 step 1 until ndo
begin ugr:=abs (vek[i, 1]); ogr:=abs (vek[i, 2]);
z[i]:=if ugr greater ogr then ugr else ogr
end i;
max:=0;
for i:=1 step 1 until n do
begin hmax:=0;
for j:=1 step 1 until n do
begin ugr:=abs(mat(i,j, 1]); ogr:=abs(mat[i,j,2]);
ogr:=if ugr greater ogr then ugr else ogr;
hmax:=-low(-hmax+low(-ogeXz[j]))
end j;
hmax:=-low(~hmax/low (1-y [i]));
if max less hmax then max:=hmax
end i;
for i:=1 step 1 until n do
begin x[i,1]:=low(vek[i, 1]-max);
x[i,2]:=-low(-vek[i, 2 ]-max)
end i
end einschl1;
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procedure einschl2(norm,vek, x); begin a{i,j,l]:=mat[i.j,1];

real norm; a[ij,2]:=mat[i,j,2]
amray vek,x; end

begin integer i,j; else

real max,ugr,ogr; begin I:=if sa[k,i]X sx[j] equal

amay z[1:n]; 1 then 1 else 2;
gﬁjol step 1 until nd i

= ndo ij,1]:=alij.2 j;=mat|ij,/
begin ugr:=abs(vek[i, 1]); ogr:=abs(vek[i,2]); end ofid.h=alii.2] [i]
z[i]:=if ugr greater ogr then ugr else ogr end j

end i; end i;
for i:=1 step 1 until ndo for j:=1 step 1 until n do
for j:=1 step 1 until ndo begin x[j,1]:=xt[j k,1.g]:
begin ugr:=abs(mat[ij,1]); ogr:=abs(mat[ij,2]); x[i,2}=xt[i k,2,g]

ogr:=if ugr greater ogr then ugr else ogr; end j;

max:=—low(-max+low(-ogr X z[j])) iterat(a,b,x);
end ij; I=sign(xt[k k,g,g]);
max:==Jow(-max/low(1-norm)); for i:=1 step 1 until n do
for i:=1 step 1 until ndo begin xr[i,k,l,g]:=x[i,l];
begin x[i,1]:=low(vek[i,1}-max); xrfik,2,g}:=x[i,2]

x[i,2]:=-low(-vek[i,2 }max) end i;
end i if 7 notequal sign(x[k,g]) and
end einschl?; sign(x[k,g]) notequal 0 then

begin sx[k]:=sign(x[k.g]);
gotom

for i:=1 step 1 until n do

begin if vek[i,1] greater vek[i,2] then goto exit1;
for j:=1 step 1 until n do
if matfij,1] greater mat[ij,2] then goto exitl

end
end g
end k;
for i:=1 step 1 until n do

er{d : begin x[i,1]:=xrfii,1,1];
zeilennorm(z,bl); x[i,2]:=x.r[i,i,2,2]
if bl then einschll(z,vek x) .
else end 1

begin spaltennorm(norm,b2); end prozedur lingl

if b2 then einschl2(norm,vek,x)
else
goto exit2

e 4. Numerische Beispiele

iterat(mat,vek x);

for i:=1 step 1 until n do In diesem Abschnitt geben wir einige der gerechneten Bei-
begin sx[i]:=if sign(x[i,1])X sign(x[i,2]) greater O then spiele an. Es werden jeweils zunichst fiir ein System der
sign(x[i,1]) else 0; Form (2) die Matrix C und der Vektor b angegeben. Da-

for j:=1 step 1 until n do

i ter Vi dung der Vektornorm
begin xefj.i1,1=xrlii,12]=x[j, 1} neben wird unter Verwendung der Vekto

xx{j,i,2,1 J=xt[j,i,2,2]:=x[j,2] n #
_ . e la®I
end j =1(x) I= ; e
-1 Ix I=1(x) ! Zl Ix; | das Verhaltnis o = 730
i=
for k:=1 step 1 until nd
begin: fox i:I:—l ; ep 1 un‘:il ndo der Normen des Durchmessers von X* (Fixpunkt von (2))
b[i,1]:=b[i,2]:=if i equal k then 1 else 0; und & (,,verbesserte* EinschlieBung von v mit Hilfe der
if b1 then einschll(z,b,x) else einschl2(norm,b,x); Prozedur lingl) angegeben.
iterat(mat,b,x);
for i:=1 step 1 until n do —0.70000 699981 [-0.20000 —0.19998
safi,k]:=if sign(x[i,1])X sing(x[i,2]) greater 0 8 o - TRl ’ }
then sign(x[i,1]) else 0 C=
end k;

[0.20000, —0.19998] [-0.70000, —0.69998]

m:
for k:=1 step 1 until n do
bogli: Tapaied T i [09,1] [-0.33,,—10, 1.01]
begin for i:=1 step 1 until n do b= : x'm 5
begin if sa[k,i] equal O then :
begin b[i,1]:=vek[i,1]; [0.9,1] [-0.34,,—10,1.01]
b[i,2]:=vek[i,2]
end [0.46666, 0.53335] 1 0.067
else P ¥y . Y =~
begin I:=if sa[k,i] equal 1 then 1 else 2; A P L. R
if g equal 2 then/:=3-/; [0.46666, 0.53335] il 0.067
b[i,1]:=b[i,2}:=vek[i,/]
end;
*
for j:=1 step 1 until ndo daraus ergibt sich 0 = Id(x7) | - ~ 16;

begin if sa[k,i]X sx[j] equal 0 then ld® I~ 0.134
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(Bei den nachfolgenden Beispielen wurde ¢ analog berechnet.)

b) /[0.155, 0.156] [-0.156, —0.154] [0.142, 0.143]

C=/[0.125, 0.126] [-0.123, —0.122] [0.70, 0.7001] |;

[0.007, 0.008] [ 0.009, 0.009] [-09, —0.89]

[0.99, 1]
b= |[099,1] ] ;

[0.99, 1]
0= 6;

¢ /03 —02 -01 03
03 -03 -02 -0.1
0.1 -03 -03 -02
02 -01 -03 03

mitH= (Hij); H; = [_10_6, w0° Lij=1(1)n.

[0.89, 1.01]
[0.90, 1.02]
[0.88, 1,01]
[0.90, 1,02]

0=9.7;

d /02, -01] [0.1, 0] 0.1 02]
[-0.1, -0.] [-02, —0.19] [0.19, 0.19]
c={ [0.1, -0.09] [0.1, 0.15] [0.01, 0.02]
[0.18, 0.19] [-0.1, —0.1] [-0.19, —0.18]

[0.1, 0.11] [0.09, 0.1] [-0.09, —0.09]
i1, 1.1]
[o, 0]
b=| [09, 1] =
[-5, —4.9]
[-16, -159]
o=1.65;
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