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1. Bezeichnungen

Im folgenden wird wesentlich von der Intervallrechnung Gebrauch gemacht.
Fiir je zwei Elemente X = [x!, x%], Y = [y!, y%] aus der Menge der reellen abge-
schlossenen und beschrinkten Intervalle I(R) sind vier Verkniipfungen +, —, - und :
erklirt (s. [4]). Matrizen, deren Elemente aus I(R) sind, bezeichnen wir mit X, Y, ...
und fassen sie zur Menge M (I(R)) zusammen. Eine Teilmenge von M(I(R)) sind die
Matrizen X, Y,... deren Elemente reelle Zahlen sind (Punktmatrizen); die Gesamt-

heit dieser Matrizen bezeichnen wir mit M (R). Verkniipfungen von Elementen aus
M(I(R)) sind wie iiblich definiert, z.B.

AB:i= 4, By;.
k

Die Intervallmatrix 4 = (4;;) ist in der Intervallmatrix B = (B;;) enthalten, i.Z.
A C B, genau dann, wenn fiir alle z und j gilt: 4;; C B;;. Ist speziell 4e M(R), so
schreiben wir dafiir 4 € B. Gilt 4, C A4, und B, C B, dann erfiillen alle Matrizen-
verkniipfungen * € {{— —, -} die Teilmengeneigenschaft: 4, * B, C A, = B,. Unter
der Durchmessermatrix einer Intervallmatrix X = (X;;) verstehen wir die nicht-
negative Punktmatrix d(X) = (d(X;)) = (d([x;, x7;])) wobei d(X,;) = xZ; — x};
bedeutet. Weiter verstehen wir unter dem Betrag der Intervallmatrix X = ([x}, 7,])
die Punktmatrix |X| = (max{|x};|, |2%;]}). Ist Y€ M(R), so stimmt dies mit der
iiblichen Definition des Betrages einer Matrix iiberein. Damit gilt die Beziehung:
d(X - Y) = d(X) - 1YI.

Gegeben sei eine Intervallmatrix X = (X, ;) mit X;; =[x
wir die Abbildung

m: M(I(R)) 3 X — m(X) € M(R) mit m(X),;:= (x}; + 27,)/2

1

};, %], dann bezeichnen

als Mittelpunktsoperator (s. [2]). Es gelten die folgenden Eigenschaften:

a) m ist ein stetiger Operator,

b) m(A) = A fiir alle A€ M(R),

Q) m (X +Y) = m(X) + m(Y), m (X — Y) = m(¥) — m(Y) fir alle X, Y M(I(R)),
) m{A - X) = A -m(X), m(X - A) = m(¥) - A fir Ac M(R), X € M(I(R).
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Die hier kurz angefiihrten Begriffe und Eigenschaften werden in den folgenden Sitzen
verwendet.

2. Verfahren

Satz 1: Gegeben sei die nichtsingulire Matrix 4 und eine Intervallmatrix X, mit
A€ X,. Dann gelten fiir das Iterationsverfahren:

xn-i-l:z m(%n) + m(xn) ’ (g 1= 14 - m(%,,)) ‘+‘ ..
+m(X,) " (E— A m(X )2+ X," (E— A m(X))* 2, k> 1 1)

die folgenden Aussagen:

I.  Jedes Glied der Folge (¥X,) ., enthidlt A1

I1. Die Folge (X,);’. o konvergiert gegen 4~ genau dann, wenn der Spektralradius
o (€ — A -m(X,)) kleiner als 1 ist.

ITI. Fiir eine multiplikative und monotone Matrixnorm | - || gilt fiir die Folge der

Durchmessermatrizen (2(X,))5- o:

ld(X, )] < € |d(X)|* mit €= (1/2)%=2 - [ A[**.

Beweis:

Zu 1. Wie man leicht nachpriift, gilt fir beliebiges m(X,):
(@) m(X,) (E+ (E— A m(X,)) + ... + (E— A m(X,)*?)
= A = A (E— AR

Behauptung I. ist fiir # = 0 nach Voraussetzung richtig; gilt nun 4~ € X,, dann folgt
unmittelbar mit Hilfe der eben angegebenen Beziehung («) und aufgrund der Teil-
mengeneigenschaft:

AT=m(X) " (E+ (E— A mX) + ... + (E— A m(%,) )
+ A E—A-mX) T em®E) - (E+ (E— A mX) + ...
+(E— A mE))+ X, (E—A-m(¥)1=%,.,.

Zu II. Unter Anwendung der Rechenregeln fiir den Mittelpunktsoperator m gilt
fiir die Folge (m(X.,))%-o:

(X, 1) = m(X,) + m(X,) - (E—A - m(X)) + ...+ m(%,) - (E— A" m(X,)+
=m(X,) " (E+ (E— A m(X)) + ... + (E— A m(X,)*) .

Die Mittelpunktsmatrizen m(X,) gehorchen also einer Iterationsvorschrift, die mit (5)
aus [3] identisch ist. Wie dort gezeigt wurde, konvergiert die Folge (m(X,))_ , gegen
A~ genau dann, wenn p (€ — A - m(X,)) <1 ist.

Setzen wir nun beim Iterationsverfahren (1) o (€ — A - m(X,)) < 1 voraus, so
konvergiert also die Folge der Mittelpunktsmatrizen (m(X,))5. , gegen A4~1. Fiir die
Folge der Durchmessermatrizen folgt aus (1) mit der in Abschnitt 1 angegebenen
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Beziehung: d(X,+,) = d(X,) - 1(E — A -m(X,))¥~*| und damit d(X,) — 0. Da die

Folge (m(X,))3- 1 gegen A~! konvergiert, so konvergiert damit auch (X,)%_ , gegen die

Punktmatrix A4~ Konvergiert andrerseits die Folge (¥,)3, gegen A~!, dann kon-

vergiert notwendig die Folge der Mittelpunktsmatrizen (m(X,))5 o gegen A~* und

aus obiger Rekursionsformel fiir m(X¥,+,) folgt notwendig o (€ — A-m(X,) < 1.
Zu I11. Es gilt:

A(X, 1) =A%) | (E— A m(X)=1| =d(X,) | (A A — A m(X,) ]
d(%) |(A (;‘4‘1 —m(X))F1] < d(X) - (1A] - [A7 = m(X) )F
<d(X,) - (112 (1A] - d(X)*
Bei Verwendung der Monotonie und Multiplikativitét der Norm folgt weiter:
Ha(X, )| < (2)50 - AR d(X

Bemerkung 1: Wie man dem Beweis entnehmen kann, gilt die Aussage II. auch
fiir eine beliebige Intervallmatrix mit o (€ — A -m(X,)) < 1. In diesem Falle
schliessen jedoch die Iterierten X, im allgemeinen 4! nicht mehr ein.

I

Satz 2: Gegeben sei die nichtsingulire Matrix A4 und eine Intervallmatrix X, mit
A~1e X,. Dann gelten fiir das Iterationsverfahren

Ypi1:=m(X,) + m(X,) " (E— A m(X,) + - + m(X,) l
(E— A mX) R+ X, (E— A mX), > (2)
xn-!—l:: yn+1 r{xn ]

die folgenden Aussagen:

I.  Jedes Glied der Folge (X,)7- , enthdlt A4~

I1. Die Folge (X,)7_ , konvergiert gegen 4~ -1 wenn fiir alle X € X, der Spektralradius
o (1 E— A-X]|) kleiner als 1 ist.

ITL. Ist | -1 eine multiplikative und monotone Matrixnorm, dann gilt fiir die Folge
der Durchmessermatrizen (d(X,))5- 1:
12X, s )] < C-ld(X,)[* mit C= (1/2)%1- ] A]*-!.
Bewets:

Zu 1. Die Beziehung A1 € Y, +, folgt unter der Voraussetzung, dass 4! in X,
hegt wie 1m vorhergehenden Satz 1 unter I. Damit ist dann auch ,4—1 € X,+1
= X0 Yps1-

Zu 1II. Die Folge der Iterierten bildet eine monoton fallende Folge von (in-
einandergeschachtelten) Intervallmatrizen und konvergiert daher. Es sei nun
o(|E— A-X|) <1 fiir alle X X,; dann zeigen wir, dass dieser Fixpunkt eine
Punktmatrix sein muss und daher wegen I. gleich 4~ ist. Nehmen wir an, X sei Fix-
punkt von (2) mit d(%) + 0. Dann gilt nach (2) fiir

-~ -~ .

Yom m(B) + m(X) - (E— A" m(F) + ...+ m(F) " (€~ A" m(H)s2
x- (E= A" m(fé))k—l
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die Glelchung x y N X. Dies ist genau dann der Fall, wenn %X C y gilt, woraus
dann d( y) (%) folgt. Mit Hilfe der Regeln fiir die Durchmessermatrizen erhalten
wir:

dX) | E— A mX) [ =dX) - |(E— A m(X)1] = dY) > dX) .

woraus aber d(¥) - (€ — | £ — A -m(¥) [*-1) < Ofolgt. Wegenp (| € — A -m(¥) ) <1
existiert dann (€ — € — A - m(%) |¥-1)~1 und ist nichtnegativ!). Daraus folgt aber
(36) 0, also d(%} = Q im Widerspruch zur Annahme.

Zu II1. Wie in Satz 1, ITI. folgt unmittelbar
(Y, 1) <dX,) " (12)51 (| A] (X))

Fiir den nichtleeren Durchschnitt zweier Intervalle X, Y € I(R) gilt:
d(X N X) < min{d(X), d(Y)}

was sich unmittelbar auf Durchmessermatrizen iibertragen lasst. Wegen X, 4,
= Ypr N X, folgt daher d(¥, 1) < d(Yorr) < d(X,) - (1251 (1A] - d(X,).
Wie in Satz 1, III. ergibt sich daraus die Behauptung.

Wir geben nun ein Kriterium an, mit dem sich die Ixonvergenzbedmgung von
Satz 2 leicht nachpriifen lasst.

Lemma: Set X € M(I(R)) mit 4 '€ X und es gelte fur eine monotone und
multiplikative Matrixnorm || -| die Bedmgung | € — A -m(X)| <1. Ist die Be-
ziehung [|d(X)|| <2- (1 — | E— A -m(X)])/| A| erfiillt, dann gilt fiir alle

XeX:e(|E—A %) <1.

Bewers: Fiir X € X gilt aufgrund der Teilmengeneigenschaft £ — A4 -Xe& — A - X.
Daraus folgt:

|E-AX|<[E-AX|=|E- A (m(X) + (-1/2"d(X;)), 1/2
AXD | < TE— A mX)| + [ A [(—1/2-d(X)), 12~ d(X,)]) |
=|E—A mF)|+|A| 12 dX)

Mit der Monotonie und Multiplikativitit der Matrixnorm folgt ﬁeiter:
[E—A X[ <|E— A mX)| +]A] 1/2-]|dN)] .

Gilt nun
| &= A-mO)| + ] Al-12-[dB)] <1,

was gleichbedeutend mit
140 <2- Q- €-A-mX /] Al

ist, dann gilt aufgrund der letzten Ungleichung auch | € — A4 - X|| < 1. Daraus
folgt aberp (| £ — A - X|) < 1.

1) Siehe etwa [53], S. 83, Satz 3.8.
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Bemerkung 2: Das folgende einfache Beispiel zeigt, wie stark die zusatzliche
Durchschnittsbildung bei Verfahren (2) gegeniiber (1) die Konvergenz der Folge

(X,)>. o beschleunigen kann:
Zu bestimmen sei das inverse Element zu A4: = a = 3; es gilt:

A1=1lae1/3,3/5] = X, =: X, .
Damit lautet Iterationsverfahren (2) im Falle £ = 2
Y,..:=m(X,)+ X, (1-3-m(X,) X =V . X, .

Somit erhalten wir: Y, = [17/75, 1/3], X, = [17/75, 1/3] N [1/3, 3/5] = 1/3. Dagegen
kann man mit obigem X, bei Verfahren (1) nicht nach endlich vielen Schritten die
Losung 1/3 erhalten.

3. Praktische Anwendung der Verfahren (1) und (2)

Die in Satz 1 angegebene notwendige und hinreichende Konvergenzbedingung
fiir die Iterationsvorschrift (1) ist fiir die Intervallmatrix X, weniger einschrinkend
als das Kriterium fiir die Konvergenz des Iterationsverfahren (2). Insbesondere kann
die Durchmessermatrix d(X,) bei (1) beliebig grosse Elemente haben, wenn nur m(X,)
die geforderte Bedingung erfiillt. Dagegen bilden die Iterierten X, beim Verfahren (2)
eine monoton absteigende Folge von ineinandergeschachtelten Intervallmatrizen.
Dies hat den praktisch wichtigen Vorteil, dass bei der Durchfithrung der Rechnung
auf einer Rechenanlage in jedem Fall nach endlich vielen Schritten das Iterations-
verfahren zum Stillstand kommt. Das Auftreten von Periodizititszyklen infolge von
Rundungsunruhe wie bei Verfahren (1) ist hier nicht méglich. Praktisch kann man
beide Iterationsvorschriften nun folgendermassen sinnvoll kombinieren:

a) Man verschaffe sich (etwa mit Hilfe des GauBschen Algorithmus) eine
Niherung m(X,) fiir A1 Gilt etwa fiir eine Norm || € — 4 - m(X,) | < 1, soldsst sich
leicht eine Intervallmatrix X, mit 4-' e X, und m(X,) = m(?%ﬂ) angeben. Ist speziell
die Zeilen- bzw. Spaltensummennorm kleiner als 1, so ergeben sich explizite Formeln
dafiir unmittelbar als eine Verallgemeinerung der in [1] zur Einschliessung der Lésung
eines linearen Gleichungssystems angegebenen Beziehungen.

b) Man iteriere nach Vorschrift (1), bis dieim Lemma angegebene Bedingung fiir
die Konvergenz des Verfahrens (2) erfiillt ist. (Die im Lemma gemachte Voraus-
setzung | € — A4 - m(X)| < 1ist fiir alle Iterierten X, des Verfahrens (1) erfiillt, falls
dies schon fiir X, der Fall ist.)

c¢) Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt. Das Verfahren (2) kommt
daher nach endlich vielen Schritten auf der Rechenanlage zum Stillstand.

4. Beispiel

1 2 -2
Wir betrachten die Matrix ;4 ={—2—-35 6|, fiir deren Inverse die Matrix
1 1-1
5 —-09 0 1,8
m(X,) = 37 1 =2

78 1113
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eine Niherung mit p (€ — A4 - m(X,)) < 1ist (siehe [3]). Zur Demonstration addieren

wir zu jedem Element von m(X,) das symmetrische Intervall [— D, D] (D = 10?' ;

j=1,2,...,6) und erhalten damit die Intervallmatrix X, mit m(X,) = m(X,). Fir
diese Wahl von D gilt stets 4~ € X,,. In der folgenden Tabelle ist in der ersten Zeile
die Anzahl der notigen Iterationsschritte nach Verfahren (1) fiir # = 3 zur Erfiillung
der im Lemma angegebenen Bedingung fiir die Konvergenz des Verfahrens (2) ein-
getragen. Zeile 2 enthilt die dann noch nach Verfahren (2) fiir £ = 3 nétigen Itera-
tionsschritte bis zum Stillstand der Iteration.

Iterationsschritte D =10 102 108 10% 105 108
Verfahren (1), 2 = 3 3 3 3 3 4 4
Verfahren (2), & = 3 4 3 4 4 3 2

Die Rechnungen wurden auf der elektronischen Rechenanlage ZUSE Z23 am
Rechenzentrum der Universitit Karlsruhe unter Verwendung der dort vorhandenen
Maschinenintervallarithmetik durchgefithrt (Mantissenldnge: 30 bits). Dadurch
wurden simtliche Rundungsfehler miterfasst.

Wir geben abschliessend die Durchmessermatrix des Ergebnisses X fiir D = 10 an:

00,70
X ={04 0] 108,
04 0
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Summary

%

Two iterative methods of order & for the calculation of the inverse matrix are given. The
successive approximations of both methods are yielding simultaneously lower and upper bounds
for the elements of the inverse matrix. Conditions for convergence are given. It is shown how to
combine both methods practically.
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