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In der Literatur sind verschiedene Iterationsver fahren zur Be-
stimmung der Inversen einer gegebenen Matrix bekannt (siche
[4—5)). Mit Hilfe der Intervallarithmetik fiir Matrizen (siehe
[1]) werden in dieser Arbeit zwei Verfahren angegeben, welche
in jedem Schritt die Inverse unter Erfassung aller Rundungs-
fehler einschliefen. Es werden numerische Ergebnisse ange-
geben.

This paper is concerned with inverting matrices by means of
interval arithmetics. Two iterative methods are given each of
them producing a sequence of interval matrices containing the
inverse matrix. Under appropriate conditions the sequences are
converging ageinst the inverse. Some numerical examples are
given.

1. Einfiihrung

Berechnet man zu einer nichtsinguldren Matrix ( die Inverse
auf einer Rechenanlage, so wird das Resultat durch die un-
vermeidlichen Rundungsfehler verfilscht. Will man nun die
Rundungsfehler mit beriicksichtigen, so fiihrt dies auf die
Aufgabe, die Inverse moglichst gut in Schranken einzu-
schlieBen. Bei der Losung dieser Aufgabe machen wir Ge-
brauch von den in [1] beschriebenen Verkniipfungen fiir
Intervallmatrizen und deren Eigenschaften. Mit ihrer Hilfe
lassen sich Folgen von Intervallmatrizen gewinnen, deren
Elemente jeweils die Inverse einschlieBen. In dieser Arbeit
werden Kriterien hergeleitet, welche die Konvergenz gegen

die Inverse gewihrleisten. Dazu ist es notig, einige zusétzliche

Eigenschaften der Intervallrechnung fiir Matrizen (siche [1])
zu betrachten. Ausgehend von einer geeigneten EinschlieBung
fiir die inverse Matrix erhilt man auf diese Art in jedem
Schritt obere und untere Schranken fiir die Elemente von
-1, Es zeigt sich, daB die urspriingliche EinschlieBung dabei
Elemente von beliebig groBem Durchmesser besitzen kann.
Die angegebenen Rechenvorschriften lassen sich unmittelbar
auf die in [3] angegebene Weise auf einer Rechenanlage

durchfithren. Man erhilt damit stets EinschlieBungen fiir die.

Inverse unter EinschluB aller Rundungsfehler. Bei diesem
Vorgehen handelt es sich also um eine Anwendung der Ma-
schinenintervallarithmetik zur Erfassung von Rundungsfeh-
lern bei der Invertierung von Matrizen.
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2. Bezeichnungen und Vereinbarungen

In der Menge I(R) der recllen, abgeschlossenen und be-
schrankten Intervalle sind firr zwei Elemente X = [x1, x%],
Y=0DLydurch: Xx Y ={xxy:xl < x<a%yl<y<
< y?}, x€{+, —, ., :} vier Verkniipfungen definiert, welche
sich auf die Verkniipfungen der Schranken zuriickfiihren
lassen. Matrizen, deren Elemente aus I(R) sind, bezeichnen
wir mit X, 9), .. und fassen sie zur Menge M (I(R)) zusammen.
Dagegen bezeichnen wir Matrizen, deren Elemente reelle
Zahlen sind (,Punktmatrizen®) mit X, §), ... und ihre Gesamt-
heit mit M(R). Verkniipfungen von Elementen aus M(I(R))
sind wie iiblich definiert, z. B. - B: = (X 4;; - Bjx). Gilt
fiir zwei Matrizen U = (43;) und B = (By) : Aij < Byj fiir alle
i und j, dann sagen wir U ist in B enthalten 1. Z. A = B; ist
A speziell aus M(R): A: =N, so schreiben wir dafiir auch
HeB. Ist Yy = A, By = Be so gilt fiir alle Matrizenver-
kniipfungen die Teilmengeneigenschaft: U * By < Wy = Ba.
Bezeichnen wir weiter d(X): = x2 — x! als Durchmesser des
Intervalles X = [x!; x2], so nennen wir entsprechend die
Punktmatrix d(X): = (d(X;;)) Durchmessermatrix der Inter-
vallmatrix X. Mit ¥ € M(R) und X € M(I(R)) gilt: d(X - 9))
= d(X) - || wobei || diejenige Punktmatrix bezeichnet, die
man bei elementweiser Betragsbildung erhalt.

3. Der Mittelpunktsoperator

Gegeben sei eine Intervallmatrix ¥ = (Xj;) aus der Menge
M([(R)} mit X;‘; = [njl, x"jz}.

Definition: Die Abbildung m: M(I(R)) 3 X — m(%X) e M(R)
mit m(X);;: = (xi5' + x32)/2 heiBt Mittelpunktsoperator.
Speziell folgt fur Punktmatrizen: m(¥) = . Im folgenden
werden einige Eigenschaften des Operators bei Anwendung
auf das Ergebnis von Verkniipfungen von Intervallmatrizen
angegeben.

a) m ist ein stetiggr Operator

b) m(X + ) = m(X) + m() fur X, Y € MUI(R))

¢) m(X —9) = m@) — m(Y) fir X,Y € MU(R))

d) m(U-X) =AU - m(X),m(X - W) = m(X) - WUfir¥ € M([R),
¥ e MU(R))
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Beweis: a) ist unmittelbar einzusehen;

b) wir betrachten die Komponente m(X + 9));; :
m(X + Vg = m([xit + yist, x5 + yi®) =
= (xig* + yy* + xi3% + yi?)2 =
= (xiit + x59/2 + Ot + yyD)/2 = m(X)i; + m(D)is;
c¢) folgt analog wie b) unter expliziter Verwendung der
Rechenregeln fiir die Subtraktion von Intervallmatrizen;

d) wir betrachten hier wieder die Komponente m (2 - X);;;
dann folgt unter Verwendung von b)

mA - X)i; = m(Z aix * Xig) = E m(au - Xig) =
k k

Z1/2 - (aik * X' + ik X)) =

K

=X ai - 1/2 - (xit + x552) = (W - m(X))y
& :

Mit Hilfe der angegebenen Regeln lassen sich die Beweise
der nachfolgenden Sitze iibersichtlich durchfithren.

4. Verfahren

Satz 1: Gegeben sei die nichtsingulire Matrix % und eine
Intervallmatrix B mit 2! € B. Dann gelten fiir das Itera-
tionsverfahren:

Xpi: =m(Ep) —B-U-m&y) —€), n=0 )
und beliebiger Matrix m(Xg) aus M(R) die Aussagen:

I. jedes Glied der Folge (¥X,) -1 enthilt ¥(1;

11. die Folge (X,)” -1 konvergiert gegen %1 genau dann,
wenn der Spektralradius o (€ — m(B) - ) kleiner als 1 ist.

Beweis: zu 1. Wegen %1 € B gilt aufgrund der Teilmengen-
cigenschaft fiir beliebiges m(X,):

WL =mE,) —UL- U -mE) —Cem@,) —B-
(U m&y) — €) = Xnia.

Zu II. Unter Anwendung der fiir den Mittelpunktsoperator
m hergeleiteten Rechenregeln gilt fiir die Folge der Mittel-
punktsmatrizen (m(X,))” n-1:

m(Xni1) = m(m(xﬂ} ~ 3 - (?I m(:fﬂ} - @)) -
= (€ — m(B) -A) - m(Xyn) + m(B) (V)]

Gilt nun o(€ — m(B) -A) < 1, dann konvergiert die Folge
(m(Xy))” n=1 gegen 1. Fiir die Folge der Durchmesser-
matrizen gilt:

d(Xni1) = d(B) - | - m(X,) — €] d.f. dX,) - D.

Damit konvergiert die Folge (X,)” n-1 gegen die Inverse ¥~
Konvergiert andererseits die Folge (X,)% -1 gegen 1, dann
konvergiert notwendig die Folge der Mittelpunktsmatrizen
(m(%,))” n-1 gegen A1 und aus (2) folgt dann notwendig
o(@ — m(B) - U) < 1.

Bemerkung 1: Wie dem Beweis des Satzes zu entnehmen ist,
gilt IL. fiir das Iterationsverfahren (1) auch fiir eine Intervall-
matrix B, welche nicht notwendig 2(~1 enthilt. In diesem Fall
bildet jedoch (¥,)* -1 i. A. keine Folge von EinschlieBungs-
mengen fiir 2~ mehr. Deshalb ist dieser Fall praktisch kaum
von Interesse.

Bemerkung 2: Obwohl das Iterationsverfahren (1) gleich-

zeitig obere und untere Schranken fiir die Inverse %1 liefert,
ist die notwendige und hinreichende Konvergenzbedingung
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die gleiche wie fiir das bekannte Verfahren zur Bestimmung
von A L:Ypn:=YPp—mB)- AP — ) fiur n>0
und Yo € M(R). Im Gegensatz dazu liefert z. B. die intervall-
malige Durchfithrung des Gesamtschrittverfahrens zur Auf-
16sung eines linearen Gleichungssystems wesentlich schirfere
Konvergenzbedingungen als bei Iteration mit Punktvek-
toren ([6]).

Satz 2: Gegeben sei die nichtsingulire Matrix  und eine
Intervallmatrix Xy mit 1 € X¥y. Dann gelten fiir das Itera-
tionsverfahren:

Eripa = m(fﬂ) — - (?{ . m(-fn) — @)) nz=0 3)
die Aussagen:

1. jedes Glied der Folge (X,)” -1 enthalt ¥-1;

II. die Folge (X;)*n-1 konvergiert gegen ! genau dann,
wenn der Spektralradius o (€ — ¥ - m(Xp)) kleiner als 1 ist.

Beweis: Zu 1. Dies ist .nach Voraussetzung fiir #» = 0 richtig;
gilt U1 € X, dann folgt unmittelbar:

WL =m(E,) — WL U-m(X,) —C) e
= m(&‘n) == xn * (%[ % m(fﬁﬂ} === &) — Eﬂ.-&-l

Zu II. Unter Anwendung der Rechenregeln fiir den Mittel-
punktsoperator m gilt fiir die Folge (m(X,))” n=1:

m(Xn+1) = m(Ep) — m(Xn) - W - m(Xp) — €) =
=m(Xp) - (2-€ —U-m(Xy)) C)]

Diese Iterationsvorschrift ist als Schulzsches Verfahren ([4])
bekannt und konvergiert genau dann, wenn o (€ — ¥ - m(X,))
< 1 gilt. Setzen wir nun bei Iteration (3) ¢ (€ — 2 - m(Xp))<1
voraus, so konvergiert also die Folge der Mittelpunktsmatri-
zen (m(Xy))” n=1 gegen M1, Fiir die Folge der Durchmesser-
matrizen gilt die Gleichung:

d(£n+l) =d(Xy) - IQI i m(fu) = @E

Da |- m(X,) — €| gegen die Nullmatrix © konvergiert,
folgt damit: d(X,) — 2. Somit konvergiert auch die Folge
(X2)“n-1 gegen -1, Konvergiert umgekehrt die Folge
(Xn)”n-1 gegen U1, dann konvergiert auch notwendig die
Folge der Mittelpunktsmatrizen (m(%X,))”-1 gegen 1 und
wegen (4) folgt dann notwendig o (€ — % - m(Xy)) < 1.

Bemerkung 3: Analog wie in Bemerkung 1 gilt Satz 211
auch fir Intervallmatrizen Xp, die nicht notwendig ! ent-
halten.

In (2) bzw. (4) konvergiert bekanntlich die Folge (m(¥,))” n-1
linear bzw. quadratisch gegen die Inverse %~1. Eine entspre-
chende Aussage fiir (1) bzw. (3) liefert der folgende

Satz 3: Sei || - | eine multiplikative und monotone Matrix-
norm, dann gilt fiir die Durchmessermatrizen der Iterierten
von (1) bzw. (3):

[dEn+1)]| < C1- [|d(&n)| mit Cr=1/2- || - [|d(B)|
bzw. [|d(Xn)l| < Co- |d(Xn)|? mit Co = 1/2- |A]|.

Beweis: Es gilt: d(Xn11) = d(B) - |¥M - m(Xyp) — €| = d(B) -
. |%{ cm(Xy) — U '%'—1| =d(B)- lu < (m(Xn) ‘—‘M‘_l)]; mit
Hilfe der Monotonie und Multiplikativitit der Norm folgt
daraus:

ld@n+Dll < 1B - [A]| - | m(Xn) — U] <
< 1/2- |d@®)|| - 1] - 4w

Die zweite Abschitzung folgt analog.



5. Beispiel

Zur Erliuterung bestimmen wir die Inverse der schon in [4]
betrachteten Matrix

f 2 =2 _ [—09 0 18
H=(—2 —5 6 |; mit m(Xp) = 37 1 =2
1 I —1 2,8 1,1 —1,1

isto(U- m(:'fvu) —6E) < 1lundp(@ — m(:fo) -¥) < 1, s0 daB
die in Satz 1 und Satz 2 angegebenen Iterationsverfahren kon-
vergieren. Mit Hilfe einer Normabschitzung laBt sich leicht
eine Intervallmatrix Xo mit ¥ € X¥p und m(¥y) = m(:i'o)
angeben. Aus Demonstrationsgriinden addieren wir hier zu
allen Elementen der Matrix m(Zp) das Intervall [—D, D]
(d. h. die Elemente der Matrix d(io) sind alle gleich 2 - D).

In der Tabelle sind die maximalen Zeilensummen fiir aufein-
anderfolgende Durchmessermatrizen d(Xy) fiir verschiedene
Werte von D bei Verfahren (3) angegeben. '

Itera-

tions- | D = 10 10% L 107 104 10° 10°

schritt
1 0,28,,2 |0,28,,3 10,2854 |0,28,,5 | 0,286 |0,28,,7
2 0,10,,2 | 0,103 |0,10,04 | 0,10,45 [0,10,46 | 0,10,,7
3 0,14551 | 0,14,02 | 014,53 | 0,14;04 |0,14,,5 | 0,14,06
4 0,26,5-1 | 0,26 0,26, [0,26,52 |0,26)53 | 0,25,,4
5 0,82,,-5 | 0,80,54 | 0,80,5-3 [ 0,80,,-2 | 0,80,,-1 | 0,74
6 0,19,5-6 | 0,18,4—6 | 0,13,~6 | 0,17,5-6 | 0,13,,-6 | 0,15,,—6
7 0,19,5—6 | 0,15;,-6 | 0,76,,—7 | 0,18,,—6 | 0,50,4-6 | 0,11,,-6
8 0,16,5~6 | 0,16,4~6 | 0,35,~7 | 0,17,,-6 | 0,54,,-7 | 0,85,~7

Die Beispiele wurden an der elektronischen Rechenanlage -
ZUSE Z23 des Rechenzentrums der Universitit Karlsruhe
gerechnet.

Praktisch wird man die in dieser Arbeit beschriebenen Ver-
fahren so anwenden, daB man sich zunichst — etwa mit Hilfe

des Gauf-Algorithmus — eine Nidherung m(io) fir die In-
verse -1 der gegebenen Matrix ¥ verschafft. Gilt fiir eine

Norm z. B. | - m(Xo) — €| < 1, so ist auch p(% - m(Xo) —
— () < 1. Mit Hilfe einer Normabschiitzung 1aBt sich dann
einfach eine Intervallmatrix Xo mit ! € Xp und m(¥) =

= m(¥,) angeben, was die Konvergenz der Folge (X,)" -1
gegen W~ und die EinschlieBung M1 € X, fiir alle n sichert.
Wegen seiner quadratischen Konvergenz gemill Satz 3 ist
dabei das Iterationsverfahren (3) dem Verfahren (1) vorzu-
ziehen.
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