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G. ALEFELD und J. HERZBERGER

Über das Newton-Verfahren

bei nichtlinearen Gleichungssystemen

1. Einleitung

Von R. E. MooRE wurde in [3] ein Verfahren zur Berechnung
einer ~.infachen Nullstelle der Vektorfunktion f vorgeschla-
gen. Uber die Konvergenz dieses Iterationsverfahrens wur-
den dort jedoch keine Aussagen gemacht. Die vorliegende
Arbeit soll einen Beitrag zur Untersuchung dieses Problem-
kreises liefern. Für eine Reihe derartiger Algorithmen -
Sätze 1-4 - werden Konvergenzkriterien angegeben.
Außerdem machen Lemma 1 und 2 Aussagen über das Kon-
vergenzver halten dieser I tera tionsverfahren. Ins besondere
wird in Satz 4 bzw. Lemma 2 für das oben erwähnte Ver-
fahren von R. E. MOOREein Konvergenzkriterium angegeben
bzw. die überlineare Konvergenz nachgewiesen.

Die Verfahren machen Gebrauch von den Hilfsmitteln der
Intervallrechnung. Einige der wichtigsten Begriffe, die im
folgenden laufend benutzt werden, seien hier kurz zusam-
mengestellt. Wir bezeichnen mit };, 1),iI, . . . bzw. ~, 'g),3,...
Vektoren des Rn bzw. reelle nx'n-ivr~trizen. Diese'köimen
als spezielle Intervallvektoren };,1),. . . aus I( Rn} bzw. spe-
zielle Intervallmatrizen I, 'g), . . . aus M(I (Rn)) aufgefaßt
werden. Verknüpfungen zwischen Intervallmatrizen und
Vektoren sind wie üblich definiert und haben insbesondere
die Teilmengeneigenschaft. Unter der Durchmessermatrix
d(?B}einer Intervallmatrix ?Bverstehen wir die reelle Matrix,
deren Elemente die Durchmesser der entsprechenden Ele-
mente von ?B sind. Entsprechendes gilt für Vektoren aus
I( Rn}. Die Betragsmatrix I?BI einer Intervallmatrix ?B ist
die reelle Matrix, deren Elemente jeweils der größte vor-
kommende Betrag aus dem entsprechenden Element von ?B
sind. Daraus sich ergebende Rechenregeln und Beziehungen
zwischen Betragsmatrix und Durchmessermatrix bzw. -vek-
tor findet man in [2]. Außerdem benötigen wir den in [1]
eingeführten Operator m, welcher zu einer Intervallmatrix Q5
die reelle Matrix m(?B}zuordnet, deren Elemente die Mittel-
punkte der entsprechenden Elemente von \15 sind. Ent-
sprechend ist m bei Anwendung auf Intervallvektoren
erklärt. Im übrigen verweisen wir bezüglich der intervall-
arithmetischen Hilfsmittel auf die angegebene Literatur.

2. Verfahren

Gegeben sei die reelle Vektorgleichung

f(f} = 0
mit}; = (Xl' X2"'" xn) und f(};}= (f1(};},f2(};)" .. ,fn(};})'

Fern~r mögen die partiellen Able~tungen :~: (1'~ i, j ~ 'n)
existieren und im Quader}; = (Al, A2, . . . ,An) stetig und
damit beschränkt sein. Bekanntlich gilt dann für ein festes };

Nil} = fi(1;} + 1;8f; I[ .

. (Zj - Xj)

. . j~l 8xj f-t-Oiq-f)

mit Oi E [0, 1] oder

f(q}= f(~}+ ~(~,q)(g - ~) mit ~(~, q) = (::;If+6i(?-fJ .
Sei i\eine Nullstelle von f, d. h. es sei ICIJ= 0 und sei außer-

dem ~(1;, iI) nichtsingulär. Dann gilt iI'= };- ~-l (1;,iI) I([).
Darüber hinaus sei zu einem IntervaiIvektor };E I{Rn} ei~e

Intervallmatrix .\)(};,~}bekannt, für die gelten soll:

q E 1;, ~E 1;=? ~(f' g) E .\)(1;,g}.
Eine solche Abschätzung erhält man etwa durch die Inter-
vallmatrix ~(1;, iI}J!:~!:. Damit beweisen wir die folgenden
Aussagen. ... .

Satz 1: Sei 1;EI(Rn) und iIeinzige Nullstelle von f(1;}in 1;.
Ferner se.i ?B eine Intervallmatrix, welche die Inversen der

Matrizen ~(.);, .iI}, ~E 1;, enthält. Für die Iterationsvorschrift

1;n+1 = m(1;n} - Q5f(m(1;n))

gelten im Falle 1;nC 1; (n ;S; O) folgende Aussagen;

1. Für alle Iterierten 1;ngilt: ~E };n' .

2. Giltfür eine monotoneMatrixnorm

1111 - m(?B} .\)(1;, ~)J 11< 1

so ist lim 1;n = iI.
n-+co .

Beweis: Zu 1.; Nach Voraussetzung ist ~-l (m(};n), iI)E\15.
Damit gilt für alle n ;S; 0: .

I(~} = f(m(1;n}) + ~(m(1;n)'~)(~ - m(1;n})

oder

q = m(1;n} - ~-I(m(1;n}' q} f(mÜ,,}) E m(1;n) - Q5 f(m(1;n}) = 1;n+1.

Zu 2; Wir wenden den Operator m auf die Vorschrift (I) an
und erhalten m(};n+I) = m(1;n}- m(\15)f(m(1;n}). Damit er-
gibt sich

mÜll} -.iI = m(};n-I) - .iI- m(?B} (f(m(1;n-I) - l\iI})

= m(1;n-I} - iI.- m(?B}~(m(1;n-1),.iI)(m(1;n-l) - ~)
= (I - m(?B) ~(m(1;n-I), ~») (m(};n-l) - q)

n

=/!1(I - m(\15)~(m(1;n-i), g») (m(ro) - q).

Unter der angegebenen Bedingung konvergiert die rechte
Seite dieser Gleichung gegen den Nullvektor. Daraus folgt
m(};n} ---+ iI. Wegen d(1;n} = d(\15} lf(m(1;n-1)1 folgt lim d(1;n} =

= 0, was dann lim 1;n= iI zur Folge hat. n-+co
n-+co .

Ist nun die in Satz 1 genannte Voraussetzung };n-C1;nicht
erfüllt, so liegt es nahe, den Durchschnitt h n };ozu bilden
und mit diesem Vektor das Verfahren fortzusetzen. Genauso
verfährt man mit };2usw. Dieses Vorgehen wollen wir nun
näher untersuchen.

Satz 2. Sei 1;0E.I(Rn) und iIeinzige Nullstelle von f(1;}in 1;0'
Ferner sei ?B eine IntervallrTwtrix, welche die Inversen der

Matrizen ~(~, q), fE 1;0enthält. Für die Iterationsvorschrift

(U)

(I)

1;n+1 = {m(1;n} - \15. f(rn(1;n})} n 1;"
gelten folgende Aussagen:

1. Für alle n ;S; 0 gilt; ~E 1;n.

2. Existiert ~-l für alle ~ E \15, so konvergiert {1;n}ii"~o
gegen q.
Beweis: Wie in Satz 1 zeigt man, daß m(1;n) - Q5f(m(};n}

die Nullstelle enthält. Nach Voraussetzung enthält auch 1;n
die Nullstelle und damit auch der Durchschnitt beider Vek-
toren.

Zu 2.: Die Folge {1;n}ii"~oist monoton fallend. Im Falle
m(1;k}= iIfür ein festes k ist nichts zu beweisen. Andernfalls
können ~ir zeigen, daß

di(1;n+1)< ~ di(};n} (* *) für mindEstens ein i

gilt, woraus dann wegen iIE 1;n für alle n lim};n = iI folgt.. n-+co'
Hinreichend für (* *) ist die Bedingung m(1;,,}~ 1;n+1, die
wir jetzt aus der Voraussetzung folgern. Nehmen wir an,
es sei m(1;n) E };n+1. Dann ist notwendigerweise auch m(1;n)
in {m(1;n} - Q5f(m(1;n})} enthalten. Deshalb existiert eine
Matrix )ßnE Q5 derart, daß m(1;n}= m(1;n}- ~n f(m(1;n»
gilt. Dies folgt aus der Tatsache, daß für die Multiplikation
einer Intervallmatrix \15 mit einem Punktvektor I die Be-

ziehung \15 f = {~ fI)ß E ?B} besteht. Hieraus ergibt sich

aber )ßn f(m(1;n})~ 0, und da )ßn:l nach Voraussetzung
existiert schließlich f(m(1;n» = 0, d. h. m(1;n}= iIim Wider-
spruch zur Voraussetzung. .

Die Verfahren (I) und (U) können als Verallgemeinerungen
des "vereinfachten" NEwToN-Verfahrens angesehen werden.
Bekanntlich konvergiert dieses linear gegen die Lösung iI.
Entsprechende Aussagen für die Verfahren (1) und (li)
machen wir im folgenden

Lemma 1. Die Voraussetzungen von Satz 1 und Satz 2
seien erfüllt. Dann gilt für die Folge der Durchmesser {d(1;n}}ii"~o
unter Verwendung monotoner und verträglicher Normen:

bei (I) Ild(};n+l}11~ ~ Ild(?B)IIIII.\)(1;,~)J 1IIId(1;n}1l

bei (U) Ild(1;n+I)II ~ ~ Ild(?B)IIIII.\)(1;o,~}llllld(1;n)Jl.
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Beweis: Aus (I) folgt durch Betrachtung der Folge der
Durchmesser der Iterierten

d(tn+1) = d(\B) lj(m(tn»)1= d(\B) Ij(m(tn») - f(~)I

= d(\B) I~{m(tn), .5)(m(tn) - ~)I

~ d(\B)I~{m(tn), .5)11m(tn) - ~)I
1

~ 2 d(\B) I~{m(tn), ~)I d(tn)

1
~ 2 d(\B) 1S)(t, q) Id(tn) .

Unter Verwendung der Normen folgt die Behauptung für (1).
Zum Nachweis der zweiten Behauptung zeigt man wie vor-
her, daß für \:)n+1 := {m(tn) - \B f((tn»)} die Beziehung
d(\:)n+l);;:;1/2 d(\B) 1S)(to,5) Id(tn) besteht. Wegen tn+l (
C \:)n+l folgt d(tn+l) ~ d(\:)n+l) und unter Verwendung der
Normen die Behauptung.

Es liegt nun nahe, die Abschätzung \B in beiden Verfahren
mit der Iteration fortwährend zu verbessern. Wir setzen
dazu voraus, daß man eine Abschätzung \B = \B(t) angeben
kann, für die gilt:

a) [C t =? \B([) ( \BW (Teilmengeneigenschaft)

b) tl)t2)t3'" und limtn=t=?limd{\B(tn»)=D.n-+oo . n-+oo

Diese beiden Forderungen sind etwa erfüllt, wenn für die
Berechnung von \B(t) die Intervallarithmetik in bekannter
'Veise herangezogen wird. Damit ergibt sich als Verallge-
meinerung von Satz 1 der

Satz 3: Sei t E I(Rn) und 5 einzige Nullstelle von f(t) in t.

Ferner sei \B(t) eine Intervailmatrix mit den Eigenschaften
a) und b), welche die Inversen der l'tfatrizen ~(t, 3), tE t,
enthält. Für die Iterationsvorschrift .. .

(1*) tn+1 = m(tn) - \B(tn) f(m(tn»)

gelten,falls tn ( t für n ;;S0, diefolgendenAl1ssagen
1. Für n > 0 gilt: 5 Etn.
2. Giltfür eine monotoneMatrixn01'm1111- \B(t) S)(t, 5)111<

< 1, so ist lim tn = 3.n-+oo .

Beweis: 1. folgt wie in Satz 1. Zum Nachweis von 2.
beachten wir, daß für die Folge der Mittelpunkte jetzt die
Beziehung m(tn+1) = m(tn) - m{\B(tn») j(m(tn») besteht,
woraus man die Gleichung

n

m(tn) - 0=/!1(I - m{\B(ti»)~(m(td, m (m(to)-~)

herleitet. Für die Konvergenz des Matrizenproduktes gegen
die Nullmatrix ist die angegebene Bedingung hinreichend.
Entsprechend ergibt sich als Verallgemeinerung von Satz 2
der

Satz 4: Sei to E I( Rn)und 5einzige Nullstelle von f(t) in to'
Ferner sei \B(t) eine Intervalimatrix, welchedie Inversen der
:ßfatrizen ~(t, 3), t E t, enthält und die Eigenschaften a) und b)
besitzt. Für' dIe jterationsvorschrift

(II*) tn+1 = {m(tn) - \B(tn) f(m(tn»)} n tn

gelten die folgenden Aussagen:

1. Fiir alle n ~ 0 gilt: 3 E tn.
2. Existiert ~-l für alz"e~ E \B(to)' so konvergiert Ün}ji"~o

gegen0'
Beweis: Behauptung 1. folgt wie in Satz 2. Zum Nach-

weis von 2. setze man im Beweis von Satz 2 \B = \B(to) und
beachte, daß wegen a) stets \B(tn)c \B(to)= \Bgilt.

Daß die Verfahren (1*) und (II*) jetzt überlinear konver-
gieren zeigen die folgenden Aussagen.

Lemma 2: Die Voraussetzungen von Satz 3 und Satz 4
seien erfüllt. Dann geltenfür die Folge der Durchmesservek-
toren {d(tn)} ji"~ounter Verwendung monotoner und verträg-
licher Normen die Beziehungen

bei (1*) Ild(tn+l)ll ~ Cn IId(tnHl
bei (II*) Ild(tn+1)1I ~ c~ !ld(tn)11
mit lim Cn = lim c~ = O.

n-+oo n-+oo

Beweis: Die beiden Ungleichungen leiten sich analog wie
in Lemma 1 her. Dabei gilt

1
Cn= 21Id(\B(tn»)11 11 !S)(t,q)lll,

c~ = ~ Ild(\B(tn»)11I1 1S)(to, 0)111 .
Wegen lim tn = 5 und der Eigenschaft b) der Abschätzung

n-+oo .
\B(tn) folgt die Behauptung lim Cn = lim c~ = O.

n-+oo n-+oo

3. Beispiel
Wir betrachten das folgende einfache System

f(t) = (
xi + x~ - 16

).
x2-xr+l

Offensichtlich liegt eine Nullstelle 3 von f im ersten Qua-
dranten. .

(
4 X3

Mit ~(t, 5) = 1

.. -2 Xl

t = (
Xl

) mit t' 3 E t:
X . .2

(
4X34X3

)~(t, 5)E S)(t,3) = 1" 2 .
. . . -2 Xl 1

Für die Inversen von ~(~, ~) gilt dann

(

1 X~

)
4 Xi + 8 Xl X~ - Xi + 2x-;xf

~-l(~, q)E \B = 1 Xr'
2Xr +4X~ Xr + 2 X~

Wählen wir für to einen Intervallvektor, welcher im ersten
Quadranten liegt, so sieht man unmittelbar, daß alle jß E \B
invertierbar sind. Also konvergieren die beiden Verfahren
(II) und (II*) gegen die Lösung 5, falls 3 E to gilt.

Wir wählen to = (
[1, 3]

).' .
[0.25, 2]

In Tabelle 1 sind einige der Iterierten nach Verfahren (II)
angegeben.

4 X3

)1 2 gilt für einen Intervallvektor

Ta belle 1

n X, X,

1 [1,3]
5 [1.55598633, 1.74898479J

10 [1.64053231, 1.65103107J
20 [1.64740625, 1.64751340]
40 [1.64746445, 1.64746447]

Auf der Maschine gilt t39 = t40'
Tabelle 2 enthält die Iterierten nach Verfahren (II*). Die

angegebenen Beispiele wurden auf der Rechenanlage ZUSE-23
am Rechenzentrum der Universität Karlsruhe unter Verwen-
dung der dort vorhandenen Maschinenintervallarithmetik
gerechnet.

[0.25, 2]
[1.70368002, 1.78265584]
[1.70368002, 1. 72886820J
[1.71413274, 1.71435852]
[1.71413913, 1.71413919]

Ta belle 2

n X, X,

0 [1, 3J [0.25, 2]
1 [1, 1.99427003J [0.423366475, 2]
2 [1.34598501, 1.99427003J [1.43393270, 2J
3 [1.60298980, 1.66181740] [1.69298433, 1. 74251362J
4 [1.64617637, 1.64910657] [1.71304539, 1.71539285J
5 [1.64746371, 1.64746524] [1.71413840, 1.71413996J
6 [1.64746446, 1.64746447J [1.71413915, 1.71413917]

Alle weiteren Iterierten stimmen mit t6 überein.

Bemerkung: Bei Systemen mit mehr als zwei Unbe-
kannten wird man die Intervallmatrix S)(t, 5) mit einem der
bekannten Intervallverfahren invertieren, um eine Intervall-
matrix \B mit ~-l (t, 5) E \B zu erhalten. Dazu siehe man
etwa [3], Seite 25 ff.' .
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