455

(4, AvirsLp: Rigenschaften und Anwendungsmdglichkeiten einer komplexen Intervallarithmetik

ZAMM 50, 455 —465 (1970)

Uber Eigenschaften und Anwendungsméglichkeiten
einer komplexen Infervallarithmetik*)

Von G. ALEFELD

In der folgenden Arbeit wird eine Intervallrechnung iber den komplexen Zahlen eingefihrt, Im ersten Abschuitt
werden die Eigenschaften der eingefiihrten Arithmetik untersucht und erliutert. Anschliefend werden verschiedene
komplexe Matrizenmengen betrachtet und Verkniipfungen in ihnen definiert. Mit diesen Hilfsmitteln wird im letzten
Abschnitt die Aufgabe formuliert, die Lisungsmenge eines komplexen Gleichungssystems, dessen Koeffizienten variahel
sind, in Intervalle einzuschliefien. Die Lésung dieser Aufgabe wird in einer spiteren Arbeit belandelt.

Over the field of complex numbers an interval arithmetic is defined. In the first section of this paper the properties of
the arithmetic are discussed and explained. Subseguently we consider various sets of complex matrices. By this means
it is easy to formulate the problem of solving a system of simultaneous linear or nonlinear equations, the cocfficients
of which are known to vary in given complex intervals, The solution of this problem is given in a following paper.

B npejaraemoit pafoTe pacnpocTpaHAeTcs MeTON WHTePBaJhHOI0 pacyéra Ha KOMIJIEHCHBIE YMcia.
B neprom pasgesie HCCAeXVIOTCA M N3JaraiTed CBOCTBA BBeJeHHOI apun@MeTuru. 3aTeM paccmarpu-
BAIOTCA PasHble (IOPMEI ROMILTCKCHBIX MHOAECTB MATPHI M ONPeJedAITCA CYIIECTBYHILIHE MEATY HITMIL
cpssu, C MOMOIBIO ATHX BCIHOMOTATCIBHEIX CpelcTB GOPMYIMPYETCA B IOCAEIHEeM PA3feac 3aj(ava,
3ARMIOUANONIAACA B 3ANMPANNHE B WHTEPBAJEl MHOA(ECTB PelueHHTi KOMILIEGKCHONH CHCTEMEI Ypasnciiii
¢ nepeMeHHBIMI KoohdHIHenTaMu. PeireHne aToii 3agaun GyaeT U3ToHieno B mo3jHeliuret padore.

I. Grundziige des Rechnens mit komplexen Zahlenmengen

1. Grundlegende Begriffe und Eigenschaften der Potenzmenge der komplexen Zahlen

Im folgenden sollen , komplexe Intervalle” eingefithrt und Verkniipfungen zwischen solchen definiert werden.

AuBerdem wird die Struktur dieser Menge untersucht. Dabei wird das Rechnen mit reellen und komplexen

Zahlenmengen vorausgesetzt. Es sollen daher hier kurz die wichtigsten Eigenschaften des Rechnens mit solchen
. Mengen aufgefithrt werden (Siehe [4]).

Definition 1: Eine reelle oder komplexe Zahlenmenge A bezeichnen wir als (reellen oder komplexen)
- Komplex:.
Es ist 4 ¢ P(R) bzw. 4 ¢ P(C) (Potenzmenge der reellen bzw. komplexen Zahlen) und P(R) ¢ P(C). In der
Menge der reellen und komplexen Zahlen sind vier Rechenoperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division) erklart. Wir erkliren die entsprechenden Operationen in P(C) (und damit in P(R)) durch die

Definition 2: Es seien 4 und B aus P(C). Dann verstehen wir unter 4 « B die Zahlenmenge
A+B:={z=ax+blacd rbeB}e P(C) (1)

(dabei bezeichnet = eine der Verkniipfungen +, —, -, :). '

Aus dieser Definition folgt, daB die Komplexe der Form {a} € P(C) isomorph sind den komplexen Zahlen ac C.
Wir schreiben dafiir einfach {a¢} = a. Damit gilt C ¢ P(C). Entsprechend erhilt man R ¢ P(R). Die Menge C
bildet bekanntlich einen Kérper. Fiir die Menge P(C) hingegen ist dies nicht der Fall. Es gelten jedoch die
folgenden GesetzméalBigkeiten:

. Addition und Multiplikation sind sowohl kommutativ als auch assoziativ.
. {0} ist das eindeutig bestimmte neutrale Element der Addition.

. {1} ist das eindeutig bestimmte neutrale Element der Multiplikation.

. Inverse Elemente existieren nur fiir die Elemente {¢} = ¢ ¢ C.

. Es gilt das Subdistributive Gesetz

AB+0)SA4BL+AC.

Dt H WD e

Fir 4 = {a} =a gilt
a(B4+C=aB+al

6. Es gilt die Teilmengeneigenschaft, d. h.,ist 4, S B;, i =1, 2,s0gilt A; « 4, B, = B, fiir alle eingefiihrten
Rechenoperationen. -

%) Auszug aus dem ersten Kapitel dor von der Fakultdt fir Naturwissenschaften I der Universitit Karlsruhe gench.
Migten Dissertation des Verfassers, (Referent: Prof. Dr. U, Kvriscr; Korreferent: Prof. Dr. K. NicrEn).
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Bine Teilmenge von P{R) sindd die reellen abyeschlossenen Intervalle 4 = |a, b| B o= e,d), ... Wir be.
zeichnen diese Menge mit [R). Fiir diese Menge liflt sich die Definition 2 in explizite Regeln j"u]_ die vier
Chrundrechenoperationen umschreiben:

B o= et e b - d))

- == b e,

s B o= min(acoad be b ci},-lﬁax (ae.ad, be bd)l,

L
;.8

3. 2
4.4 B =1 b-[1d. lje) (D& B).

Die Menge [(R) ist also beziiglich der vier Grundrechenoperationen abgeschlossen.

. Die Mengen 1(C) und T(C)

homple\v aus P(C) lassen sich nicht einfach beschreiben. Bei praktischen Problemen ist ex meistens einfacher,
die Losungsmenge eines gegebenen Problems durch komplexe Zahlenmengen zu beschreiben, die von achsen-
parallelen Geraden, . h. von Rechtecken begrenzt werden. Wir geben daher folgende

Detinition 3:a) Unter einem komplerven Intervall 4 verstehen wir dle Menge aller komplexen Zahlen
A=z emndinned e d}, A4, IR) . ;
by Sind A, und 4, Komplexe aus P(R). so heifit die Menge
A= fzma Liwgfae 4, anye dy} T-Komplex

(siche Bild 1)

! i
.'.'é; :
g f ] i .
. P

i | £y Pl

B Bild 2

Bs gilt: Jedes komplexe Intervall ist 7-Komplex. Die Menge der komplexen Intervalle bezeichnen wir
mit I{C), die Menge der 7"-Komplexe mit 7'(C). Es gilt: [(C) ¢ T(C ) ¢ P(C). Die komplexen Intervalle sind
cine direkte Verallgemeinerung der reellen Inten alle. Da die komplexen Interv&]le und die T-Komplexe Teil-
mengen von P(C) sind, ist fir Elemente aus diesen Mengen nach Definition 2 eine Arithmetik erklart. Diese
hat ;bdoch den entscheidenden \a(html dah die ’VIenDenI (C) und T'(C) beziiglich dieser Arithmetik nicht ab-
geschlossen sind.

Wir erliutern dies an einem einfachen Beispiel: Es sei (s, Bild 2)
A=l =g win|ne|24].m=0eclC).
B oardsme ay i iagfay o= 1, 2y = L)€ T(C) .

Nach Definition 2 hmtuht dann das Produkt 4 - B ans allen komplexen Zahlen, die auf der im Bild 2 eingezeichneten Strecke C
liegen. (7 ist nicht aus J(C) oder T(C)! Es gilt: € ist aus P(C).

Bemerkunyg: I8 liegt nahe, dhnlich wie in der Funktlonenthmrm iiblich, die Menge aller komplexen
Zahlen der Form

zo=a -k ety 0sr=<R, OggoS.?n, acC,

als komplexe Intervalle einzafithren. V Lr[{nupf’r man zwel solche Intervalle nach Definition 2, so 148t sich das
Ergebunis im allgemeinen nicht in der Form z = a - r ¢/# beschreiben. Die oben angefiihrte Schwierigkeit 148t
sich 2130 dadurch nicht beheben, Im fulgencen soll mit Hilfe reeller Komplexe fiir die durch Defmmon 2 gege-
bene Arithmetik eine Ersatzarithmetik in 7'(C) eingefiihrt werden. Dabei zeigt sich, daB die Elnfuhrunu von
komplexen Intervallen und 7-Komplexen als rechteckig begrenzte Zahlenmengen vorteilhaft ist.

Wollen wir in unserem obigem Beispiel die Menge O durch ein Llement aus I(C) oder T'(C) méglichst gut

beschreiben. so kommt dafiic das kleinste € umschriebene Element C aus I C) in Frage. Wir geben jetzt 311
gemein die

Definition 4: Unter dev 7-Hiille eines Elementes 4 ¢ £(C) verstehen wir den Durchschnitt aller Ele-
mente aus 71C). welehe A enthalten. Wir schreiben dafiie einfach A,
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e,

Es gilt fir alle 4 € P(C): A S 4. Ist Ae T(C),sogilt 4 = 4.
Im folgenden soll unser Ziel sein, die durch Definition 2 festgelegte Verkniipfung von Elementen aus
(C) durch eine Ersatzarithmetik zu approximieren. Unser Ziel ist dabei natiirlich die T-Hiille A+ B durch
cmb moglichst kleine {)bermenge aus T(C) zu beschreiben.

TFir die Elemente 4 ={z =2, +ia,| 2, € 4; Aay€ Ay} € T(C), 4, 4, ¢ P(R), fishren wir jetzt die
Sehreibweise .4 = A; + i 4, ein und bezeichnen 4, bzw 4, als Real- bzw. Imagmartell von 4. Damit geben
wir die folgende _

Definition 5: Zwel Elemente 4 = 4, + 474, and B = I3, + 1 By aus 7Y(C) heiBen gleich, i. 4. 4 = B,
genau dann, wenn gilt

Aozt B und Ay =18,

Definition 6: Seien 4 = 4, +i 4, und B = B, -+ i By, Elemente aus 7(C). Dann verstchen wir

unter Summe, Differenz, Produkt und Quotient von 4 und B die folgenden Elemente aus 7'(C):
| A B =(4, + B) +i(4,+ By,
A - b= (4, — B) +1i(4, — By,
A B =(4B — 4 B)) +i(d; B, + 4, DB),
AT B =(dy B, + 4, B) : (B} + B}) + (4, B, — 4, By) : (B} + BY).

Bei der Definition der Division ist vorausgesetzt, daf 0 nicht aus B + Bj ist. Falit man die Potenzen
Biund B auf als B = B, - B, bew. B} = B, - 32 wobei die Produkte nach Definition 2 zu hilden siud, so ist
es moglich. daB 0 € B - BI =ult obwohl 0 ¢ B = B, + i By. d. h.. die Division ist nicht definiert.

Wir betrachten dazn das einfache
Beispiel: Sei B=[--1.1] i i]1, 3] Daun ist

By By = Bye Byo= = 1.1 - [1:9] = |0, 10] 50.
Wir vercinbaren daher. dall der Ausdruck BY -+ B2 nach der Vorschift
B4 B3 oce= 07 by € By) 4 03[ by €083,
zu herechnen ist. In unserem Beispiel erhalten wir damit
Bi 4 B =[0.1] + [1,9] = [1,10].

Durch die Definition 6 sind die vier Grundrechenoperationen i+ fiir Elemente aus 7' (C} auf die Grund-
rechenoperationen = fiir reelle Komplexe zuriickgefiithrt. Die komplexen Zahlen a = a; + 7 a, sind isomorph
beziiglich der eingefiihrten Verkniipfungen den Elementen der Form 4 = [ay, @,] + 1 [ay, a,]. Wir kénnen
daher diese beiclen Mengen miteinander identifizieren und schreiben im folgenden kurz 4 = [a,, ¢;] =+ @ [1,, ¢,]
=qa, + 14, = a. Es gilt damit also C ¢ T(C).

Es soll nun die der Menge T C) durch die Definition der Grundrechenoperationen [+, auferlegte Struktur
untersucht werden:

1. Die Addition und Multiplikation von Elementen aus T(C) sind kommutativ:
AV B=BIT A, . ATIB=BI

LDer Beweis ergibt sich vnwittelbar aus den Dduutlouvn dieser Verkntipfungen und der Tatsache, dall Hir reclle Kow-
plexe diese Gesetze richtig sind.

2. Die Addition ist assosiativ:
A (B = (TR T .
Der Beweis ergibt sich aus der Definition der Addition und der Tatsache, dafl dieses Gesetz fiir reelle Kowmplexe nchtig ist.

3. Im Gegensatz zur Verkniipfung .. nach Definition 2 ist die ‘\Iultll)hkatlon ‘nichtassoziativ. Jedoch
gilt stets

(A{71B) 0]
e A e S (4, B, C).
A (B0 ) T i)
Dabei ist
m(d. B, C):=4, B, C, — A, B,y — A; B C, — 4, B, C, + i(d; B, C, + A4, B, (
+ 4, B, C, — 4, B, C,) .
Wir bezeichnen diese Eigenschaft als Subassoziativitdt.
Beweis: Esscien 4 = 4, +i4,, B= B, +1iB,und C = C; + i C, aus 7'C). Dann ist
(4 BB T 0w O (A By ity B~ Oy (A Byt Ay B £ 8450 Ay By 55 4y 1} 4 Cy (A, By — A, Bt
R O S Ay (B Gy By G =y (B O 4 B 03 S B (B Oy e By G o Ay (B . BT

Daraus ist ersichtlich, daB im allgemeinen nicht Gleichheit zwischen diesen beiden Aunsdriicken Lesteht. Aul Grund des Sub-
distributiven Gesetaes und der Teilmengencigenschaft fiir reelle Komplexe folgt die Behauptung des Subassosiativer Gesetzos,
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st O =¢c=1¢; +icy50 gilt
(a) (4 -"B) - c=m(4, B,c).
st A == 0 = a; +14a,so gilt
(b) a”}(B[~iC) =mla, B, ().
Ist gleichzeitig 4 = a; + 14, und €' = ¢; + 1 ¢, s0 gilt
() (@-]B)-Je=a[-]1(B]c) =m(a, B,c).

Wir bezeichnen die Eigenschaften (a), (b) und (¢) als Semiassoziative Gesetze.

. Es gilt das Subdistributive Gesetz:

Beweis: Seien 4 = 4, + i 4,, B= B, + 1 By und ¢ = | 4- i C, aus T'(C). Danu ist
4. (BEOC) =4, (By+ Cy) — 4y (B, + Cy) + i {4 (B, + Cy) + 4, (B, + Cy)}
S4B 4+ 40— A4, B— 4,0, +i{4, B+ 4,0+ 4 B, + 4,C)
=4 BLATIC. (3)
Das S-Zeichen gilt auf Grund des Subdistributiven Gesetzes und der Teilmengeneigenschaft fir reelle
Komplexe. Ist 4 = a, so gilt das Gleichheitszeichen:
« B0 =aiT BFeTC.
Wir bezeichnen diese Bigenschaft als Semidistributives Gesetz. Der Beweis folgt aus (3) mit der Tatsache, dal}
dieses Gesetz fiir reelle Komplexe richtig ist.

. Die Zahl 0 ist das eindeutig bestimmte neutrale Element der Addition, d. h.,

gilt genau dann, wenn N = 0 ist.

Beweis: Das erste Gleichheitszeichen gilt auf Grund des kommutativen Gesetzes der Addition. DaB N = 0 die
Gleichung 4 37 N = A erfallt, ist sofort ersichtlich. Die Eindeutigkeit folgt durch einen einfachen Widerspruchsbeweis.

5. Die Zahl 1 ist das eindeutig bestimmte neutrale Element der Multiplikation, d. h.,

':ii_l-_iE:E!'_-’A*—-"A,

gilt genau dann, wenn F =1 ist.

~ Beweis: Das erste Gleichheitszeichen gilt auf Grund des kommutativen Gesetzes der Multiplikation. DaB B =1
die Gleichung 4 [1E = 4 erfillt, folgt durch Nachrechnen. Die Eindeutigkeit folgt durch einen Widerspruchsbeweis.

. Inverse Elemente beziiglich der Addition existieren nur fiir die Elemente 4 =« ¢ C ¢ T(C).

Beweis: Essei d == 4 -+ i4; und B = B, -+ i By, Ist 4 — B =0, so folgt nach Definition 5 4, — B) == 0 und
Ay« B, =2 0. Da fiir reelle Komplexe Inverse der Addition nur fiir die Elemente aus R ¢ P(R) existieren, folgt ¢, =6, und
y == by, also 4 = a = @, -+ i a, und damit B = «.

. Inverse Blemente der Multiplikation existieren nur fir die Elemente 4 =« = o, + i a, + 0 aus C.

Beweis: Wir zeigen zuniichst:

u) Sind X und ¥ reelle Komplese, so gilt X — ¥ = z € R genau dann, wean X = x und ¥ = y ist.
Beweis: Ist X =2 und ¥ =y, soist X — Y=z —~y=z2¢R Selnun X — Y ={z=2—ylacXayelj==x
Dann st fiir festes 2y e Yund gy, 4o € Yz =2y — py und z = a3 — ,. Daraus folgt 5, = y,. d. h., ¥ besteht nur aus einem
vinzigen Element y. Mit 2, 2, € X gilt dann 2z = ; — y und z = 2, — y. Daraus folgt z, = a3, «. h., X besteht nur aus
einem cinzigen Element w. '
b) Sind X und ¥ reelle Komplexe, so gilt X + ¥ = z ¢ R genau dann, wenn X = wund ¥ == y ist (z <= 0).
Der Beweis ergibt sich wie unter a).
Wir beweisen jetzt die Behauptung 8.: Esseien 4 = 4; 4+ i 4, und B = B, 4- i B, aus 7(C). Dann folgt nach Definition 5
aus der Gleichung ' _

Aii{B=A4, B — 4, B, +i(4, B, + 4, B,)=1,

4, B —4,B,=1 ud 4, B,+4,B,=0.

Auf Grund der Aussagen a) und b) folgt 4, = a;, 4, = a,, B, =0b,und B, = by, d.h. 4 = e und B = 1Jg, falls & = 0 ist.

. Fiir die Grundrechenoperationen [ fiir Elemente aus 7'(C) gilt die Teilmengeneigenschafi:

Aus .S B;, i=1,2, folgt A, [v|4,S B[* B,.
Der Beweis ergibt sich unter Verwendung der Tatsache, daB dieses Gesetz fiir reelle Komplexe richtig ist.

Dureh vollstindige Induktion beweist man, daB diese Eigenschaft auch fiir rationale Ausdriicke, die mit
Elementen aus T(C) gebildet werden und in denen die Reihenfolge der Operationen eindeutig durch Klam-
merstruktur festgelegt ist, Giiltigkeit besitzt.
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Auf Grund der aufgezeigten Struktur der Menge 7'(C) mit den \*ernupfungcn + folgt, dafi 1'(C) keinen
Korper bildet. Bei der Ausfuhrung von mehreren Rechenoperationen muﬁ also emdeui:w die Reihenfolge, in
der die Rechenoperationen auszufiihren sind, festgelegt sein.

Bemerkung: Bei der Einfiihrung der komplexen Zahlen C als geordnete Paare (v, y) von reellen Zahlen

» und ¥ zeigt smh daB die reelle Zahl » beziiglich der emaefuhrten Verkniipfungen 1somorph ist dem Paar
(x,0). Man identif iziert daher die reellen Zahlen mit diesen Paaren, und es ist dann R ¢ C. — Die Elemente aus
7(C) konnen aufgefaBt werden als geordnete Paare A = (4;, 4,) mit 4;, 4, ¢ P(R). Die Ele;_z_z}ente der Form
(4;, 0) aus T(C) sind jedoch nicht bemglmh aller in T(C) eingefithrten Rechenoperationen x| isomorph den
reellen Komplexen. Aus Definition 6 ist zwar ersichtlich, daff das Ergebnis von Addition, Subtraktion und
Multiplikation zweier T-Komplexe der Form 4 = (4;, 0) und B = (B,, 0) mit der entsprechendenVerknupfung

* der recllen Komplexe 4 = 4, und B = B, iibereinstimmt. Fiir die Division erhalten wir hingegen 4 |:' B =

= (A By) : B Beider Aublulnunu der Dn ision in P(R) erhalten wir 4 : I == 4, : ). Im allgemeinen smn'l
~ diese beiden (n()BL n verschieden. Wir zeigen jetzt, dall stets mlt

d; B (4,7 By BL.

Zundchst erinnern wir daran, dafl wir bei der Division von Z-Jomplexen vorausgesetzt haben, dali 0 ¢ 5 =
= By 4 1 Byist. Auflerdem erinnern wir an die Vorschrift (2) zur Bildung von B3 4- Bi Istnun B = B, +i0,
so folgt: 0 ¢ B;. d. h. B, > 0 oder B, < 0. In diesen beiden Fillen ist aber '

B4 Bi=Bi={bi|beB) =B B,

wobel das iam r mlu[d nach Definition 2 zu bilden ist. Dabier konoen wir schreiben

‘ I 11 Vo
CORCARE O PR RN TR LA I R
(dy - by« ! L Bi &y By By s 3 ( ; -BJ)

Da stets 1 e By : B; ist, folgt auf Grund der ’l‘eilmengeneige-nschaft fir reelle Komplexe die Behauptuny.
_ Wir werden weiter unten sehen, daf} die Division :_ von 7-Komplexen noch andere unangenchme Eigen-
schaften im Vergleich mit den drei anderen emgefuhrten Rechenoperatmnen besitzt.

Auf den Nachiweis, wie gut die eingefiihrte Arithmetik _«] die oben aufgestellte Zbozdemng erfillt, dal} die

Verkntipfung 4 + i B die 7'-Hiille A+B mbglichst gut appw\muuen soll, kommpien wir im ndchsten Abschnitt
zuriick.

3. I'unktionen und durch sie érzeugia Komplexe aus P(C)

Um die qualitativen Eigenschaften der in 7(C) eingefithrten Arithmetik einfach studieren zu kénnen, zitieren
wir hier die wichtigsten Definitionen und Sitze tiber Funktionen und der durch sie erzeugten Komplexe,

~wie sie in [4] aufgefihrt wurden. Die Formulierung wurde dort fiir reelle Komplexe und reelle Funktionen
abgefafit. Alle Definitionen und Sitze lassen sich unmittelbar ins Komplexe iibertragen. _

- Mit C* bezeichnen wir die Menge der n-Tupel komplexer Zahlen. Bs sei 4 € C% Dic eindentige Ab-
ilduny

Tl 2L

welehe jedemw ¢ :ex (1, .. 1,) € 4 einen Wert f4(t) ¢ C zuordnet, leiBt n-dimensionale Funktion, i. Z. f4. 4
heilit Definitionsbereich von f,. Die Menge aller auf 4 erklirten beschrankten Funktionen bezeichnen wir
mit (4, C). Die Abbildung der Menge (4, C) in die Menge P(C), welche jeder I‘unL’uoan € (4, C) den Bild.
bereich {f4} 1= {f4(t) |t e A e P(C) zuardneb bezemhueu wir als ,,Komplexbildung®. {f4} hell.’»t Komplex -
“von f,. Zwel T'mlktlomn hel!ieu gleich, wenn ibre Werte fitr alle ¢ € 4 {ibereinstimmen. Fir Elemeunte a,
ya € {1, C) werden die Grundrechenoperationen eingefilrt durch

(@a = 9a) (1) 5= wall) * yalt) fir alle te 4.

(4, C) bildet eine kommutative Algebra mit Einselement. Ist A abgeschlossen und beschrinkt, so bildet (hc
Menge der auf 4 erklirten ko:nplexwert1gen Funktionen (4, C), eine Tellalaebm

Es gilt der _
EinschlieBungssatz: Sei A S Cr, 2. y ¢ (4, C). Dann gilt fﬁf; alle Grundrechenoperationen

{Wa*yat S{val «{ya).

st r(s) eine rationale beschrinkte Funktion: r(s) :== r(sy, S, . . - ; Su)s d’.ia'auf der Produltnenge >< {at} erkléirt
ist, wobei o'y € (4, C) ist, so gilt L
{?'(;L‘A}} == '?'{{;1:_,1) ) 3
: Korollar 1: Sei ¥ r=tf; .0 ., k), e Q). ) e und A v w0y o0, sowie
r=te{4,Q), ! E Ad = 1(1) n. Dann eilt fiir jede auf 4 l)eH(llldﬂktUla.tlUIm.l( ['1111]\1,1011 r(t) = r(ty,. .., ta):

MAY S Ay, .. . 4,) .
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Tritt in r(t) jede der Variablen ¢; nur ein einziges Mal als Operand auf, so gilt das Gleichheitszeichen. Diese
Bedingung ist jedoch nicht notwendig.
Wir geben jetzt noch folgende
Definition 7: Gegeben sei ein Komplex 4 € P(C). Dann bezeichnen wir die reellen Komplexe
Ap:={x|lz=w+iyecd}ec PR) bzw. A;:={ylz=w +iyecd}e PR)
als Real- bzw. Imaginérteil des Komplexes 4.
~Offensichtlich gilt fiir einen beliebigen Komplex 4 ¢ P(C)
A=Ap+id;. (1)

Mit diesen Mitteln untersuchen wir jetzt die Approximation der Arithmetik  durch =" in 7(C). Wir
schreiben zunichst die Verkniipfungen = fiir zwei Elemente 4 = 4, + i 4, und B = B, + ¢ B, explizit an:

a) Addition und Subtraktion:
=a+blaed Abe B}
= (0 +b) +tla+b)aed, ayed;, beB, be B},

4+ B

(8

I

={z
%
Daraus ergibt sich
A+ Bp={x=0a, +~bla,e 4, nb € B}, (A + B)={y=ay,=+bla,cd4; Abye By} . ‘
b) Multiplikation:
A-B={z=ua-blacdrbe B} = .
=z =(ut, b, —a,b) +i(aby +a,b)|ayed;, ayed,, beB, bye By},
d-By={e=ab —ayblaged,, ayed,, bjeB, beB,},
(A-B)y={y =ayb, +a,bla,edy, ayed,, bye B, byecB,}.
¢) Division:
(4:B)={z=aqa:blac4dAbec B}
={z=la b +ayb, +i(aby —ay by)] : (B +8%) |y €4y, aye dy, b€ By, b€ By},
(A:B)g={x = (b +aby) : (] + 8)|ay€4;, a,€d;. beB, be By},
(4:B)p={y =(aby —a,b) : (] +b3)layed;, aped,, beB, beby}.
Die bei der Bildung von Realteil bzw. Imaginirteil der einzelnen Komplexe 4 = B links vom senk-
rechten Strich stehenden Ausdriicke z bzw. y kénnen aufgefaBt werden als reelle Funktionen der vier reellen

Verianderlichen ay, a,, 0, _und b,. Da bei der Addition, Subtraktion und Multiplikation jede der vier Variablen
in den Funktionen héchstens einmal vorkommt, gilt nach dem Korollar 1:

(4 £ By =4, + By (4 £ B)r =4y & By

(4-Byp=4,B; — 4, B,; (4d-B);=A4,B, + 4, B,.
Fir die Division gilt hingegen nach dem JinschlieBungssatz:

(4 : B & (d; By -+ 4, By) : (B8] + B ;

(d:B) & (dy By - 4, B) : (B] + By) ;

Auf Grund von (1) haben wir damit also

Ad+B=4E B, ' 2)
d-8B =4 "B, - 3)
A:BS AT B. (4)

Das Ergebnis besagt: Die Verknipfung [+] fiir zwei Elemente 4, B ¢ T(C) liefert im Falle der Addition,
Subtraktion und Multiplikation die 7-Hille der Verkniipfung 4 « B. Jedoch ist im allgemeinen 4 [ ] B eine

Obermenge von 4 : B.
Korollar 2: Fir zwei beliebige Elemente 4 und B aus P(C) gilt:

AsBS A+BSA*B< A+ B. (5)
Beweis: Nach Def inition ist 4 S A und BS B. Auf Grund der Tellmengenmgenscha.f& folgt 4 » B& A+ B \30}‘

Definition gilt 4« B < A * B. Nach den letzten Ergebnissen (2), (3), (4) gilt A« B < A ey B. Damit ist die Kette beme»cn

Es sei noch darauf hingewiesen, daﬁ bei Addition, Subtraktion und Multiplikation das dritte &-Zeichen
in (5) wegen (2), (3) stets durch as Gleichheitszeichen ersetzt werden kann.
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Wir geben jetzt noch folgende i
Erweiterung des EinschlieBungssatzes: Sei 4 S C", wy ya € (4, C). Dann gilt fir alle Grundrechen-
operutionen '

— —— ﬁ — —
{Tanxa} S {2a) * {Ya) S {24} * {Ya} S {wa) * {4} & {a} [« {ya} -
Saud‘,femer 2 e(4,0),i=1 l} m, so gilt fiir jede auf der Produktmenge >’<( {z%,} beschrinkte rationale Funk-
tion r(8) 1= r1(8;) 1= 7(8y, &5+ - sm) =l

~

(@) S ri{ai)) S r({h)) S r({2h)) Cf.r({’v‘ b -

(Der Index | ] soll andeuten, daB alle Operationen in der Arithmetik | auszufithren sind.)

Beweis: Das erste &-Zeichen gilt auf Grund des EinschlieBungssatzes. Del iibrige Teil ergibt sich durch Anwendung
von Korollar 2. Die Verallgemeinerung auf rationale Funktionen ergibt sich durch wiederholte Anwendung der eben bewiese-
nen Aussage.

Als Verallgemeinerung von Korollar 1 crhalten wir :
Korollar 8: Sei t:=(t;, by, -..,6), ;e PIC), ¢+ =I(1)n und 4 :=.4, X A X oo X A, sowie

o i=1€(4,Q), tie A, 4 = I(1) n. Dann gilt fir jed( auf 4 beschrinkte Ja’flonale Funktlon r(t) :
#{tys gy« s b} :
(FlAY S r(d,, dyyinr s s 1S (. 3 e
T T
LA A e kI T N £)

_ Iyitt jede Variable ¢;in 7(f) nur ein einziges Mal aud, so steht an Stelle des ersten &-Zeichens ein =-Zeichen.
Der verallgemeinerte Emschhel}ungs‘satz und Korollar 3 geben also eine Moglichkeit an, den Komplex

(r(x’y)} € P(C) einer beschrankten rationalen Funktion durch das Element ;l--,,(zll, A, ..., d4,)eT(C) von

auflen zu approximieren. Dabei wird die praktisch leicht auszufithrende Verkntipfung [*] verwendet.
Wir wollen jetzt noch den Zusammenhang zwischen den Verkniipfungen * und [+] ‘herstellen.
Es seien 4 = 4, +1 4,, B = B, + i B, aus T(C). Dann ist

A4+ B={2=a+blacdrbe B} =
={z=(aqy b)) +il@tb)aed, aedy, bye B, e By}.
=a, + b, + i (2, + b,) ist eine rationale Funktion von ¢ = (ay, @y, by, b)) mit £ € 4y X 4, X By X B,. Da
Jede der Variablen nur einmal vorkommt, gilt nach Korollar 1
A+ B=(4,+B)+i(4,+B)=AFEB.
Durch die entsprechenden Uberlegungen und mit Hilfe des EinschlieBunyssatzes erhélt man fir die Multipli-
kation und Division _
AsBeAiTB ud  dsBEd ¢ B
Damit haben wir den
Satz 1.1: Die Verkniipfungen £ fiir zwei Ekuwute A, B aus T(C) stimmen mit den Verkniipfungen +
iiberein. Hingegen liefern die Verkniipfungen |- und 2 'im ai‘{gememm Obermengen der Verk?mpfungesa wind :
Wir fiihren jetzt noch einen weiteren Be:ruﬁ ein duu.h die ; :
Ueﬁmtmn 8:8eid =4, +id,eT(C). (4, und .»L bLbchrankte Elemente aus P(R),) Dann heillt

.2::[111!"«1, bupa]]—}—t[mfaz, bupﬂ‘}(]{C)

€ .4, oy €y [ ty 6 A

1-Hiille t‘-on.A.

II. Veschiedene Matrizenmengen

1. Vektoren und Matrizen mit{ Elementen aus C bhaw. P(C)

Im folgenden sei M(C) bzw. M( (C)) die Menge der Matrizen, deren Elemente aus C bzw. P{C) sind. Wir
bezeichnen die Matrizen aus M(P(C)) mit groBen gotlschen Buchstaben A B, . ... , Vektoren mit @, b, .
Die Matrizen aus M(C) bezeichnen wir mit 9, B, ..., Vektoren mit a, b, ... . : _
Definition 9: Es selen % = (4¢y), B = (Bz) n % n-Matrizen aus M(P(C)). Wir sagen ¥ ist in B
enthalten, 1. Z. A © B, genau dann, wenn A” S By t,j = 1(1) n.
Jede Matrix U = (4y) € M(P(C)) laBt sich auffassen als A = (4;)) = {(a;))|ai; € Ay firalled, j} € P(M(C)),
<. ., jede Matrix % ¢ M(P(C)) kann als ein Element der Potenzmenge P(3M(C)) der komplexen Matrizen auf-

gefalit ]“ erd]en Die Potenzmenge P(M( C)) ist jedoch nicht identisch mit der Menge M (P(C (siehe [4]).
\mlm( e gilt

M(C) ¢ M(P(C)) ¢ PM(C)).
30
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In der Menge P(M(C)) fithren wir eine Addition, Subtraktion und Multiplikation von Matrizen % und B ein
durch die

Definition 10

UD Y i= (Yn YW e A AYeB) e PAMEQ)).
Da M(P(C)) ¢ P(B1(C)), ist auch fiir Elemente aus M(P(C)) diese Definition giiltig.
In M(P(C)) fithren wir nun drei weitere Verkniipfungen ein durch die
Definition 11: Sind 9 = (4:5), B = (Byj;) Elemente aus 3 (P(C)), so ist
UL W = (4 + Bij) e M(P(C)),

A. N =--(‘§ Ay _B,,j)é JH(P(C})
p=1 i

'\}Fie im Reellen 148t sich zeigen, daB die in M(P(C)) erklirten Verkniipfungen + und — mit den
Verkniipfungen @ unq © iibereinstimmen:

ADB=A -+, ASB=UA—-9.
Fir die Multiplikation gilt hingegen .

AOBSA-Y
(siehe [4]).

2. Matrizen mit Elementen aus I(C) bzw. T(C)
Wir fihren jetat we

2 itere Mengen von Matrizen ein. Frither schon haben wir darauf hingewiesen, dall sich
krummlinig begren,

te komplexe Zahlenmengen nicht einfach handhaben lassen. Die Verkniipfug.g von Ma-
trizen aus P(M(C)) nach Definition 10 ist praktisch nicht durchfiihrbar. Die praktische Durchfithrung der
Verknipfung fiir Matrizen aus M(P(C)) wird zwar auf die Verkniipfung der Elemente zuriickgefiihrt. Diese
hat nach Definition 2 zu geschehen und ist damit auch kaum durchfihrbar. Geeigneter als die Mengen P(M(C))
und M(P(C)) scheinen fir die Anwendungen Matrizen zu sein, deren Elemente aus Komplexen A4;; bestehen,
die von achsenparallelen Geraden begrenzt sind, d. h. aus T/(C) sind. Wir bezeichnen daher jetzt mit M/(7'(C))
bzw. M(I(C)) die Mengen von Matrizen, deren Elemente aus 7(C)) baw. I(C) sind. Bs besteht folgender Zu-

sammenhang:
M(C) ¢ M(1(C)) ¢ H(T(C)) ¢ M(P(C)) ¢ P(H(C)) .

Da M(1(C)) bzw. M(T(C)) Teilmengen von M(P(C)) sind, so sind auch fiir Elemente aus diesen Mengen
die durch Definition 10 baw. Definition 11 gegebenen Verkniipfungen giiltig. Neben der Schwierigkeit,
diese Verkniipfungen praktisch auszufithren, tritt der Nachteil hinzu, daB die Mengen M(I(C) bzw. M( T‘(C))
nicht beziiglich aller dieser Verkniipfungen abgeschlossen sind. Wir fithren daher in M(7'(C)) (und damit in
M(I(C))) drei weitere Verkniipfungen ein durch die

Definition 12: Sind 9 = (4i5), B = (By;) aus M(T(C)), so verstehen wir unter
UED := (4, F By ¢ M(2(Q)),
.
ALTSB .= ( m Ao ] vi) € M(1(C)).
pe=1=
Der Index ] hinter ¢
auszufiihren ist,
Es gilt der

Satz 2.1: Die i der Teilmenge M(T(C)) c M(P(C)) erklirten Verkniipfungen [F| und [=| stimmen mit

den Verkniipfungen 4 ynd — (und damit mit den Verkniipfungen @ und ©) iberein. Die Verkniipfungen [
und - sind verschieden. Ey gilt

A-BSUA .

em Summenzeichen soll dabei andeuten, daB die Summation im Sinne von Definition 6

Beweis: Nach Satu 1.1 ist fiir 4, Bij ¢ T(C): dij[E] Bij = Aij j folgt 9 [Z] ¥ = U 4 B nach Definition
p 4 L G i : Aij [£] Bij = Aij 4 Bij. Daraus folgt % [T} +
derNGleEhEelt_ Weiter ist nach Korolla.r‘é au;?dem letzte;n .&Escl:glitt fiar beliebige Komplexe 4;, und B, j aus P(C): Ai» - Bv_j S
S 4i» 1 Bsj. Da 4iy, B, aus T(C) sind, gilt &iy = Aiy, und B,j = B,j, also gilt A¢y - B,j S Aiy [ Boj. Daher haben wir

n &
v:.:z"]"“ii’f ‘B Zl.;::l Aiv[[] Byj

fiar alle i und j. Daher folgt nach Definition 9 die Behauptung fir die Multiplikation.
. Um die Operationen +, —, - fir Elemente aus M(P(C)) durch die Verkniipfungen [F}, =], [~ ] zu approxi-
mieren, geben wir die folgende

Definition 13; Gegeben sei eine Matrix % = (4;;) ¢ M(P(C)). Dann verstehen wir unter der 7'-Hiille
von YU die Matrix ;

~

€= (dy) e M(1(C)).
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Q{ entsteht also aus 9, indem man elementiveise nach Deflmtmn 4 die T- Huﬂe A” € T(C) der Elemente
Ay € P(C) bildet. Ist A ¢ M(T(C)), so gilt 9 = A Nach Definition der T-Hillenbildung ist 4:; & A” fiar

alle ¢ und j. Nach [)cimmou 9 gilt daher fir Ae M(PIC):AS A Aus A S B e M(PC)) folgt qAcB.
Es g gilt der ' B

- Satz 2.2: Seten W = ('A.”), B = (Byy) € M(P(C)). Dann gile

——
i~

A+ BT+ T =§iiﬂi=§f&:§eﬂi’( 2.

Y- BeH-FA-BATT e MT(©Q).

Beweis: Nach Definvition 9 ist A & Yund BE D Auf Grund der Teilmengeneigenschaft gilt daher das. erste c-
“eichen in beiden Zeilen, Nun ist nach Definition 11 A + 8= (4ij+ Bij). Da. (A” + Bij) e M(T(C)) ist, gilt Q{ + 8=

——

= :}T ¥, Nach Satz 1.1 ist A Z T B =1 - B. Damit ist die erste Zeile bewi iesen. Jedes Elemenb der Matrix QI B =

( > Aiv- By ;) kann als rationale Funktion der Aiy und By j aufgefa,Bt werden. Daher gilt auf Grund einer Teilaussage von
=]

Korollar 3 aus dem ersten Kapitel

e =
" s i n
3 A SBiS ¥ & By S [ 4iv T Buj,
b L r=l s e
4. h.
A FsUA-BeUL T

3. Vektoren und Matrizen mit Elementen aus (4, C)

Mit M (4, C) bezeichnen wir die Menge der Matrizen, deren Elemente aus (4,C)sind: X4, 9ay - . ., € M(4, C).
Mit L4 Ygo - . - bezeichnen wir \’ektmcn aus V(A4, C} Die Definition der Gleichheit geschieht elementweise.
Addition, S'ubtmkhion und Multiplikation von Matrizen aus M(A, C) erkliren wir durch

Kdiﬁ}-az{xffiyg}: X YPa= ()_'fa”’- l"1)

wobei X, = @), Va = (v%). ;
Fiir spatere Anwendungen fithren wir zwei neue Begriffe ein durch die
Definition 14: Ist X, = (z%) € M(4, C), so verstehen wir unter dem Komplex der .Mamx ‘% dle
- Menge e _ _ .
{E4) 1= {(0) e 4) € POIC) . . L
Die Matrix X, := ({a(t) |t € 4}) € M(P(C)) heiBt Hiille der Matriz X,. Mit %, bezeichnen wir im folgenden

-

die 7-Hiille von ?:"A: f,i =X,

Es gilt der :

Veralltromunuiu Lmuhhelﬂuugsmtﬁ Es seien h; V) 4 aus M(d4,C), L4 l}A aus V(4, C). Dann gilt
(RS X S uw, {1} E 1. E Ty, : . : : : (1)
AXa» Va) E{X ®© {Da)s _ e : : 2)
PSR =E PR =4 T =t Sy ) AN b o 3
ERTORNE=E ML M =FFRL . o . @)
ﬁa c X, {}Jd H ' i B L i)

Beweis: (1) gilt nach Definition von {X4}, _324 und fi_,g (Entsprechend fiir ‘/ektorén} (2) folgt aus der Definition der - :
Verkniipfungen in M(4,C) baw. M (P(C))._ (3) folgt aus dem BinschlieBungssats fir Funkhonen aus (4, C) und Satz 2.2.
(4) iol&t aus der Teilimengeneigenschaft fir Matrizen aus P(M(C)). Nach (3} gilt

: &A*?JAE_’LA-_* V4
und daher : .

Ra*Yu S Faw Du=EgE Ty
Das ist (5). . ; : i
Bei den Anwendungen wird man immer gezwungen sein, den Xomplex {X,} einer gesuchten Matrix
(bzw, eines gesuchten Vektors) durch die Hiille zu beschreiben. Da aber X 4 im allgemeinen Elemente aus P(C)
besitzt, wird man versuchen, X, durch die Matrix X 4 einzuschlieBen. Die Elemente der Matrix X4 sind aus
7'(C) und damit einfacher beschreibbar als dic Elemente der Matrix_i} .
) 30%
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Fiir die praktische. Besﬁmmung von EinschlieBungsmengen fiir den Komplex einer gesuchten Matrix
fithren wir noch einen weiteren Begriff ein: : & 4

Definition 15: Es sei Y = (4y;) ¢ M(T(C)). Dann heibit die Matrix A = () [-Hille von . st
W e MIC)), 80 gilt A = Q{”. Die I-Hiille der 7-Hiille einer Matrix X, ¢ M(4, C) bezeichnen wir mit
X,:=X,:=X, Esgilfiir ¥,¢e M(AC): (X)S X, S¥, SX. sl

gy

il

IIL. Bestimmung von EinschlieBungsmengen fiir die Losung von Gleichungen
1. Allgemeiner Zusamlne_-_.nhang bei linearen Gleichungen _ s,
“Wir kommen jetzt zu der Aufgabe, die als eindeutig vorhanden vorausgesetzte Losung einer Gleichung det
Form : - Gy ' . ; _ .
Xt) =Aglt) - Xul) +Bal) e B L

praktisch zu bestimmen. Dabei seien (). B,(t) € M (4, C) gegeben. Uesucht ist X () € M (4. C).

Spezialfille dieser Aufgabe sind: ' L S :

a) WUs(t) e M(A.C),  by) e V(A,C),  palt) = A4(t) - x.08) § b{t) (Lineares Gleichungssystem) .

b) sty € M(4,C),  By(t) =€  (Binheitsmatrix) - el ' :

Xit) =) - X4(8) + € (Bestimmung der Inversen von & — 2 ,(t))

Die Losung von (1) laBt sich bei groBeren Problemen praktisch kaum explizit angeben. Insbesoudere
ist kein (einfacher) Algorithmus bekannt, welcher es gestattet, die Losung mit Hilfe einer elektronischen
Rechenanlage zu bestimmen. Die einzigen auf einer Rechenanlage ausfithrbaren mathematischen Operationen
sind die vier Grundrechenoperationen fiir reelle Zahlen. (Von der dabei notwendigen Rundung sei hier abge.
sehen,) Die Verkniipfungen fiir reelle Intervalle sind auf die Verkniipfungen von reellen Zahlen nurickgefihrt
worden. (Siehe Abschnitt I.) Die Losung von (1) 148t sich in der Form i ' '

Xy(t) = (€ — Ayfe)) 2 By(t) : ]
schreiben. Im folgenden wollen wir eine Menge von Matrizen bestimmen, so dald X (t) fir jedes ¢ € A in dieser
Menge enthalten ist. Diese Menge soll sich auf einer Rechenanlage bestimmen lassen, und muB daher einfach
zu beschreiben sein. ' e i 35 :

Fiir den Komplex der Losung von (1) gilt h : _

E SN ORI (B} =B, _' _ )
Konvergiert das Iterationsverfahren ' : ey

By ={Us} O BV, @ (Vo) ; i
fiir jedes beliebige 2, aus P(M(C)) gegen den eindeutigen Fixpunkt 8, so gilt {U,} S BW. Dies folyt aus (2)
mit Wy = {¥X,} und vollsténdiger Induktion. Da die Operationen & praktisch nicht durchfiihrbar sind, 1506t

-sich 2% nicht einfach bestimmen. e b & i

Fiie die Hille der Losung von (1) gilt

:¥.l g_?h 5 )(I g \IBJ = “)1 . ; . 3 s &

- Konvergiert das Iterationsverfahren : '
Vit = Ui Do + B4 : . el
“fir 'jc(l{‘:‘-.‘i beliebige V), ¢ M(P(C)) gegen ‘_den.aimlel_l_tigeu Fixpunkt V), so gilt X; < ). Dies folgt aus (3) mit
Y = X, und vollstindiger Induktion. Da die Operationen praktisch nicht einfach durchfithrbar sind, a6t
sich }) nicht bestimmen. J g : '
_ Fir die 7-Hiille der Losung von (1) gilt

:’211 S §IA “ ia I+ B4 =18 . .. . | by F gl (4)

Fg

‘Konvergiert das Iterationsverfahren

: 3!!;-1-1 L Qr_d : 8_m }j %A
fﬁr.jedfs By € M(T(C)) gegen den eindeutig bestimmten -Fixp*un’kt-}j,_ 50 gﬂt F%“A = 8 Dies folgt aus (4) mit
_E:)o = h Die Verkniipfungen +| sind zwar auf die Verkniipfungen reeller Komplexe zuriickgetithrt. Die
V erkniipfungen reeller Komplexe sind jedoch nur in Spezialfillen praktisch durchfithrbar. Daher lat sich 5
nicht einfach bestimmen. ' ' ' ' - :
Fir die I-Hiille der Losung von (1) gilt
ig%?[‘ngd'ﬁ_-l%d::?{l. ; : : - {3)
“Konvergiert das Iterationsverfahren : |

_xiii'i-] = \\1{‘1 _ ;fm li }B,i



G ALkFr D: I‘mem,chaften und Anwendnngsmochchkelten einer }somp]ew:en Interva]]anthmetlk : 465

R

gsar jedes X, ¢ M(1(C)) gegen den eindeutigen Fixpunkt X, so gilt ?u X. Dies folgt aus (5) mit X, = 3‘.',4
and vollstindiger Induktion. Die Verkniipfungen =i fir Elemente aus M(I(C)) sind auf die Verkniipfungen
reeller Intervalle zuriickgefithrt und lassen sich daher praktisch einfach durchfiihren. Da fir 4 € M[A C}
alleemein gilt

By eXcliak,,

folgt daher {X,} € X, d. h., faBt man den Fixpunkt X ¢ M(I(C)) als Menge von Matrizen auf, so ist X 4(¢) fiir
jedes t € A in dieser Menge enthalten. :

Unsere Aufgabe lautet daher:
(iegeben sel die Gleichung

X=9%T%T % A, B € M(I(C)) .

(Wir schreiben hier und im folgenden ¥ bzw. B statt 9 4 bzw. % 4 da es im weiteren Verlauf der Untersu-
chungen nicht darauf ankommt, wie man die Matrizen % und B erhalten hat.) Man bestimme durch Iteration
das eindeutig bestimmte Element X € M (I(C)).

Dabei stellt sich natiirlich sofort die Frage, unter welchen Voraussetzungen ein eindeutiger lepunkt
existiert. bzw. sich fiir beheblges &0 Konvergenz einstellt.

Dieser Fragenkreis wird in einer anschliefenden Arbeit ausfiihrlich behandelt werden.

2. Bestimmung von Einsehlieﬁungsmenznn hei nichtlinearen Gleichungen
Wir betrachten jetzt das nichtlineare System :

Lall) = gala.(t). TAl))
mit

Ealt) 1= (40, 0, - ., A50), ga04E), T40) 1= (Fh(aad), TA®): - -, 93040, TA1))

und ay(t) = (ak(t). aﬁ(e). .« ay(t)). Dabei seien die gi(aq(t), £alt)) @ = 1(1)n, rationale Funktionen der
fest vorgegebenen Funktionen a(t), ¢+ = 1(1) r, und der gesuchten Funktionen zi(f), i = 1(1)n.

Ein solches System ist praktisch in den wenigsten Fillen einfach auflésbar. Wir beschrinken uns deshalb
davauf, ecine T‘nmchheBunusmenge fiir den Komplex {r,} einer Lésung zu bestimmen. Dies fithrt wie bei den
linearen Gleichungen auf die Aufgabe, einen Vektor g € V(I(C)) zu fmden, so daB

I‘_q;‘lt(:l 1)

wilt (@, ist die J-Hiille von a,(t); der Tndex ‘' dentet an, dafl alle Rechenoperationen in der Arithmetik [«]
anszufiihren sind: siche Definition 6).

Auch diese Aufegabe, einen Vektor r e F(I(C)). der den Komplex {g,} enthilt, zu finden, wird in einer
inloendon Arbeit ‘nehamlc-lt
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