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Über Eigenschaften und Anwendungsmöglichkeiten
einer komplexen Intervallarithmetik*)

Von G. ALEFELD

In der iolgenden Arbeit wird eine IntervaZZrechnungüber den kcmplexen Zahlen eingeführt. Irnersten Abschnitt
werden die Eigenschaften der eingefüMten Arithmetik untersucht und erläutert. Anschließend werden t'erschiedene
komplexe ..Matrizemnengenbetrachtetund Verknüpfungen in ihnen definiert. Mit diesenHilfsmitteln wird im letzten
Abschnitt die Aufgabe for.muZi.ert, die Lösungs1llenge eines komplexen Gleichungssystems, dessen Koeffizie.nten 1'(Iri(fh~1
sind, in IntermZle einzuschließen. Die Lösung dieser Aufgabe wird in einer später,en Arbeit behantlelt,

Over the Feld of complex numbers a.n imerval arithmetic is defined. In the first section of this paper the properties of
the arith-nietic are discussed and explained. Subsequently we consider 'Various sets of compZex matrices. By this 1Ilean..~
it is easy to formula.te the problem. of solving a system of simuZtaneous linear or nonlinear equations, the coefficient8
of which are known to vary in given complex intervals. The solution of tMs problem is given in a following pa,per.

B npe;plarael\'lO:I1 paooTe pacIIpOCTpaHJIeTCJI MeTO)]; HHTepBaJIbHOrO paCtl6Ta Ha HOMnJler-;CHbIe tlMcna.
B IIepBoM pa3JJ:eJle IICCJICiJ:YJOTCR'H 1I3JlaraJOTCR' cBoi1cTBa BBeLJ;eHHoti: apllcpMeTHRII. 3aTeM paCCMaTpH-
naIOTCFI paaHbIC cpOpMbI l\OMIIJleHCHblx MHomeCTB MaTpH~ H OIIpe;reJlR'IOTCJI CY[QeCTBY!O[QHC Me;qqy HHMU
Cßf/3H, C nOMOIJ~bIO i1T1-IXBCIIOiIH)raTeJIbHbIX c.pe;:\CTB q,OPMYJlHpyeTCR' B noc.neL(HeM pa3J(eJW 3a;(aYJa,
aaH.!IIO'laJOII~aHCFI B aarmpaHIIH n HHTepnaJlbI MHoa(CCTB perueI-Hr/1 IWJ\III.neHCHOll CHCTeMbI ypaHllclIlItl
c. rrcpeMeHHbIMII HO<1qJq,IH(UeHTaMH, Pemeuue 3TOi1 3a):{atlH 6yneT H3JIOiHenO B n03J(Hej:jurei! paOOTt'.

1. GrundzÜge des R.cr.hnens mit komplexen Zahlenmengen

1. Grundlegende Begriffe und Eigenschaften der Potenzmenge der komplexen Zahlen

Im folgenden sollen "komplexe Intervalle" eingeführt und Verknüpfungen zwischen solchen definiert werden,
Außerdem wird die Struktur dieser Menge untersucht. Dabei wird das Rechnen mit reellen und komplexen
Zahlenmengen vorausgesetzt. Es sollen daher hier kurz die wichtigsten Eigenschaften des Rechnens mit solchen

. Mengen aufgeführt werden (Siehe [4]).

Definition 1: Eine reelle oder komplexe Zahlenmenge A bezekhnen wir als (reellen oder komplex!'n)
"Kornplex". . .

Es ist A EP(R) bzw. A EP(C) (Potenzmenge der reellen bzw. komplexen Zahlen) und P(R) c P(C). In der
Menge der reellen und komplexen Zahlen sind vier Rechenoperationen (Addition, Subtraktion, MultipJiktttion
und Division) erklärt. Wir erkJären die entsprechenden Operationen in P{C) (und damit in P(R)) durch (lÜ.

Definition 2: Es seien A und Baus P(C). Dann verstehen wir unter A * B die Zahlenmenge

A * B := {z = a, * b Ia E A 1\ bEB} E P(C) (1)

(dabei beieichnet * eine der Verknüpfungen +, -, ., :).
Aus dieser Definition folgt, daß die Komplexe der Form {a } EP(C) isomorph sincl den komplexen Zahlen a.E C.

Wir schreiben dafür einfach {a.} =a. Damit gilt<;: E P(C). Entsprechend erhält man R E P(R). Die Menge C
bildet bekanntlich einen Körper. FÜr die Menge P(C) hingegen ist dies nicht cler Fall. Es geJten jedo(',h eHe
folgenden Gesetzll1äßigkeiten:

1. Addition und Multiplikation sind sowohl kommutativ als auch assoziativ.
2. {O} ist das eindeutig bestimmt~ neutrale Element der Addition.
3. {I} ist das eindeutigbestimll1t,e neutrale Element der Multiplikation.
4. Inverse Elemente exist,ieren nur für die Elemente {c} = C EC.
5. Es gilt das Subdist.ributive Gesetz

A (B + 0) S A B + AC.

FÜr A = {a} = a gilt

a (B + 0) = a B + a 0

6. Es gilt die Teilmengeneigenschaft, cl.h... ist A. ~ Bi> i = 1, 2, so gilt Al * A2 ~ BI * B2 für a)]c eingefÜhrten
Rechenoperationen.

." -' ,

*) Auszug au~ dem el'~ten Kl\.pitt'l dor von der Pa.kultät für Naturwissenschaften I der IJnivcrsitiit Karlsrllhc>gell('h.
migten Dissertation des Verfass(~)'s.(R.ef't>rC'nt:Prof. Dl'. U. KULISCH;Korreferent: Prof. Dr. K. NWKEI.). -
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Eine Teil!\\('/!~(' YOI] !'(R) sin(l dit, (edlen Ob!f1!8thlo,.,,.,cnen hl,fel"lH~llp A = ta, bl, R ~:~11;,111,. .. Wir.' b(,-
zcichnen dip:.;p :\l('nge. Init l(R). ,FÜr dj(~s(' M('ng(~ läßt sich die' Definition 2 in explizite R('~eln für die vj('1'
Gl'undrc<:!wnop°l'ütiolWll IlI11:;chreilwn: '

1. A .: R ,~, la). t. h + rl].
~. A-- R '7.'0La .,. d, h h" cl-
;~, A . 8 ."7'lmill (a ('. a d, b c, b d),max (a t. a d, h c, b d)1.
J. A :B=l((,bj'lIld.I/('] (O~ß).

Die lVIenge I(R) ist nl>!oIw%Ügli('hcl"l' vier Grundrechenoperationen abgesohlossen.

2.Dh, Mengell l( C) \lnd 'l'{C)

Komplexe aus I'(C) Jasspn sieh nicht einfach beschreiben. Bei praktisehen Problemen ist ef::meisten,; einfacher.
die LÖsuligsmengo eÜws gegebenen Problems duroh komplexe Zahlenmengen zu beRchreiben, die von aChl:i6n~
parallelen Gcradfn. d. h. \'Im Rechtecken begrenzt werden. Wir geben daher folgende.

D efin i tj on :1:i\) Unter einem komple:ren Intervall A verstehen wir die Menge aller komplexen Zahlen

",I ='0 {Z"'7 :1'1 ..e. i .r21 ;1'1E /11/\.1'2 E A2} , Al' A2 E I(R) .

b) Sind il[ lind A2 l\.nmpll'xe ;\\18 P(R), BOheißt die I\Icnge

A "~ {,: =, :1'(,;", i ;('21.1\ E AI 1\ :1'2E A2} T-f{oln1)(I':V
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Es gilt: .Jedt,s komplexe Intervall ist T-Komplex. Die Menge der komplexen Intervalle' bezeichnen wir
mit [(C), die lVIenge der ~[,.Komplexe mit T(C). Es gilt: 1(C) ( T(C) ( PIC)o Die komplexen Intervalle sind
eine direkte Verallgemeinernng der l'eeJlen Intervalle. Da die komplexen Intervalle und die T-Komplexe Teil.
meng<>n von P(C) sind, ist fÜr JLlen10nte aus diesen Mengen nach Definition 2 eine Arithmetik erklärt. Diese
hat jedoch den entse)H'idendell Nachteil, daß clielVIengenJ (C) und T(C) bezÜglich dieser Arithmetik nicht ab-
geschlossen i;ind,

W.ir l'rliillU,1'11di!'~ ,m eine'\ll einfaehen Beispjel: Es sei (8. Bild 2)

A ,.,.. {.: ' . :I[ ,'..i .I'~I .?\E [2.4]. ;;'2= O} E 1(C) .
[-] ',,' {~ ,'ce,.t, ,i ;r', i.l", :." 1 . .e:, = I}E 1(C) .

1\ [1(.h Definition 2 heBtl,Jlt dann das Prodnkt A . B anB allen komplexen Zah!ün, die ,>nfder im Bild 2 eingezeichneten St,recke 0
liegen. (I iHtni<:ht,ans I(C) oder T(C)! Es gilt: C ist ans P(C).

Bemorklll1g:: Es Jj<egtnahe. ähnlich wie.in der Funktionentheorie Üblich, die Menge aller komplexen
Zahlen der Forll1

Z,C=' {( +- J' ei~., 0 ~ r.~ R , O~Cf~2n, aEC,

ab komplexe Intervalle e.im~ufÜht'en. Verknüpft man zwei solche Intervalle naeh Definition 2, so läßt sich das
Ergobnis im alloc>n:winenIlieht in clerForm z ,= a +- T ei(p beschreibcn. Die oben ani.('efÜhrte Scll wieri,rkeit läßt

~ 0 . ., ,. . , . b

sich also clüdul'ehnieht beheben. [m folgenden soll mit Hilfe reelJer Komplexe fÜr die durch Definition 2 gege-
bene Arithmetik eine El's,lt~c1rithmetikin 1'(C) eingefÜhrt werden. Dabei zeigt sich, daß die EinfÜhrung von
komplexen Intervallen llnd T-Komplexen als rechteckig begrenzte Zahlenmengen vorteilhaft ist.

'VoHen wir inun;,;erem obigem Beispiel dieMenge C durch ein Elen::ient,aus 1(C) oder T(C) mögliehst gut
beschn'ibon. so kommt dAfÜr das kleinst,e C umschriebene Element C aus 1(C) in Frage. Wir geben jetzt all.
gemein dip .

Dd'initlnn -+: Unte!' dt'l' 'l'.Hiille E'ilWREkmentcs A E P(C) vC'rRt.Ahenwir den DlH'l:hschnitt. aBer Ele-
!\H'ntp iW,; 'l'iC). \\'('I(-)H' A ('nth;,11:I>n. Wir Behrdhrn (b,fijt. ('infaeh /1.
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Es gilt für alle A E P(C): A ~ A. Ist A E T(C), so gilt 1 = A.
Im folgenden soll unSer Ziel sein, die durch Definition 2 festgelegte VerknÜpfung VlJIlElc.rnenten aus

l'(C) durch eine Ersatzarithmetikzu approximieren. Unser Ziel ist dabei natÜrlich die .1'-HÜIh;.T:z.f dm:eh
eine mögIichstkleine Obermenge aus l'(C) zu beschreiben. .

.FÜr die Elemente A = {z' =:<:1 + i X2 IXl E Al !\ X2E A2} E '1'(C), Al, A2 E P(R), führen wir jetzt. die
Schreibweise A =...11 + i .12ein:und bezeichnen Al bzw. .12als Real- bzw. Imaginärteil von A. Damit geben
wir die folgende

Definition 5: Zwei Elemont,c ..1 = Al + i .12 und ß = BI +i ß2 aus 1'(C) heißen gleich; i. Z. A", FJ;

genau dani1, wenn giJt

Al := ])1 llnd 042 := ß2 '

Ih.finit,jon ü: 1:;eien ..1 = Al -+-i A2 und B = B1+ i B2 Element.e .tUs 1'(C). Dann vcmkJH'H wir
Hut,<,r:Summe, Differenz, PI'oduktund Quotient, von A und B die folgenden Elemente aus 'J'(C):

A . lJ ,= (Al -+-BJ) -+ i(A2 + 152),

A :.:., j) o=. (.-1J - BI) + i (A2 -- 152) ,

.-J :~.: IJ = (Al BI - A2 B2) + i (Al B2 + A2 ßl) ,

A ::< B = (Al BI + A2' B2) : (Bi + Bn + i (A2BI - Al ß2) : (Bi + B~) .

Bei der Definition der Division ist vorausgesetzt, daß 0 nicht aus Bi + B; ist. Faßt mun dit. Potenzen
Bi und B~auf als Bi = BI ' Bl bzw, B~= B2. B2. wobei die Produkte naoh Definition 2 zn bilden :;iml, ;;()ist
es rnög]idl,daß 0 E l:J;+ R; gilt.,obwohl0 ~ B = BI + i B2, d. h" die Divisioll i::;tnicht dofinierL

Wir betrlt.chten dazn das t\inftdw

]3ei~pj el: :-)ei B =-"I: -- L J.li i IJ, 3]. D'Ull\ ist

B, . B, t:~- 11".=I: -- I. ].1 I- 1.1.H] 'oe LO,1(1.13 O.
\Vi]' vC1'l'jnhu),1'1\.Iahe)'. dal.l der AII:;drlll'k BY -+ B'f, nadl der Vo['~(\hl'j!l

Bi + B'i :=., :U~ U, E B.I: .J {bj ib2 EJ]2:

zn 1I(']'ed11\el1 iHt. ..In llnRt!J'('lIl Beispiel erhalt.en wir damit

Bi + B~ = LO. I] + (1,9J = [I, 10].

Durch die Definition 6 sind die vier Grundrechenoperationen GJ für Elemente aus 1'(C) auf die Grund-
rechenoperationen * fÜr reelle Komplexe zurückgeführt. Die komplexen Zahlen a = al + i az sind isomorph
bezüglich der eingeführtell Verknüpfungen den Elementen der Form .1 = [al' (LI] + i [a2'a2]. Wir können
daher diese beklen Mengen miteinander identifizieren und schreiben im folgenden kurz .1 = [al' alJ -+-i [a2'(!2]
= al + i a2 = a.. Es gilt damit also C ( T(C).

Es soll nun die der MengeT(C) durch die Definition der Grundrechenoperationen G:; auferlegte Struktur
unkrsucht werden:

1. Die Addjtion und Multiplikation von Elementen aus 'l'(C) sind kommutat.iv:

J '; B ="B~ A , A ~-'J B = B ;':JA .
11<-1'lk\leis ergilll ~idl lIHllIittdhur all~ den Ddinitiolll'JI die~el' VerkJlüpfllngt'JI uml d('i' 'l'alsadw., daß fÜ.r n:dle KOIlI.-
I'kxe diese C:('~d7.{'l'idltig ::;iml.

~. Uie Addit-iol1 i:-;! a:;:;oziat-i v:

,.1; (f] ~i.' U) = (..1 ~[} 13) ~i:: (! .

[Jcr lk\\'oi~ ergibt Sil:llalls der Definition dci' Addition und der 'l'atsachtj, daß dieses Ge::;etzfür i'eelle Komplexe nchLig ist.

8. Im Gegen::;at.zzl1l' Verkniipflmg "." nach Definition 2 ist die Multiplikation --:u;nicht aSBuziatiy, .Jedoch
gilicl~ .

(04 ;:", B) .-:-:0

}

.

A :-':::(B~~.C) S m(A, B, 0) .

Dabei ist.

m(A, B, C) : =.41 Bl Cl - Al B2 °2- A2 Bl O2 - .42 B2 Cl + i(Al BI O2 -+-Al B2 C\ +

+ A2 BI Cl - .42 B2 O2) .

Wir bezeichnen diese Eigenschaft als 81lbassoziativität,

Beweis:Es~eieÜ A= Al + i Al' B = BI + i B2 und 0 = Cl + i O2aus 'l'(C). Dann ist

(.1 .:..B):~ ()= C}(Al BI - A2 B2) - O2(Al Bz + A2131)+- i fC} (Al B2 -:-A2 B}) -+'C2(AI 13, .- ..12B21i.

A ::~ (lJ .:. C), Al (B} G\ 132C2)-- .'12(B2 C} -:- B} C'2)+ i [Al (1J~CJ+ lJl (2) -I. A~(liJ Cl- Jf2(2): .

Daraus ist crsichtJidl, daß im allgemeinen nicht,Gleichheit zwischendieseu beiden Ausdrücken be~t{)ht. A1If(:J'lInrld.{'R::->,,1>.

distributiycn (h~~(\t,r.~'i)Imd(kr Tcllmengt'neigel1sehaftfÜrreelleKomplexefolgtdie Bühanptl1ngdes SU1)!lSS(J7.i:ll.jI'en (:e~('h('~,
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Ü;t 0 = C = Cl + i C2 SO gilt

(a) (A ~.::~B) .-:~'c = m(A,B, c) .
1st A ;.~"'-(t,= a" + i a2so gilt

(b) a-~ (B CJ C) = m(a, B, 0) .

Ist gleichzeitig A. = al +i a2 und C = ~ + i C2so gilt

(c) (a 1:-1BL .1c == a L:J (B. tc) = m(a, B, c) .

Wir bezeichnen die Eigenschaften (a), (b) und (c) als Semiassoziative Gesetze.

4. :Esgilt das Subdistributive Gesetz:

A c:= (8 Ei-J0) ~ A L.'j B [+A ~J 0 .
Beweis: Beien A = Al + i A2' B = BI + i B2 und 0 = 01 + i O2 aus T(C). Dann ist

A :.:': (B;:!] 0) = Al (BI + Cl) - .<"12(B2 + °2) + i {A2 (BI + Cl) + Al (B2 + (2»)
~ Al BI + Al Cl - A2 B2 - A2 C2 + i {A2 BI +-A2 01 -I-Al B2 + Al C2}

= ..1.:.: B ;+~A ~JC . . (3)

Das ~-Zeichen gilt auf Grund des Subdistributiven Gesetzes und der 'l'eilmengeneigenschaft für rcelle
Komple:xc. Ist A = a, so gilt das Gleichheitszeichen:

(/. '.. (ß ;.T-,0) =a C B lj:Ja ! . [ 0 .

\Vii' bc"eieIuwlldiese Eigcnschaft ab Semid'istribntives Gesetz. Der Beweis folgt aus (3) mit der Tatsache, daß
,lie"cs Ge;,;etzfür reelle Komplexe richtig ist.

5. lHc Zahl 0 ist das eindeutig bestimmte neutrale Element der Addition, d. h.,

A :1::N = N ;'+1A= A ,

gilt genau dann, wenn N =0 ist.
Beweis: Das erste Gleichheitszeichen gilt auf Grund des kommutativen Gesetzes der Addition. Daß N=O die

Weiclnmg A :::tlN = A erfüllt, ist sofort ersichtlich, Die Eindeutigkeit folgt dureh einen einfachen Widerspruchsbeweis.

Ii.Pie Zahl Ij~t das einÜt'utig bestimmte neutrale Blement der Multiplikation, d. h.,

AL:.JE=EL.A=A,

gilt genaudann, wenn E = 1 ist.

Beweis: Das erste Gleichheitszeichengilt auf Grund des kommutativenGesetzesder Multiplikation. Daß E = I
die GleichungA i-1 E = A erfüllt,folgt durch Nachrechnen. Die Eindeutigkeitfolgt durch einen Widerspruchsbeweis.

7. Inverse :F~lementebezÜglich der Addition existieren nur für die Elemente A = aE C ( T(C).

lkweis: Es seiA ~-.:A1+ i ~42und B = BI +. i B2. Ist A - B = 0, so folgt nach Definitioll 5 Al - BI = 0 und
.1" /J',J'.'"1).Dafür reelleKomplexeInversederAdditionnur für dieElementeaus Rc P( R)existieren,folgtal =bl und
«",,=112,al~oLi= a = a1-I-i ~ und damit B = a.

~. Jnver~el.Dlell1e!lteder Multiplikation existieren nur für die Elemente A = a = Ul + .i a2 =F 0 aus C.
Howt,is: Wirzeigenzunächst:

a) ::;ind X und Y reelle Komple::;;e, so gilt X - Y = ZER genau dann, wenn X '-= .r. lind Y = !J ist.

.Beweis: Ist ~\: = .!: und Y = y, so ist X - Y = :t:,-- Y = zER. Sei nun X - Y = {z = x - y I ~:EX 1\Y E .Yj~ z.
Dann ist für festes XlEX und Yl''lf2E Y: Z = Xl - YIund Z = Xl_. Y", Daraus folgt Yl = Y2'd. h., Y bestehtnur auseinem
ejnzigenBlement y. Mit :l:1,'X2EX gilt dann Z = Xl - Y und z = X2- y. Daraus folgt ~;I= X2'd. h., X besteht nur aus
<,inerneinziger(Element x.

b)Sind X und Y reelle Komplexe, so gilt X, Y = zER genau dann, wenn X = :t:und Y """"Y ist (.~-4=0).
Der Beweis ergibt sich wie unter a). .'

Wir beweisen jetzt die Behauptung 8.: Es seien A = Al + i A2 und B = BI -1-i B2 aus T(C). Dann folgt nach Definition 5
aus der Gleichung .

A (::B = Al BI - A2 B2 + i (Al B2 + Al B2) = 1,
Al BI - A2 B2 = 1 und Al B2 + A2 BI = 0 . .

Auf Grund der Aussagen a) und b) folgt Al = ~,A2 = a2'BI = b1und B2= b2,d. h. A = a.und B = Ija, fallsa =1=0 i8t.

9. 1!'Ürdie Grundrechenoperationen l:.- für Elemente aus T(C) gilt die lJ.1eilmengene'igenschctft:

Aus A.i ~ Bi , i = 1, 2, folgt Al 0A2 ~ Bl 1* B2 .

Der Beweis ergibt sich wlt-erVerwendung der Tatsache. daß dieses Gesetz fÜr reelle Komplexe richtig ist.

Durch vollständige Induktion beweist man, daß diese Eigenschaft auch fÜr rationale AusdrÜcke, die mit
Elementen aus lJ(C) gebildet werden und in denen die Reihenfolge der Operationen eindeutig durch Klam"
merstruktur festgelegt ist, Gültigkeit besitzt.
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Auf Grund der aufgezeigten Struktur der Menge 7'(C) mit den Verknüpfungen !~*.folgt, daß T(C) keinen
:Körper bildet,,, Bei der AusfÜhrung von mehreren Rechenoperationen muß aJso eindeutig die ReihE'nfolge, in
der die .Rechenoperationen auszuführen sind, festgelegt sein"

Bemerkung: Bei der Einführung der komplexen Zahlen C als geordnete Paare (,/,,:,Jj)VOll l'eellenZahlen

X und yzeigt sich, daß die reelle Zahl x bezüglich der eingefÜhrten VerknÜpf\mgen isomorph ist dem Paar
(x, 0)" Man identifiziert daher die reellen Zahlen mit diesen Paaren, und es ist dann R ( C. - Die Elemente aus
T(C) können aufgefaßt werden als geordnete Paare A =(A]> A2) mit Al, A2 E P(R)" Die Elemente der Porm
(Al, 0) aus T(C) sind jedoch nicht bezüglich aller in T(C) eingeführten Rechenoperationen{~] isomorph den
reeDen Komplexen, Aus Definition 6 ist zwar ersichtlich, daß das Ergebnis von Addition, Subtraktion und
Multiplikation zweierT-Komplexe der Form A = (Al' 0) undB = (BI, 0) mit der entsprechenden Verknüpfung
der reellen Komplexe A = AJ und B = BI Übereinstimmt" FÜr die Division erhalten wir hingegen A i'::_~!13 =
:=:(Al" BI) : Bi. Bei (leI' Ausführung der DivÜ,io]]Ü, P(R) erha'Jten wi[' A : B",-" Al: BI- Tm iLllgemeinen ,sind
diese bciÜen GrÖßen vCl'::;ehieden" Wir zeigenjetzt, daß::;tet.::; gilt:

Al : BI ~ (Al, BI) : Bi"

Zunächst erinnern wir (bran, da,ß wir bei der Division von T-Kolllplexen vÖl'ausgeset.zt,haben, daß 0 EiB =
:=: BI +i132 ist" Außerdem erinnern wir an die V orsehrift (2) zur Bildung von Bi + B~" Ist nun B = BI +i 0,
so folgt: 0 EiBI, d. h" 131> 0 oder B2 < O. In diesen heiden Fällen ist aber

Bi -+-B~ = Bi = {bi Ibl E B} = BI ' BI ,

wolwi da::; letztePl'odukt, nuell Definit.ion 2 zu bifdell i::;L Dahcr kÖnuellwir i'ichreibc]I

(Al" BI) : nf =- Al' BI ,1
.
; = Al"lJr, _.1 .1"

.
=. Al' 1,

.

" (I!1"1~ )"

BI BI BI LJ -}J

Da stets 1 E BI : BI i::;t, folgt, auf Grund der Teilmengelleigenschaft fÜr recHe Komplexe die Behauptung"
"ViI' werden weiter unten sehen, daß die Division ~:--von 71,Komplexen noch andere unangenehme Eigen-

schaften im Vergleich mit den drei anderen eingeführten Rechenoperationen besitzt.
Auf den Nachweis, wie gut die eingeführte Arithmetik -';;-jdie oben aufgestellte Forderung erfüllt, daß die

VerJmÜpfung A-,j. 13 Üie l'-HÜl1e...4:.B möglieh::;t gilt a'p'pr;;imieren so11,kommen wir im nächsten Ahsch'nitt
znri1ek.

3. 1'unktionen unu durch sie erzeugte Komplexe aus P(C)

Um die qualitativen Eigenschaften der in T(C) eingeführten Arithmetik einfach studieren zu können, zitieren
wir hier die wichtigsten Definitionen und Sätze Über Funktionen und der durch sie erzeugten Komplexe,
wie sie. in [4] aufgeführt wurden" Die Formulierung wurde dort fÜr reelle Komplexe und reeHe Funktionen
abgefaßt" Alle Definitionen und Sätze lassen sich unmittelbar ins Komplexe übertragen"

_MitCn bezeichnen wir die)Menge dern-Tupel kompksel' Z1thlen" BRsei A-~ Cn" Die eindeutig()Al..
bildllng

/.1 : ,I "- C,

welche jedeul I: -"-'(11' ,," " ,In) ( A einen W('l't Jo!(t) ''- C zHonllll't, heiHt, 1I.-dillwn::;iouak li'H,uld.lol1 i. Z" JA' ...1
heilJt :Definitiotlsuereich von fA' :Die MeÜge aller auf A el'ldii.l'tell bcsdu"änkten Funktiolll-\Jl uezeiolmen wir
mit (A, C). Die Abbildung der Menge (A, q in die J\tengeP(C), welche jeder:Funkt.ion!.t E (A, C) den Bild.
bneieh {f.~} : = {fAU)ItE A}E P(C) zuordnet,hezeichnen wir als "KoIllplexbildung". {fo!} heißt Komplex
von JA" Zwei Funktionen heißen gleich, wenn ihre W-ei'i:n für/ll1e t EA Übereinstimmen" :Für EleUlcute ;1'.1>
V.IE (A, C) werden die Unmdrechenoperationcn eingeführt durch

(:l'A* VA) (t): = ;rA(t)* VA(t) für alle tE A .
(A, C) bildet eine kommutative Algebra mit Einselernent" ht A abgeschloOisenund besehl'iinkt, ::;0bildet die
:Mengeder auf A. erklärten komplexwertigen :Funktionen (A, C)e eine Teilalgebra"

Es gilt der

Einschließungssatz: Sei A ~ Cn, XA, YA E (A, C)" Dann giZtfür aUeGru.ndr-echenopeml'ionen

{:l'A* y,j} S {;\;,I} * {JjA} .. m

1&t 'r(s) eine ratio-naZe belic.hriinkte }i'u-nkti01b: r(.s) :"'70/'(81' ,S2" " '" Sm), die auf dp.r Produktme'luJe X {:<:~d erkliirt
ist, wobeI: a::!E (A, C) 1:8t.sogilti'"l

{r(;r~I)} S;Y({'l'~)}"

. Korollar 1: I:;oi t := (tl" " ", tn), A"iE.l'(C), i = 1(1} 11 uwl A :."'"-'Jr< "J2 X . . , /.,Jn I'WWIÜ
:r:l :=, tj E (A, C), t, EA, i = 1(1) n" Dann giltfÜr jede auf A beschriinkte rationale Funktion r(l) = r(tj'''' ", tn):

r'/'-14 I c: 'i'(.1 A )\ ...1 = .. 1>' . '. 11'
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'l'rittin r(t) jede der Variablen tj nur ein einziges :Malals Operand auf, so gilt das Gleichheitszeichen. Die:;(.
Bedingung ist jedoch nicht notwendig.

Wir geben jetzt noch folgende

Definition 7: Gegeben sei ein Komplex A E P(C). Dann hezeichnenwir die reellen Komplexe

AR:= {xlz = ;~+ iy EA} E P(R) bzw. Ar:= {ylz =:1: + iy EA} E P(R)

ab Real- bzw. Imaginärteil de::;Komplexes A.
Offensichtlich gilt fÜr einen beliebigen Komplex A E P(C)

X =AR +iAJ. (1)

Mit diesen Mitteln untersuchen wir jetzt die Approximation der Arit,hmetik * dureh ;',j.',in '1'(C). Wir
schreiben 7.unächst die VerknÜpfungen * fÜr zwei Elemente A = Al + i .12 und B = BI + TB2 explizit an:

a) Addition und Subtn'\.kt.lon:

.1 ::f: ß = {z = a::f: bla E All bE B}

= {z = (al::f: bl) + i (a2::f: b2)lal E Al, a2 E A2, bl E BI, b2 E B2} .
.Daraus ergibt sich

(.1::f: B)i1. = {:I:= al 1::bl lai E Al 1161 E Bd,

b) Mult,iplikatioll:

A. B = {z = a. blaE All b E ß} =
= {.:;= (((1 61 - a2b2) + i (a2 b1 + a1 b2) lai E Al, a2 E .42, b1E BI ?

(A.B),,={:r=ulbl--a2b2!ulEA1, a2EA2, blEBl' b2EB2},

(A . B) I = {y = U2 b1 + Ul b21a1 E Al , a2 E A2, b2 E BI, b2 E B2} .

c) Division:

(A ::f: Bh = {y = a2 ::f:b21U2E A 2 11b2 E B2)- .
~

b2 E B2)- ,

(.4 : B) = {z = a : blaE A 11bEB}

= {z = [al 61+ a2 b2 + i(a2 bl - al b2)J : (b~ + b;)I((I E AI , U2E .42, bl E BI, b2 E B2} ,

(.1 : Bh = {;1;= (al b1+ a2 b2) : (bi + b~)I~E Al, a2E A2' b1E BI , b2E B2} ,

(A:Bh={y=(a2bl-alb2):(b~+b~)I~EAl, a2EA2, blEBI, b2EB2}.

Die bei der Bildung von Realteil bzw. Imaginärteil der einzelnen Komplexe A '" B links vom senk-
rechten Strich stehenden Ausdrücke x bzw. y können aufgefaßt werden als reelle Funktionen der vier reellen
Veränder1ichen G'I,a2' bl und b2. Da bei der Addition, Subtraktion und Multiplikation jede der vier Vtuiablen
in den Funktionen höchstens einmal vorkommt, gilt nach dem Korollar 1:

(A 1::B)l/ = Al + BI;

(04.Eh = Al Bl -: A2 B2;

(A + Bh = A2 ::f:B2 ;

(A . B)[ = A2 BI + Al B2 .
]<'Ürdie Di vision gilt hingegen nach dem Einschließungssatz :

(..1: LJ)ji'~ (Al BI -+-.'12Bz) : (Bi + B;) ;

(..'1: .8)J ~ (A2 B1-- Al BJ: (Bi + B;);

Auf Grund von (1) haben wir damit a]::;o

.0=A]3.8,
A:B=A~B,
A:B ~A::;B.

(2)

(3)

(4)

Das Erge bnis besagt: Die VerknÜpfung L!Jfür zwei Elemente A, BE T(C) liefert im Falle der Addition,
Subtraktion und Multiplikation die T-Hülle der Verknüpfung A '" B. Jedoch ist im allgemeinen A i : IBeine
Obermenge von ;;r;-B. '

Korollar 2: Für zwei beliebige Elemente A und Baus P(C) gilt:--~ - - - - -
A * B ~ A * B ~ A '"B ~ A r;;jB. (5)

Beweis: Nach Definition ist A ~ X und B ~ E. Auf Grund derTeilmengeneigenschaft folgt A * B ~ X * jJ.Nach

Definition gilt Ä *B ~:f:i. Nach den letzteu Ergebnissen (2), (3), (4) gilt W ~ Ä i*l fJ Damit ist die Kette bewies'~)ll.

Es sei noch darauf hingewiesen, daß bei Addition, Subtraktion und Multiplikation dm; dritte ~-Zeichen
in (5) wegen(2), (3) stets durch das Gleichheita~eichen ersetzt werden kann.

....
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Wir geben jetzt noch folgende

Erweiterung des Einschließungssatzes: Sei A ~ CI<,;t:A,YA E (A, C). Dan'n gilt für alle Grundrechen-
operatio1~en ..-, --- -------

{XA*XA} ~ {x,d* {VA} ~ {XA} * {VA}~ {XA}* {VA}~ {X.I}L~]{YA}'
'"

Si'lulferner X~E (A, C), i =1(1) In, so giltfürofede auf der Produktmenge X {;'!;~dbeschränkte rationale Funk-
tion 1'(8) : = 1'(s;) : = r(sl' S2, . . . , s",): ;=1------ .----

{r(x~)} S:r({x~}) ~r({x~}) ~r({x~}) ~1'r!J({x~d);

(Der Index L*J soll andeuten, daß alle Operationen in der Arithmetik';' auszuführen sind,)
Beweis: Das erste ~-Zeiehen gilt auf Grund des Einsehließungssatzes. .Der übrige Teil ergibt sieh durch Anwendung

von Korollar 2. Die Verallgemeinerung auf rationale Funktionen ergibt sieh durch wiederholte Anwendung der eben bewiese-
nen Aussage.

Als VeraJlgemeincrung Yon Korollar 1 erhalten \\'ir

Korollar 3 : Sei t:= (tr, t2, . . . ,t,,), Ai E P(C).i = 1(1) n uml A := Al X A2 X . . .>< An sowie
:1::1: = ti E (A, C), tiE Ai, .i = 1(1) n. Dann gilt fÜr jede auf A beschränkte rat.ionale J<'unktion 1'(t):=
T(tJ''z, . . . , tn):

{rIA} s: 1'(.11,A2 , '.' . . An) ~ r(,X;. ..12', , ,. .1/1)~
--------

~ r(,4;,.4:. . ., . .-I:) Sr * (A~,. . . . .{,) .

Tritt jede Variable ti in T(t) nur ein einzige::; Mal auf, so steht an Stelle de;; er;;ten ~.Zeichens ein =-Zeichen.
Der :verallgemeinerte Einschließungssatz und Korollar 3 geben abo eine Möglichkeit an, den Komplex

(r(x~)} E P(C) einer beschränkten rationalen Funktion durch das Element l'i*;(Xl, ..12,. . . , .4n) E 'l'(C) von
außen zu approximieren. Dabei wird die praktisch leicht auszuführende VerknÜpfung i*lverwendet.

Wir wollenjetzt noch den Zusammenhangzwischenden VerknÜpfungen* und r-;rherstellen.
Es seien A= Al + i A2, B = BI + i B2 aus T(C). Dann i;;t -

A :f: B = {z = a :!: bla E A Ab E B} =
= {z = (al:!: bl) + i (a2+ b2)!al E Al, (~2E A2, bl E BI, b2E B2} .

z =al + bl + i (a2+b2) ist eine rationale Funktion von t = (al' az, bl, b2) mit tE Al X A2 X BI X B2. Da
jede der Variablen nur einmal vorkommt, gilt nach Korollar 1

A + B = (Al I BI) + i (A2I B2) = A ii: B .
Durch die ent8prechenden Überlegungen und mit .Hilfe des BimchJieHungssatzes erhält man für die Multipli-
kation und Division '

A . R ~ A '~:. 1J
UMui!, haben wir deJJ

und A:IJ~A:IJ.

~atz 1.1: Die Verkn,'üpfull.gencl? fÜr zwei Elemente A, B aU8 'l'(C)stimme'lb 'Initden Verkibüpfu'nge.nI
Überein. Hingegen IÜ.'fem die Verknüpfimgen L: und --~.,im allljelilel~n-(':nObermenljen der Yel'knüpfun(Jel~ . und: .

Wir führen jetzt !lodl einen weiteren Begriff ein Üurch die

Definition 8: Sei A = Al + 'i.A2 E 'l'(C). (Al und .A2 beschrä.nkte Elemente aus P(R),) Dann heißt

A':= [infa" ;;upal ]+i [infa2, supa2 )EJ(C).
a,' .I, ". , ..I, '" ' .I, a,' "1,

i-Hülle von A.

H. Veschiedene l\1atrizenmellgen

1. Vcktoren und lUatrizcn mit Elementen aus C bzw. P(C)

Im folgendensei .M(C) bzw. .M(P(C))die Mengeder Matriz<m,deren Elemente aus C bzw. P(C) sind. Wir
bezeichnen die Matrizen aus.M(P(C)) mit großen gotischen Buchstaben 9(, Q),. . . ,Vektoren mit a, V,....
Die Matrizen aus .M(C) bezeichnen wir mit ~,~1, . . . , Vektoren mit ~, 9, . . . . .

Definition 9: Es seien ~ = (All)' Q) = (B,j) n X n-Matrizen aus .M(P(C)). Wir sagen 2( ist. in Q)
enthalten, i. Z. \2(S Q),genau dann, wenn Aij ~Bij, i, j = 1(1)/1.

Jede Matrix 2{= (Aij) dif(P(C))Jäßtsich auffassen als 9( = (AiJ) = {(((iJ)laIJ E A ijfÜr alle i, j} E P(..M(C)),
d. h., jede Matrix ~ EJl1(P(C)) kann a]s ein Element der Potenzmenge P(M(C)) der komplexen Matrizen auf,
gef'aßt wcrden. Die Potenzmenge P(.M(C)) i;;t jedoch nieht identisch mit der Menge .l11(P(C)) (siehe [4J).
Vic]mehl' giJt.

.M(C)(JH(P(C))( P(Jl1(C)).
30
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In der Menge P(M(C» führen wir eine Addition Subtraktion und Multiplikation von Matrizen \l( und ~ eindurch die '

Definition .10:

~ @ ~ := {~l * ~I~( E2( 1\~ E~} E P(.M(C» .

Da .ß1(P(C»)c P(.M(C», ist a.uch für Elemente aus j}f(P(C» wese Definition gÜltig.
In kI(P(C» führen wirnun drei weitere Verknüpfungen ein durch die

Definition 11: Sind ~( = (Aij), )8 = (Bij) Elemente aus .?r!(P(C», so ist

W:t: ~ := (Aij + Bij) E J.l(P(C»,

\)(. ~ : =
(,i Ai," B,.j)E .M(P(C».

v=l

" ,~ie Ün Reellcn läßt sich zeigen, daß die in .M(P(C» erklärten Verknüpfungen + und - mit tlt'1\
Verknupfungen Ee und e Übereinstimmen:

~ Ee58= ~ + ~, "2i e ~ = ~ - ~ .
Für die Multiplikation (>'ilthin<re"enb b b

~( 0 ){3S ~.~
(siehe [4J).

~. lUatrizenmit Elclllelltenaus 1(C) bzw. 'l'(C)

Wir führen jetzt weitere Meno-envon Matrizen ein. Früher schon haben wir darauf hingewiesen, daß sich

ID:ummlinigbegrenzte komple~e Zahlenmengen nicht einfach handhaben lassen. Di~ Verknüpfu~~ von Ma-
trizen aus P(M(C» nach Definition 10 ist praktisch nicht durchführbar. Die praktlsche Durchfuhrung der
VerknÜpfung fÜr Matrizen aus M(P(C» wird zwar auf die Verknüpfung der Elemente zurÜckgefÜhrt. Diese
hat nach Definition 2 zu geschehen und ist damit auch kaum durchführbar. Geeigneter als die Mengen P(M(C»
~d .M(P(C» scheinen fÜr die Anwendungen Matrizen zu sein, deren Elemente aus Komplexen Aij bestehen,
die von achsenparallelen Geraden begrenzt sind, d. h. aus T(C) sind. Wir bezeichnen daher jetzt mit iIf('l'(C»
bzw. M(I(C» die Mengen von Matrizen, deren Elemente aus T(C» bzw. 1(C) sind. Es besteht folgender Zu.
sammenhang:

M(C) e .M(l(C» e M(:L'(C» e .M(P(C»eP(i!(C» .
.Da M(I(9~ ?zw. M(T(C» Teilmengen von M(P(C» sind, so sind auch fü~ Elemente aus diese~ ~~eng~n:

~e durch ~ef1llltlOn 10 bz"\V.Definition 11 gegebenen Verknüpfungen gÜltIg. Neben der SchWlerlgkelt,
~ese Ver~~pfungen praktisch auszuführen, "tritt der Nachteil hinzu, daß die Mengen M(I(C) bzw. M(T.(C)
mcht bezugli?h a~ler dieser Verknüpfungen abgeschlossen sind. Wir führen daher in M(T(C» (und damIt m
M(I(C») dreI weItereVerknüpfungenein durch die "

Definition 12: Sind 2( = (Au), jß = (Bij)aus M(:L7(C»,~overstehen wir unter
\2:(I:b ~ := (Ai; if:! Bit) E M(l'(C» , "

(

" n

)
"

~ r-l>8:= 17'+1 Aiv L:J Bvj E .M(:L'(C».v=l'--'

Der Index i+1 hinter dem Summenzeichen soU dabei andeuten. daß die Summation im Sinne von Definition 6
auszufÜhren ist. '

Es gilt der

Satz.. 2.1: Die inder Teilmenge M(T(C» e kf(P(C» erklärten Verknüpfungen f+l und i=J stimmen 'U~~
den Ve~knuPfung:n + und - (~~nddarnit mit den Verknüpfur'1len Ee und e) 'iiberein. Die Verknüpfungen L..i
wn.d . 8md" 'ver8clt~eden. Es Il"ilt "

\2:(
, . m !;; \1f :-:1 \u- "I.'"--1.v .

d I ~~e.is: N~ch~atzl.l ist für ...lij,Bij E T(C): Aij ß:l Bij = Ai; :l::.ßij. DlJ.rausfolgt '\l(rB ~ = }J{:l::. ~ nach Definition
er~G e:: _elt. WeIter 1st nach Korollar 2 aus dem letzten Abschnitt für beliebige KomplexeAi~ und Bvj aus P(C): Aiv' B~j ~

~ Aiv L:JBvj. Da Ai., Bvj aus T(C} sind, gilt Ai. = Ai. und ff..j = Bvj, also gilt Ai.. Bvj ~ Aiv /. i Bvj. Daher haben wir
n " n

2:Aiv .Bvj !;; J: ":j:"'Ai. n Bvj
V=l - v=ILJ -

für alle i undj. Daher folgt nach Definition 9 die Behauptung für die Multiplikation.

. Um die Op;rationen +, -, . für Elemente aus M(P(C» durch die Verknüpfungen H-J,i-I, ! . Izu approxi-
llileren, geben Wll' die folgende "

D~finition 13: Gegeben sei eine Matrix W= (A;t) E M(P(C», Dann verstehen wir unter der T.Hüllevon ~ die Matrix"" "

2t :-(All) fJvI(qf(C)} .
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§l entsteht also aus 9t, indem man elementweise nach Definition 4 dieT-Hülle AitET(C) der Elemente

Ai! E P(C) bildet., Ist\2fE JI('l'(C)), so gilt §(=I2LNach Definition derT-HiUlenbiIdung ist Ait ~ X'j für
alle i und j. Nach Definition U gilt daher fÜr WE .M (P(C)) : 9t ~ii. Aus 9t ~ jß E M(P(C)) folgt ,§t ~ 18.

~~.~ "

Satz 2.2:.Seien W= (Aij),Q3 = (Bij) EM(P(C)).Danngilt-----
9( :J: )S.~§1:f ~ =§t::l:: i8 = §t tel)ß E.M(1\C)) ,

~ '

9l; Q3'~ §l.','~, S §{. ~ ~'§1i'1)ß EM(l'(C)).

Beweis; Nach Definition 9 ist ~ ~ 2t und 58~ 18
,
'. .Auf Grund der rreilmengen

,
eigenschaf't gilt daher das erste ~---

Zeichen in beiden Zeilen. NlInist nach Definitionl1 §1:!: ;S = (Ai;:!: Bi;). Da (Al; :!:Bi;) EM(T(C»)ist, gilt w:!:iB=="

=w :::!:ili. Na611Satz 1.list'2lt:t::ili =91 :!: i8.Damit ist die erste Zeile bewiesen. Jedes Element der Mat;ix §{. §§=

=C.~l Ai. ; BI,;) kann als rationale Funktion der Air und B,.; aufgefaßtwerden. Daher gilt auf Grund einer Teilaussage von
Korollar 3 aus dem ersten l(a.pitcl

-------
1/. ~ ~ ,n ~ ~" ~ ~

:::;Air' B;" ~ 2: Ai,!' B,,; ~ x: ;+i Ai>- . B,,;,
~=1 v=I v=1-~

d.h. ---
21. f8 ~ N . i8 ~ ~[.:.! ~ .

3. Vektoren und lUatrizen mit Elementen aus (A, C)

Mit,])1(A, C) bczeiehncnwir: die Menge der Matrizen,u0J:'cnElemente aus (A, C) sind: I..h VA' ..., E111(A,C).
:Mit t..1>1).1'.. . bczeiehnen wii~Vektoren (1U.~V(A, C). Die Definition der Gleichheit geschieht elementweise.
Addition, I:;ubtraktion und MultiplibtiolJ von Matrizen ,LUS,111(A, C) erklären wir dureh

~. +' 9\- '

(,
xU + Yii )~A - \:JA - A- .A,' I A ; \]JA = (i:[t'~.[. Y"l ),

v=1

wobeiIA = (x~), Il)A= (y~).
Für spätere Anwendungen führen wir zwei neue Begriffe ein durch die

Definition 14: IstI.1 = (x~) E 1I1(A, C),so verstehen wir unter.dem Komplex
Merige

der lvJatrixXA die

{XA} := {{x:1(t))ltE A} E P(.M(C)) .

Die MatrixX;j := ({x:l(t)lt E~A})E111(P(C)) heißt Hülle der .Matrix IA.
die l'.Hülle von ~t: i'A :~ :fA-

Es gilt der

Verallgemeinel'tc Einsehlie13ungsl:>(1h: Es seien IA,Il)A aUSl1:l(A,C), tA,1)Aa'U8V(A, C). Dann yilt

{,1::,d~'~.f ~X.1 bz,v. Ü:A}~ t.t ~ Lt, . (1)

{I,I.~L} ~ {.x..d0 {~)A} , (2)
, ,

l;;'~-VA ~fA. ~fAS ~A * ~)A~ ~A L~j ~L , (3)

{::t'"l0 {~)oI}.~I,t 0~j"t ~ I.t. ViA; (4)---
Zt,t'"~YAS ~A *V.1' (5)

Mit :fAbezeiehnenWlr im folgenden

B~w~is: (1) giItnach Definition von {'xA},~A und IA. (Entsprechend für Vektoren). (2) folgt aus der Defi:i1itionder
VerkniipfungclJ in M(A,C) b~w. M(P(C)).(3) folgt aus dem EilJschließungssatz für Funktionen aus (A, C) und Satz 2.2,
(4) folgt aus der Teilmengeneigenschaftfür Matrizcn aus P(M(C)). Nach (3) gilt

XA * 'iJ)A~ I A i* IDA
und daher -

Zt;A*'~h ~~A = IA ~~ iLI'
Da.sist (5).

Bei den Anwendungen ,vird man immer gezwungen sein, den Komplex {XA} einer gesucht~n Matrix
(bzw. eines gesuchten Vektors) dureh die Hülle zu beschreiben. Da aber ä!A im allgemeinen Elemente aus P(C)

besitzt,wird man versuchen;~.i durch die Matrix ~iI einzuschließen. Die ElementederMatrix~.-Isind aus
1'(C) und damiteinfaehe1' l.>esch1'oibba1'als die Elemente <..leI'Matrix ~A'
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:FÜr elie praktische Bestimmung von EinsehJießungsmengen fÜr den Komplex einer gesuchten Matrix
fÜhren wir noch einen weiteren Begriffeill: .

Definition 15: Es sei ~ = (Ai)) EM(l'(C)). Jhnn heiBt die Mat.rix01 = (A"I/)

~( EM(I(C)), ~o gilt 12!=0 §lI/' Die I-Hülle der l'-HÜlle einer< Matrix ;:t,rE.M(A, C)Ä ~

il :=;i',1:=;tt- Es gilt für XAE.M(A(C):{,:t.d~ IA~jA~iA-

III. Bestimmung von Eitlschliid~ungsmengenfür(lieLösullg vouGlniehungt'lI

I-HÜllQ von 'JL J"t
bezeiehnen: wir mit

1. AllgemeiuerZusammenhang bei linearen Gleichungen

Wir kOlUulenjetzt zu der Aufgabe, die als eindeutig vorhanden vOl'au;:;ge::;etzteLö::;ungeine1.'Gleiv!lung ekl'
:Form

,:t,I(t) = VX-,(t),XAt) + >B,j(t)

pn,kti::;eh zu bestÜnn)en. Dabei $eien9{Ait)'~,j(t)E M(A, C) gegeben. Gesueht ist,1::.M)E Jl(d, q.

:)jJezialfälledi~serAufgabe sind: . .

a) ~L,(l) E.1I(A,C), b.,(t) E V(A,C) , LI(t) "'" ~C(t) . Lf(t)! b(t)(LineareN UleiühuugNl'>ysiell1),
b) ~C(t) EM(A,C) , ~A(t) =Q; (J.<}Ü)heibml<Ürix)
.:t,[(t)= 9!ß)'~.tU) + Q; (13estinlll1ill)gderInvel'seJlvoll Q;-- \!.Ct(t)).

Die Lö::;ung von (1) läBtsich beigl'öBeren Problemen prakti::;eh kaum explizit aagellen. .11I8be~ulltlt'I'"
j~t h'in (einfaehei') Algorithmus bekannt, welcher es gestattet, die Lösung mit Hilfe einer t'lektrolli~dH'J\
Rechenanlage zu bestimmen. Die einzigen auf einer ReehenanlageausfÜhrbarenuHlthetllat.i:-wlwnOperatiollcn

sillCLdie vier Grundreehellopera.tionen fÜr reelle Zahlen; (Von der. dabei notwendigen Rundung sei. hier ahgt,.
sehen.) Die Verknüpfungen fÜr reelle Intervalle sind auf die VerknÜpfungen. von reellen Zaldetl zllJ'Ül'kgefÜhrt
worden. (Siehe Abschnitt 1.) Die Lösung von (I)liißtsich in der :Form

,:t,j(t) = (Q"; -I2C1(t))-1 ~A(t)

1)

schreiben. Im folgenden wöllen wir eirie Menge von MatrizEHl bestimmen, sodaB itA(t) fÜr jede::; t E A in dies",r
Menge enthalten ist. Diese Menge/wH sich auf einer Rechenanlage bestimmen lassen, une! rnußclaher einfach
zu beschreiben sein.

FÜr den Komplex der Lösung von (1) gilt

{XA}~{~A}.0 {x.1HB {Q)A}=:~l'

Konvergiert das Iterations verfahren

~mH':'; 19h}G) ~m EE1{)BA}

für jedes beliebige5ffioaus P(l1'l(C)) gegendeneindeutigenFixpunkt:QB, so gilt {2!A} ~.:QB. Dies folgt aus (2)
mit )llio= {IA} und vollständiger Induktion. Da die Operationen G,praktischnicht durchführbar sind, läßt
~ich ~mnicht einfachbestiminen.

:FÜI'die HiilIcder LÖl;ungvon (1) gilt
\: (""""\)( '. ':\"'

1

i)' ' \))
.

.'-,1 == '.1' .'-.1 '.' ~).j --'. ;: 1 .

.K011 vel'giel'tdasJ t.erations vürfahl'on

I) )' . - ii-( . I) ) .
t-

i'iS
;,,111.+1 - .~A ~11!'. "".1

fllr jedes be1iebige.?JI)EN(P(C)) gegen den eindeutigen Fixpunkt ~), so gi1t;:t.J ~'1.). J)ie8folgt.au~r5) luit
?Ju =;t,1 unclvo]J::;tändiger Induktion. Da die Operationen * praktisch nieht einfach durchfÜhrbar :-Ünd,läßt
::;ich\2)nieht bestimmen.. - .

~Für die T-HülIe der Lösung von (1) gilt

(~)

(:q

-:;:. cm ."":;~. ,-'-11)5 -'0.
''-A = ~.tA ~i ~A 1'1 ;(JA =. 01,

.Konvergiert das Iterationsverfahren
. ,..., ~

'0 .. <)'( ;-- 0 .-;-; 1)'
0",.tl =:UA i : 0.m :TI :.0,1

(4)

für je~s So E lYJ(T(C)) gegen den eindeutig bestimmten FixpunktS, so gilt i'.4 '.~.8. Dies folgt aus (4) Init
.80 "=0,:tA,. Die Verknüpfungen:*-: sind zwar auf die Verknüpfungen reeller Komplexe zurückgeführt. Die
Verknüpfungen reeller KomplexC"Sind jedoch nur in Spezialfällen praktischdurchführba.r. Daher läßt sich 3
nicht einfach bestimmen.

Für die I-Hülle der Lösung von (1) gilt
A A Ä.-"

XA~ 9{A:-:1IAr+!~A =: Xl.
Kon vergiel't das Itemtionsverfahren

1.' .q.. iJ'l' ;' ..q:..1.' c',\i;
'\II'+J ,:.- ,. :\. '.1 ,,'JIt.:t: "'\1

(5)
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für jedei>10 E'.M(I(C)) gegen den eindeutigen Fixpunkt X, so gilt IA SI. Dies folgt aus (5):mit Io =IA .
und vollRtändiger Induktion. Die Verknüpfungen :*', für Elemente aus M(I(C») sind auf die V~rknüpfungen
ree]]er Intervalle zÜrÜckgeführt und lassen sich daher praktisch einfach durchführen. Da für IA EM(A,C)
a]]gcmcingilt '

{
''1:!

} c 'i'" c ,)Y c 9
""A = ''''.4 =;"'.4= ..NA,

folgt da.her{;:t,d ~ 3:, d. li., faßt man den Fixpunkt I E M(I(C») als Menge vori Matrizen auf, so ist IA(t) für
jede::; t E A in die.serMenge enthalten. . " ,

Unsere Aufgabe lautet daher:

Gegeben sei die Gleichung

1 = 9{ :'~~3-:[+] )[1; W,58,EM(I(C)) .

(Wir schreiben hIer und im folgenden9! bzw,'}8statt 2{Abzw. @A,da es im weiteren Verlauf der Untersu-
chnngennicht darauf ankommt, wie man die Matrizen ~ und j{\ erhalten hat.) Man bestimme durch Iteration
da:,;eindeutig bestimmte Element I E M(I(C)). . " '

Dabei stellt., sich natÜrlich sofort die ]'rage, unter welchen Voraussetzungen ein eindeutiger Fixpunkt
exj"tiert. bzw. sich für beliebiges Io Konvergenz einstellt. , ,

Dieser Fragenkreis wird in einer anschließenden Arbeit ausführJich behandelt werden.

2. Bestimmung von l"Jinschließullgsmen~en bei nichtlinearen Gleichungen

Wir bdn\('htc~)J jl>1,7..1da8l'1icht.1ineare Syst.em

);.\(1) = !lA(O,1{f),tA(t»)
mit

tAft) "= (:r~j(f), ;!~;j(t),. . . ,x:Ht)),gA aA(t),6A(t)):= (g~{OA(t),6A(t)),. '. . ,g1( aA(t),!A(t)))

und aß) := (a:4(t),.a~i(t),. . ., a~(t)),Dabei. seien die !7~4(aA(t),6A(t)) i= l(l)n, rationale ,Funktionen der
fl':-:t vorgegebenen Funkt.ionen a~(t), i = 1(1) r, und der gesuchten Funktionen x~(t), i = J(I) n. "

Eii1 solche::;Syst.emist praktisch in den wenigsten Fällen einfach auflösbar. Wir beschränken uns deshalb "

c1ataÜf, ('ineEinschließungsme.nge für den Komplex {6A} einer Lösung zu bestimmen. Dies fÜhrt wie bei den
lillNl1'enGleiehu!'Igen anfdie Aufgabe,einenVekt.or ! E V(I(C)) zu finden, so daß

t ,~ gA.*(aA. r)

.~ilt( GAist di<-;I-Hüll<> "OH. o,,(t);der Index Li~detlt.et (in, daß n.lleRechenoperationenin der Arithmetik [!],

ansz.ufiihrmudnrl; ;;;iehc Definit.ion6). ' , ,"

Auch die8e Aufgal>e, eiIH'nVektor'! E V(T(C)),d€>r den Komplex {!A} enthält"zu finden; wird in einer'
folgt>ndc:'n Ar'hrit.hehanddt.." '
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