Matrizeninvertierung mit Fehlererfassung
G. Alefeld / J. Herzberger, Karisruhe

Zusammenfassung: Zueiner nichtsinguliiren n x n-Matrix solldie Inverse durchiterative EinschlieBung mit Hilfe
von Intervallmatrizen angenihert werden. Hierzu werden, ausgehend von einer geeigneten Niherung fiir die Inverse,
Folgen von einschlieBenden Intervallmatrizen gebildet, welche von k-ter Ordnung gegendie Inverse konvergieren. Nach
einer kurzen Herleitung der wichtigsten Grundbegriffe und Regeln im Zusammenhang mit Intervallmatrizen wird die
Aufgabenstellung genau umrissen. In Satz I wird dann ein erstes Verfahren mit einem notwendigen und hinreichenden
Konvergenzkriterium angegeben. Daran anschliefend wird untersucht, in welchem Zusammenhang die Konvergenzge-
schwindigkeit und der Rechenaufwand bei diesen Verfahren stehen. Satz II gibt dann fiir eine Modifikation dieser Ver-
fahren, welche jeweils monotone Folgen von Intervallmatrizen liefern, eine Konvergenzbedingung an. Die in beiden
Sidtzen angefiihrten Verfahren konnen als Verallgemeinerungen des bekannten SCHULZschen Iterationsverfahren an-
gesehen werden, Der letzte Teil dieser Arbeit enthilt Algol-60-Prozeduren zur Durchfilhrung eines aus beiden Sitzen
kombinierten Algorithmus unter Beriicksichtigung der Rundungsfehler. AbschlieBend werden dazu einige numerische
Beispiele angegeben.

Summary: Given a nonsingular n X n-matrix A, we are looking for bounds for the elements of A™'. In doing so, we
construct sequences of interval matrices which converge against A™!, After discussing some aspects of interval arith-
metic we give two methods which are yielding simultaneously lower and upper bounds for the elements of A", Both
methods are combined under practical aspects in an ALGOL-60 procedure "invmat". For special matrices another
procedure "einschliessungsmenge" gives us an interval matrix for starting the procedure "invmat".

1. Grundbegriffe, Hilfsmittel,
Problemstellung

In dieser Arbeit bezeichnen wir reelle n x n-Matrizen
mit % = (x;;), Y] = (y,;) usw.; daneben betrachten wir
noch n x n-Intervallmatrizen ¥ = (X, ), ¥ =(Y,;) usw.,

Durchmessermatrix d( &) := (d(A,;)) zu. Dafiir lassen
sich folgende einfache Regeln beweisen:

das sind solche Matrizen, deren Elemente reelle, abge- d(0+%)=d(q) +d(&) (1.4)
schlossene Intervalle sind, Fiir zweiIntervalle A = [a), 2], d(0-&)=d(Q)-1%,d(Q-%) =|2]- 4(F) (1.5)
B = [b*, b°] aus I(R) sind bekanntlich die vier Verkniip- d(0) =o a—> a=0 (1.6)

fungen +, -, - und : definiert als A*B :={a*b:
a'=zasa’ b'=bsb?}, *e{+, -, -, :}, und durch ein-
fache Verkniipfungen der Intervallschranken erklirt
(siehe [6]). Identifiziert man die reellen Zahlen ae|R mit
den Punktintervallen A =[a,a]eI(R), dann erklirt man

a*B=B#*a:=Bx[a,a], *e{+, -, -, :}.

Beweis von (1.5):

Im eindimensionalen Falle, d. h. fiir Intervalle, sind (1.4)
und (1.5) trivial. Damit ergibt sich

TTs I d((xi K bkj))= (d(}_:l Ay bn)) =

:(}; d(A, b)) :(:Zl a(a,) =d(a) 5]

Die eingangs erwihnten reellen Matrizen o, %), ... sind
dann ebenfalls spezielle Intervallmatrizen, Verkniipfungen
von Intervallmatrizen sind komponentenweise iiber die
Verkniipfungen von Intervallen wie folgt erklirt:

1=(Z;) =3€+Ta[ = (X)) +(Y) := X,;+Y,,)

a= (Zji) =x1§ = {Xil’) Wij} e (xi-"l Xix YILJ')

Ein weiterer Begriff ist der Mittelpunkt m (A) : = (a! + a%)/2
eines Intervalles A= [a', a*]. Analog bildet man zur
Intervallmatrix Ol die Matrix m (L) : = (m (A;,-)}- Fiir

diese Mittelpunktsmatrix lassen sich die spiter bens-

tigten Rechenregeln
ie a-¥=a-(X,):=(a-X, R.
sowle a-A=a-(X,)):= (a-X,), ac m(0+%)=m(A)+m(F) .7
Dabei kann jede der Matrizen X oder¥) auch eine reelle m(A-F)=m(A)-%, m(AZF)=0m(F) (1.8)
Matrix sein; kommen nur reelle Matrizen vor, so gehen m(&)=Q (1.9)
diese Verkniipfungen in die gewthnlichen Verkniipfungen Kt

von Matrizen iiber. Unter dem Betrag|A| eines Inter-
valles A = [a', a®] versteht man die nichtnegative Zahl
[Al:= max {|]a!|,|a?|} ; dementsprechend wird die nicht-
negative Matrix|(l|zu einer Intervallmatrix Ol kompo-
nentenweise gebildet als|a|=|(Ai’)I:= (|A,]). Hierfiir
gelten bekanntlich die Rechenregeln:

Beweis von (1.8) 1

Die Aussagen (1.7) und (1.8) ergeben sich fiir Intervalle
sofort aus der Definition des Mittelpunktes. Damit gilt ;

m(@-$)=m((3 ann)=(m(3 auny)-

|ak c’q;bCl:o' ’(o’= Nullmatrix) (1.1)
|a+ B |o+15 (1.2) 3 S
la- 3= |a| |B], aelR (siehe [5]). (1.3) - (% m (A, bx,)) = (gl m(A,) bs,j)= m(d)-%.

Daneben ist zu einem Intervall A = [a', a®] noch der

Durchmesser d(A) := a%- a' erklirt. Entsprechend
ordnet man jeder Intervallmatrix (I die nichtnegative
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Fir Folgen von Intervallmatrizen (% ) “ EiBt sich eine

n=l
Konvergenz erkliren. Bekanntlich konvergiert die Folge
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von Intervallen (xn) = ([xL, x2] } gegen das Inter-

vall X = [x', x?] genaud:mn wennhmx'—x‘ Ei=dsad

gilt, Die Folge von Intervallmatrizen ( 3f ) konvergiert

=1
gegen die Intervallmatrix X,i.Z. ali_inm X 'cl? genau

dann, wenn dies komponentenweise gilt. Ist fiir zwei
Intervallmatrizen & = (X, ), = (Y,)) fir jede Kompo-
nente X, CY,, erfiillt, so schreiben wir kurz £ C?Q

ist dz.bei X eine rcelle Matrix &, so schreiben wir da-
fiir auch & e k). Die eingangs auigeﬁihrten Verkniipfungen
von Intervallmatrizen besitzen dann die beiden wichtigen
Eigenschaften:

Aed , 1 e 7@ —p ¥ 7,6}6 & * 79 (EinschlieBungseigenschaft)

oder allgemein

UCXA, W, clp =%+ Y, c X +% (wobei *¢{+, -, -}

sei) (Inklusionsmonotonie).

Liegt eine Folge ,D> ¥,> ¥,D...von Intervallmatrizen
vor, so konvergiert diese stets gegen eine Intervall-
matrix & . Sie konvergiert gegen eine Punktmatrix genau
dann, wenn lim d(¥,) =o gilt. Ist eine Folge

(%) “ mit lim X = ¥ vorgelegt, und gilt stets ¥ ¢ ¥ _,
n=1

dann ist die Ordmmg der Konvergenz von (d( % ))
=1
gegen ¢ ein natiirliches Maf fiir die Konvergenz von

(x) "
a=1

Fiir zwei Intervallmatrizen & , % definiert man den

Durchschnitt ¥n¥% := (X, n ¥Y,/), und der Durchschnitt

ist leer, falls ein Paar (r,k) existiert, soda X Y _ =@

ist. Man beweist fiir den Durchschnitt zweier Intervall-

matrizen sofort die Beziehung:

gegen ¥ .

d(¥ 1) =inf {d(X), d(W)} = (min{d(X,), d(¥,)}).
Damit sind die wichtigsten Hilfsmittel fiir unsere spi-
teren Uberlegungen bereitgestelit,

Wir betrachten in der vorliegenden Arbeit nun die Auf-
gabe, zu einer nichtsinguliren, reellen Matrix Ol eine

Folge von Intervallmatrizen (% )~
men, daB gilt: n-l

jedes Glied der Folge enthilt die Inverse von (L,
dh. O'e¥ ,nz1;

derart zu bestim-

(1.11)

die Folge (X)) 2

n=1

= @_‘_

konvergiert gegen die Inverse von (L,

d.h. lim X, (1)

n -3 a0
Eine einfache Moglichkeit zur Konstruktion einer solchen
Folge (¥,) "

n=1
Intervallmatrix ¥, welche (L7 enthilt, iteriert man
gemif der Vorschrift:

Yoo 1= (E-97 W2, +3

ist die nun folgende. Ausgehend von einer

(£ ist die Einheitsmatrix; -¥die Matrix der hier durch-
weg als von Null verschieden vorausgesetzten Diagonal-
elemente von (). Man erhilt dadurch eine Folge

(%)~
n=1
gilt. Ferner erhilt man die Aussage:

tim 2, =0 a—bp(|€- F0]) <1

n — o0

von Intervallmatrizen, fiir welche @ ¢ ¥, ,nz 1
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(p = Spektralradius), (vergleiche dazu [5]). Uber das
Konvergenzverhalten dieser Iterationsfolge lifit sich nun
beweisen, daB fiir die Folge der Durchmessermatrizen
gilt:

d(%,.) =| £]- d(,) miif|] <1 fiir eine Norm | - | .

Im nun folgenden Abschnitt 2 geben wir Verfahren an,
welche nicht nur ein schwicheres Konvergenzkriterium
als das obige erfordern, sondern dazu noch von k-ter
Ordnung gegen die Inverse 0L~ konvergieren.

2. Verfahren

Als ein erstes derartiges Verfahren bringen wir den
folgenden

Satz I: Gegeben sei die nichtsingulire Matrix (I und eine
Intervallmatrix #f , mit 01 e ¥,. Dann gelten flir das
Iterationsverfahren

X 1= (2, (¥ -0Am (X)) +m(X,)]...]-
(x=-2) (k-2)
(£-Am(X,))+m(X,) (a.1)
(fiir k >1) die folgenden Aussagen:
O %, fiir nz 0. (2.2)
lim ¥ =0"<sPp(¥ -d m(X)) <1. (2.3)

n — o0

Mit einer monotonen und multiplikativen Matrixnorm

| -lgitt: a)faqe, )l = c-1d(X)I*
b) [d(X,.)]=1d(%)] - [€-0- m (X))
(2.4)
Beweis:

(2.2) : Nach Voraussetzung gilt L e X . Ist nun Q’,hl e, ,

so folgt aufgrund der Teilmengeneigenschaft

A= Q2 (¢- Am(Z ) + m(A,) {€+ (£-Am (X)) +
+ (€ -QAm (22} =
= [ (A (Z-Am(Z) + m(X)]... ] (€£-Am(Z.) +

+m(¥)
e[ [%.(£-Am(X)+m(X)]...](£ -Am(X)) +
+ (XY = W in
Also enthalten alle Glieder der Folge (¥ ) die
Inverse (L -, 1=0

(2.3) : Mit Hilfe der Regeln (1.7), (1.8) und (1.9) fiir die
Mittelpunktsmatrix m (¥) einer Intervallmatrix ¥ er-
halten wir aus der Iterationsvorschrift (2.1);

m(&,.)=[...[m(X)(€-Am(Z))+ m(X,)]...]
(¢ -am(Z)+m(Z,)

oder kurz
@1* m(¥,,)=m(Z) Y (£-Am(x)y.

Die Mittelpunktsmatrizen m (%) der Iterierten gehor-

chen also einer Iterationsvorschrift, fiir welche bekannt
ist, daB die Folge (m(¥,)) ” genau dann gegen (I -

konvergiert, wenn fiir den Speldralradms p{f Q-
-m (&) <1 gilt (siehe dazu [2]). Mit Hilfe dieser Tat-
sache soll nun (2.3) bewiesen werden.
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Sei zunzichst p(¢ - X m (X)) <1, dann folgt bei Anwen-
dung der Regeln (1.4), (1.5) und (1.6) fiir den Durchmesser
d(%) einer Intervallmatrix & aus der Vorschrift (2.1):

A(2) = (XY €A m(Z)|*
A(Z) = ()€ - @ m(XL)].

Daraus ergibt sich aus der Gleichung fiir d(%,) und mit
Hilfe (2.1)* bei n=0:

d(¥,) = d(?fo)lf— a m(&f’n*"li( ‘f_ am(xo)}k| k-1

Eine wiederholte Durchfiihrung dieser Schlufiweise fiihrt
schliefllich auf

a(#,.) =d(Z,) ﬂ' [(€ - m (X))

Wegen p(€ - Am (X)) <1 gilt im (€ -A-
‘m (X)) =0, also auch lim_ (€-Om ()" =o.
Damit sind aber auch lun [(é’ Am(X))*"|** =0 und

ll.m |1( €-0m( 3_’0})"“|“ ‘[ 0 (fiir beliebige Norm | - .

In dem Produkt fiir d(%_,,) sind also fiir ein bestimmtes
N und alle n > N alle Faktoren in der Norm kleiner als
eine GréBe a < 1. Daraus schlieft man aber lim

O == oy

la(2,) =0, also lim d(¥,)=0. Da die Folge (m (%,)) ~

n=0
wegen der gemachten Varaussetzung gegen (l -! konver-

giert und stets m (¥ )e ¥, gilt, folgert man mit Hilfe
(1.6) dann auch lim ¥ ={ .

Konvergiert andererseits (xn} “ stets gegen @‘1 ;

n=0
dann konvergiert auch die Folge (m ( an)} “ notwendig

n=0
stets gegen (I . Da wir gezeigt haben, daB letztere
Folge der Vorschrift (2.1) geniigt, folgt deshalb nach dem
oben Erwihnten, da8 notwendig p(¢ - m(&)) < 1
gilt.
(2.4) a) : Aus (2.1) folgt bei Anwendung der Regeln (1.4),
(1.5) und (1.6): d(%,,,) = d(¥) k-

Hieraus folgert man:

A(,.) = (X)X (A -m ()]
sd(&) {jaHa - m(Z)[}+

= d@al 5 - a(a).

Wendet man darauf eine monotone und multiplikative
Matrixnorm an, dann folgt schlieBlich

lacz,.)l=(3) Tat™

(Die Durchmessermatrizen konvergieren also von k-ter
Ordnung gegen die Nullmatrix !)

(2.4) b) : Aus der im Beweis von (2.3) hergeleiteten Pro-
duktformel fiir d(3,) folgt durch Anwendung einer multi-
plikativen Norm

8(@0] =(TTICE - Am @O} | a2

Weiter folgt aus der Multiplikativitit und Monotonie der
Norm | - | noch;

HE-Am(XI"I=1(€-am(X)"|=|e-T
‘m (%)~
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Damit ergibt sich dann

ld(. Dl gﬂd(sfo)u{ﬁ;a L= Am (]
14l -(Ig- Amas
=la(2yl -{lz- am(afo)i”f-lf‘]"'
=14(Z] - |- Am (L)

Somit ist der Satz 2.4 bewiesen,

Mit Hilfe der Formel (2.4) b) 1H8t sich fiir ein festes k
und fiir vorgegebenes X, eine Schranke n fiir die maxi-
male Anzahl von notigen Iterationsschritten angeben, die
zur Erzielung einer gewiinschten Genauigkeit durchzu-
fiihren sind, falls fiir eine monotone und multiplikative
Matrixnorm | Z- @ m (Jﬁ’o)“ < 1 gilt. Das zu (2.1) ihn-
liche Iterationsverfahren

+---ok“]k—l

k—2
@D* Y., :=m(X) > (€-Am(X) +Z.(€-A
m (%)
liefert, ausgehend von derselben Intervallmatrix ¥ ,, im
allgemeinen eine andere Folge als (2.1). Dies sieht man

folgendermaBen ein: Multipliziert man in (2.1) aus (vgl.
dazu [4]), so erhdlt man

“m(Z)Y (¢-aAmEy L.
m(X,)]- (- Am(%L)]..

A& (E-a
J(€-0m(2L)).

n+1

Da schon beim Auftreten einer Intervallmatrix die
Matrizenmultiplikation nicht mehr assoziativ ist (vgl. [4]),
gilt also t. a.

2. €-0m (X)) =[.. [X.(£-Am(X)]...]-
(Z-0m(Z,).

Das Verfahren (2.1) ** wurde in [1] beschrieben. Es
lassen sich dhnliche Ergebnisse wie fiir (2.1) beweisen.
Beim Rechnen auf einer Rechenanlage miissen in (2.1)
bzw. (2.1) ** auch die Terme, welche keine echten Inter-
valle enthalten, intervallmiBig berechnet werden, wenn
man die EinschlieBung noch sichern will, Unter diesen Vor-
aussetzungeniiberlegt man sich leicht, dafpro Iterations-
schritt fiir das Verfahren (2.1) bzw. (2.1) ** die folgende
Anzahl von Operationen erforderlich ist ( (I sei eine

m xm-Matrix) :

Verfahren (2.1) Verfahren (2.1) **

Multiplﬂ;gtiouen k - m? 2 - (k-1) - m?

Additionen km?®-m? +m

2(k-1)m? + (3-2k) m? + (k-1)m

Unter Vernachlissigung niedriger Potenzen ist also der
Rechenaufwand beim Vorgehen nach (2.1) proportional
zu k, beim Verfahren (2,1) ** dagegen proportional zu
2(k-1). Fiir k> 2 ist also Verfahren (2.1) vorzuziehen,

Nun sind wir in der Lage, aufgrund der eben angestellten
Uberlegungen und mit Hilfe der Aussagen von Satz I, ein
optimales Verfahren der Art von (2.1) angeben zu kénnen.
Hierbei erhebt sich die Frage, wie man k >1 zu wiihlen
hat, um mit einem vorgegebenen Rechenaufwand eine
moglichst gute Genauigkeit zu erzielen, Um dies zu be-
antworten, gehen wir von der Beziehung

la(Z)i=la(X) ] -] &-Am( X"~
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von Satz I aus. Es sei hier | £-@m ()] <1, und es
seien ferner k, >1 und k, > 1 zwei verschiedene ganze
positive Zahlen, Mit (Vk,) bzw. (Vk,) bezeichnen wir

die beiden Verfahren, welche man aus (2.1) erhilt, wenn
man jeweils k = k, bzw. k = k, setzt. Der Rechenaufwand
fiir die Durchfiihrung eines Iterationsschrittes ist bei
(Vk,) proportional zu k, vnd bei (Vk,) proportional zu
k,. Nach einer gewissen Anzahl von Iterationsschritten
p, bzw. p, gelte k, - p, = K, - p,, d. h. der Rechenaufwand
ist beide Male der gleiche. Mit Hilfe der Formel fir
la(% )ikaml die dann jeweils erreichte Genauigkeit mit
Hilfe von k' -1 bzw. k;?-1 abgeschitzt werden. Wir
fordern, da8 fiir jedes k, die Beziehung k,’ -1 > k;2-1
bzw. kp‘ > Kkj? fiir alle p,, p, und ke gllt dann folgt

1 i kg
1

Da die Funktion k’* fir ganzzahliges k ihr Maximum

bei k=3 annimmt, folgt notwendig k, = 3. Fir k=3

haben wir in diesem Sinne ein optimales Verfahren der

Art von (2.1) vorliegen.

k_ p 1 .l
wegen p, = ———2> daraus kll >k, ¥z , also k

In Satz I wurde bewiesen, daf3 unter der Voraussetzung
Jl7e ¥, auch alle Iterierten X die Inverse (X~ enthal-
ten. Mlt 0¥, gilt auch e Qf ,; und damit

Qe in X, . Wegen d(X,,,n¥,) <inf{d(¥,), A(X,.)}
ist also % ,,n ¥, eine Intervallmatrix, welche (L2 nicht
schlechter einschlieft als ¥ ,, . Es liegt daher nahe,
nach jedem Iterationsschritt in (2.1) den Durchschnitt zu
bilden und mit der so erhaltenen Intervallmatrix die
Iteration fortzusetzen. Dieses Vorgehen beschreibt der
nichste Satz.

Satz II: Gegeben sei eine nichsingulire Matrix { und
die Intervallmatrix &, mit (I -'¢ &,. Dann gelten fiir das
Iterationsverfahren

pi= [ (2 E-0m(%,) + m(H)]( E-QAm (X)) +
+m(&)]. . €-0m(X))+m(X)

(2.5)
)
(fiir k > 1) die folgenden Aussagen:
Esist 07 ¢ ¥, fiir nz 0. (2.6)
(&) * konvergiert gegen (!, falls fiir alle ?fe &,
o (2.7)

p(|€-AZ|)<1 ist.

Fiir eine monotone und multiplikative Matrixnorm |- |
gilt:

la(x,, )= c-la(a)]x. (2.8)

Bewels :

(2.8) Wie in Satz I bei (2.2) folgt a- (751 wofalls A 7'e &,
gilt. Damit ist aber L e ¥ ,, n'Lg“H

stets ¥, > ¥ > X>...

n=0 A

gilt, besitzt sie einen Grenzwert ¥. Wir zeigen nun:
Aus d(#) = 0 iolgt die Existenz einer Matrix #¢ ¥ mit
o(|¥€ -0%|)z 1 (im Widerspruch zur Voraussetzung)

(2.7) : Da fiir die Folge (%) &

Aus (2.5) folgt fiir

B = L g&(E- am(;lc’nm(af)} 1 ( fOEm(Qf))+

+m (?f} die Gleichung = '@ nX. Daraus folgt X %}
also d(?f) = d(lg) Fiir die Durchmessermatrizen gilt
aber:

d(&) = d( fg
- | €-

d(®) | ¢~ Am(f) oder
d(?rf}{

m&fkl}‘;c-
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Wire p(|€- Olm(ﬁf}l)<1 so wire auch .
p(|£-0m (%)) < 1. Dann wiirde ( - [€- Am (&)I*)
existieren und nichtnegativ sein. Hieraus folgte d(¥) =7,
also d(9r;' ) = ¢ im Widerspruch zur gbigen Annahme
d(?f} » 0. Also miifte p (] ?- am(?{)i] z 1 sein,

(2.8) : Die Behauptung folgt wie in Satz I, (2.4) unter Be-
riicksichtigung von d(¥_,,) = d ('lglm).

Das Verfahren (2.5) hat gegeniiber (2.1) den Vorteil, daB
man eine ineinander geschachtelte Folge von Intervall-
matrizen erhilt. Damit besitzt man beim Rechnen auf
einer Rechenanlage ein einfaches Abbruchkriterium,
Dagegen hat Verfahren (2.1) den Vorteil, daB man an die
Startmatrix % , weniger einschrinkende Forderungen
fiir die Konvergenz der Iterationsfolge gegen L1 stellen
muR. Insbesondere kann die Durchmessermatrix d( %)
beliebig groBe Elemente haben, wenn nur fiir die Mittel-
punktsmatrix m (%) die Konvergenzbedingung erfiillt
ist. Das fiir die Konvergenz von (2.5) in (2.7) angegebene
Kriterium ist fiir das praktische Rechnen wertlos. Man
kann jedoch die folgende hinreichende Bedingung dafiir
angeben,

Satz Il : Sei ¥ eine Intervallmatrix mit (f ¢ &, und
es gelte fiir eine monotone und multiplikative Matrix-
norm | - | die Beziehung | €- Am(¥,)]< 1. Ist die Un-
gleichung

la(x <2 2E-2m(F)

erfiillt, so gilt fiir alle Xe¥,: p({EAX)<1.

Dieser Satz III gestattet also, mit Hilfe von bekannten
GroBen die Anwendbarkeit von Verfahren (2.5) nachzu-
priifen.

Zum AbschluB dieser Untersuchungen betrachten wir
noch kurz ein Beispiel, welches zeigt, daB Verfahren
(2.5) nicht notwendig gegen (L™ konvergiert, wenn dies
bei Verfahren (2.1) der Fall ist.

Beispiel : Gegeben sei die Matrix (L= € - 2, wobei
speziell

0,6 -0,6 s :
ﬁ: (0,6 0,6) ; wegen p(Z) < 1 existiert dann (L.

Withlen wir in (2.1) k=2, m (&) = ¢, dann Konvergiert
das Verfahren wegen p ( E’ Otm ( Qfo)) =p(F) <1 gegen
a 1

Setzt man dagegen in (2.5) k = 2, m (%)) = €und d(¥,) =
=2-D- G })mit 2z.B. D = 3, dann bleibt die Iteration
(wie eine einfache Durchmesserberechnung zeigt) auf
der Ausgangsmatrix ¥, stehen. Es liegt also keine Kon-
vergenz gegen (1 vor.

3. Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir nun die in den Sdtzen I
und II hergeleiteten Verfahren zur praktischen Anwen-
dung kombinieren. Dabei gehen wir aus von einer Matrix
Q= ¢-% mit] ] < 1. Mit m( %) = {ist| £- Am (X )]=
=]#|< 1, und das Verfahren (2.1) konvergiert daher fiir
eine belleblge Intervallmatrix % mit m (&) = €. Um
die Einschliefung (L e ¥, zu smhern bestimmen wir
¥, folgendermaBen: Aus(?f?f (¢- .7; ¥ = € folgt
H= % 3€+f und damit unter Verwendung einer multipli-
Kativen und einer Vektornorm zugeordneten Matrixnorm

: 1
|| ?f!é m =1 ¢. Bei Verwendung der Spaltensummen-
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bzw. Zeilensummennorm gilt dann fiir alle Elemente von
X=(x;): -c=x, = c. Es sei = (X;)) mit

_{[-esc] fir i=j | - . B -
X, = [-c.2+c] firi=j dann sind mit ¥ = ¥ die
Voraussetzungen fiir die Konvergenz von Verfahren (2.1)
erfiillt. Die Bestimmung dieser Matrix & wird in der
Prozedur "einschliessungsmenge" durchgefiihrt.

Nach Verfahren (2.1) wird solange iteriert, bis die in
Satz III angegebene Bedingung fiir die Konvergenz von
Verfahren (2.5) erfiillt ist. In der angegebenen Prozedur
"matinv" wird diese Bedingung mit Hilfe der Norm

| 1=} (x,,)] := max| x, |nachgepriift. Da die Vorschrift

(2.5) eine ineinand‘érgeschachtelte Folge von Intervall-
matrizen liefert, kann die Iteration abgebrochen werden,
wenn auf der Maschine zwei aufeinanderfolgende Nihe-
rungen iibereinstimmen.

In den nachfolgenden Prozeduren werden die Matrizen (L
und % als Intervallmatrizen behandelt. Dadurch ist es
maglich, eventuell beim Einlesen entstehende Rundungs-
fehler bei der Iteration mit zu beriicksichtigen.,

Die angegebenen Prozeduren verwenden als globale
GriBen die Algol-Prozeduren low, add und mul, welche
auf beliebigen Algol-60-Compilern die Intervallverkniip-
fungen unter Einschlufl der Rundungsfehler realisieren,
Eine ausfiihrliche Beschreibung dafiir findet sich in [2].

A) Die Prozedur "einschliessungsmenge"

Liste gler formalen Parameter:

integer n  n ist die Ordnung der zu invertierenden
Matrix.
array b b steht fiir eine nxn-Intervallmatrix
% = ([b},, b},]); die Feldkomponenten
b[i,j,1] bzw. b[i,]j, 2] entsprechen dabei
den Intervallschranken b}, bzw. bi,.
array x x steht fiir die nxn-Intervallmatrix %€, .
label 1 Die Marke 1 wird angesprungen, falls keine

der beiden betrachteten Normen von fr
kleiner als 1 ist

procedure einschliessungsmenge (b,n,x,1);
T value n;
integer n;
array b, x;
label 1;
begin integer L3
real nor, al, a2, hi;
nor := 0;
comment zeilennorm;
for i:=1 step 1 until n do
begin hi:=0;
for j:=1 step 1 until n do
begin al : =abs (b[i, j,1]); a2:=abs (b[i, j, 2]);
hi:=-low(-hi-(if al greater a2 then al
else a2))
end j;
if hi greater nor then nor:=hi;
if nor notless 1 then E;c_at_o spaltennorm
end i, zeilennorm;

goto einschl;
spaltennorm : nor : =0;
for j:=1 step 1 until n do
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begin hi:=0;
for i:=1 step 1 until n do
begin al : =abs (b[i, J,1]); a2:=abs(b[i, j, 2]);
hi:=-low(-hi- (if al greater a2 then al
else a2))
end i;
if hi greater nor then nor:=hi;
if nor notless 1 then goto 1
end j, spaltennorm;

einschl:
al:=low(l-nor);
al:=-low(-1/al);
for i:=1 step 1 until n do
begin for j:=1 step 1 until i-1, i+1 step 1 until n do
begin x[i,j,1]:=-al;
x[i,j,2] :=al
end j;
x[i,i,1] :=-al;
x[i, 1, 2] :=-low(-2-al)
end i
end;

B) Die Prozedur "matinv"

Liste der formalen Parameter:

integer n  n ist die Ordnung der zu invertierenden
Matrix.

a steht fiir eine nxn-Intervallmatrix

Ol«[a};, 2%,]); die Feldkomponenten af[i,j,1]
bzw. a[i, j, 2] entsprechen dabei den Inter-
vallschranken aj; bzw. af, .

array a

array x x steht fiir eine nxn-Intervallmatrix und ist
Durchlaufparameter; beim Aufruf der Pro-
zedur wird vorausgesetzt, da3

Il €- O-m (3€)])<1 ist und daB fiir Ae A stets
(XI-1¢ Fgilt. Nach Verlassen der Prozedur
stellt ¥ die nach Verfahren (2.1) und (2.5)
iterativ berechnete EinschlieBungsmenge
fiir die Inverse dar.

procedure matinv(a,n, x);

value n;

integer n;

array a, x;

begin integer 1,1, k;
real u, v, w,na, ndx, ndr, h;
boolean bl, b2;
array s,hl, h2[1:2],y[1:n,1:2],m[1:n,1:n],
z,r[l:n,1:n,1:2];

u:=low(1l/n);

bl : =b2:={false;

comment norm a;

na:=0;

for i:=1 step 1 until n do

for j:=1 step 1 until n do

begin v:=abs(a[i,j,1]); w:=abs(a[i,j, 2]);
if wless vthen w:=v;
if w greater na then na:=w;
ol ,1]:=x[4,§,1]; z[4,], 2] :=x[4, ], 2]

end norm a;

11:bl:=false;
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comment berechnung des mittelpunktes; end norm-residuum, norm-durchmesser;
for i:=1 step 1 until n do
ior j:=1step1 untllndo
m[i,§] = x[3,3,1] +x[1,3,2])/2;

w:=low(u-ndr);
w:=low(w/na);
if ndx less w then begin b2:=true;

goto 12
_ end
comment residuum; else
for i:=1 step 1 until n do begin for i:=1 step 1 until n do

@for;'*l step 1 until n do ey losratiak
begin s[1]:=s[2]:=0; ST
for k:=1 step 1 until n do = mx[ij 2]:—z[i5.2]
begm hl [1] —a[l K, 1] h]{z}'—a[l k 2]’ — 1 dy 21
h2[1]'~h2{2]--m[k il; EEQ’II
d k PSL, 2, B yiate (B L 6 end durchmesserabfrage
end Kj

ri,i,1]:=-s[2]; r[ii,2]:=-s[1] iterationsschleife;

end j;
r[i,i,1]:=low(l+r[i,i,1]);
r[i,i,2]:=-low(-1-r[i,i,2])
end residuum ; Die Prozedur "matinv" beinhaltet die oben beschriebene
Kombination der Verfahren (2.1) und (2.5) fiir den Fall
k = 2. Diese Wahl von k hat sich bei diesem Vorgehen

13 : end prozedurrumpf;

comment iterationsschleife; bfzﬁglich des Rt_achenaufwanf:les in vie}en Fii‘llen aldsagm
ifm-_-bz then for i:=1 step 1 until n do gl'mst?gstenAermesen. Es sel. darauf hmgewle;.;en, s
= for j:=1 S_Ete p 1 until n o die EinschlieBungsmenge X in der Prozedur "matinv
begm z[i,3,1] -x[l, ] 1] nicht notwendigerweise mit Hilfe der Prozedur "ein-
: e schliessungsmenge" bestimmt werden muB.
z[i,3,2] :=x[4, ], 2]
end;

for i:=1 step 1 until n do
begin for j:=1 step step 1 until n do
begm s[1]: s[21°=0-
for k:=1 step 1 until n do
b_egﬂhl[l] =z[i Kk 1]; hl[z] =z[i, Kk, 2];
h2[1]:=r[k, ],1] h2[2]:=r[k,j,2];
mul(hl, h2,hl); add(s, hl, s)
end k; 4. Numerische Beispiele
hi[1]:=hl[2]:=m/i, j]; add(s,hl,s);

y[i,1]:=s[1]; v[§, 2] : =s[2] Wir geben abschlieBend einige der gerechneten Beispiele
¥ an. Es sind jeweils die untere Schranke fiir das betreffende
for j:=1 step 1 until n do Element von (I * und darunter die davon verschiedenen
begm z[i,},1]:=y[j, 1] ’ Ziffern der oberen Schranke angegeben. z, bezeichnet die

z[i,§,2]:=y[j, 2] Anzahl der nach dem in Satz I angegebenen Verfahren

endj bis zum Erfiilltsein des in Satz Il angegebenen Xriteriums
end i; notwendigen Iterationsschritte. z, bezeichnet die dann
noch nach dem in Satz II angegebenen Verfahren bis zum
Stillstand der Iteration notwendigen Schritte.
comment durchschnitt; Diese Beispiele wurden auf der Rechenanlage EL X8 am
if b2 then Rechenzentrum der Universitit Karlsruhe durchgerechnet,

for] =1 step ep 1 until n do

begin if x[i,j,1] less z[l j, 17 then a) 1 _0.1 01
beglnx[1 J,I] =z[1,j,1]; bl :=true enc a= {-01 1 0.1
if x[i, j, 2] greater z[i, j, 2] then : 0.1 01 1
begin x[i,j, 2] :=z[i, j, 2] ; bl :=true end
end i, j; 1.022727272719 0.1136363636353 -0.1136363636373
goto if bl then 11 else 13 35 75 55
end; ¢ = 0.1136363636351 1.022727272721 -0.1136363636371
77 33 57
- 0.1136363636377 -0.1136363636375 1.022727272722
comment durchmesserabfrage; 51 55 32
ndr:=ndx:=0;
for iz=1 stepluntundo z,= 6; z,= 4;
for j:=1 step 1 until n do
begin v:=abs(r[i,j,1]); w:=abs(r[i,j,2]); b) /1 -0.3 0.2 04 0.09
if w less v then w:=v; 0.9 1 0 0 -0.09
if w greater ndr then ndr:=w; = 0.8 0.1 1 0.09 0
h::—low{x[i,i,l] —x[i,i,Q]]; 0 0 0 1 0,99
if h greater ndx then ndx:=h -0.9999 0 0 0 1
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1.232967025955

0.3945494483060

-0.2465934052008

-0.4709934039347

0.3908258878851

165 9060

0.3815088961123 -0.2265724866367

278 ‘196

0.2066825177822 -0.1660843573087

968 2932
1.466236841521  -1.376878937277
57 30
-0.4709463045970  1.390786805288
733 325
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