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Zusammenfassung - Summary

ALGOL-GO Algorithmen zur Auflösung linearer Gleichungssysteme mit Fehler-
erfassung. In der vorliegenden Arbeit werden zwei Algorithmen zur Behandlung vOn
linearen Gleichungssystemen mit Intervallkoeffizienten in ALGOL-60 angegeben.
Damit ist es möglich auf Rechenanlagen mit ALGOL-60 Compilern solche Aufgaben
unter Einschluß sämtlicher Rundungsfehler durchzuführen. Zum Verständnis der-
angegebenen Prozeduren ist einleitend eine knapp gehaltene Darstellung der pro-
grammierten Verfahren vorangestellt.

ALGOL-GO Algorithms for Computation of Systems of Linear Equations with
Error Bounds. Two ALGOL-60 algorithms are presented to solve systems of linear
equations whose coefficients are known to vary in given intervals. So it is possible
to handle with such systems on an arbitrary computer possessing an ALGOL-6(}
compiler. Simultaneously all rounding errors are included. For understanding the
programs abrief introduction is lSiven.

1. Theoretische Grundlagen
Gleichungssysteme mit Intervallkoeffizienten treten auf, wenn die

Ausgangsdaten eines Problems z. B. durch Meßungenauigkeiten nur in
Intervalle eingeschlossen werden können. Darüber hinaus liegt dieselbe
Aufgabestellung im allgemeinen auch vor, wenn man exakt gegebene
Daten unter Erfassung der Rundlmgsfehler au.f einer Rechenanlage dar-
stellen will. Die Bestimmung von Einschließllngsmengen für die Lösungen
solcher Gleichungssysteme kann vorteilhaft mit Hilfe der Intervall-
arithmetik vorgenommen werden.

Es bezeichne zunächst I (IR) die Menge der reellen, abgeschlossenen
und beschränkten Intervalle. Für Elemente [xl, X2], [yI, y2] aus I (IR)
sind durch:

[xl, x2] * [yI, y2]:= {x * y: Xl :s;;X :s;;x2, yl :s;;Y :s;;y2}, * E {+, -, ., /}

vier Verknüpfungen definiert, welche sich als Verknüpfungen der Intervall-
grenzen einfach darstellen lassen. Matrizen und Vektoren, deren Elemente
bzw. Komponenten jetzt Intervalle sind, bezeichnen wir mit 2l = (Aij),
)E = (Bij), . . . bzw. a = (Ai), D = (Bi), . . .; sind die Elemente dagegen
reelle Zahlen dann wählen wir die Bezeichnungen ~{ = (aij), ~ = (bij), "'-
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bzw. ~ = (ai), ~= (bi), ... Verknüpfungen zwischen Intervallmatrizen
sind wie üblich definiert z. B.

S2{. a:= L Aij . Aj usw.
j

Da die Menge I (fR) mit den so eingeführten Verknüpfungen keinen Körper
bildet führt z. B. die Anwendung des GAussschen Algorithmus in fast
allen Fällen zu praktisch wertlosen Ergebnissen. Die Auflösung eines
Gleichungssystems mit Intervallkoeffizienten ist bei Verwendung der
Intervallarithmetik eine nichtlineare Aufgabe.

Gegeben sei zunächst ein System der Gestalt:

f=>S'f+b (1)

mit einer Intervallmatrix >S = (Bij) und einem Intervallvektor b = (Bi),
Kann man einen Vektor f* so finden, daß er die Gleichung (1) erfüllt,
dann gilt für eine Lösung t)* jedes Gleichungssystems der Art:

t)=~.t)+~. . (2)

mit bij E Bij und bi E Bi (oder kurz: ~ E >S und ~ E b) die Aussage:

1:)*E f*.

Das bedeutet nun praktisch, daß f* die Menge der Lösungen von der
Schar der aus (1) zu bildenden linearen Gleichungssysteme der Gestalt (2)
enthält. Zur Bestimmung des Vektors f* sind verschiedene Iterations-
verfahren betrachtet worden:

a) das Gesamtschrittverfahren : fm+1 = >S . fm + b,

b) das Einzelschrittverfahren : fm+1 = 2 . fm+1 + (SD+ ffi) . fm + b

(wobei >S= 2 + SD+ ffi die Zerlegung von >Sin eine strenge untere
Dreiecksmatrix 2, eine Diagonalmatrix SDund eine strenge obere Dreiecks-
matrix ffi ist).

Definiert man für ein Intervall A = [al, a2] aus I (fR) den Betrag IA I
zu IA 1:= max {I a1 I, I a21}, dann gilt folgende Aussage:

Gesamt- bzw. Einzelschrittverfahren konvergieren für beliebige An-
fangsintervallvektoren genau dann gegen das eindeutige Grenzelement f*,
wenn die Spektralradien e ((I Bij I)) bzw. e ((Oij- ILij 1)-1 . (IDij I+
+ IRij I)) kleiner als 1 sind.

N ach bekannten Sätzen aus der Theorie der nichtnegativen Matrizen
sind deshalb entweder beide Verfahren konvergent oder divergent. Im
weiteren werde nun stets die Konvergenz vorausgesetzt.

Wählt man als Ausgangsvektor der Iteration einen Intervallvektor fo
mit:

f* C fo

(wobei die Inklusion in jeder Komponente gelten soll)
dann gilt für alle Iterierten !m bei beiden Verfahren:

f* C fm, für m ~ O.

(3)
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Bezeichnen unter Voraussetzung (3) 1m die Iterierten des Gesamt-
schrittverfahrens a) und 1m diejenigen des Einzelschrittverfahrens b)
dann konvergiert das Einzelschrittverfahren im folgenden Sinne besser
als das Gesamtschrittverfahren :

Für alle m ~ 0 gilt die Beziehung !m C !m.
Eine weitere Konvergenzbeschleunigung in diesem Sinne kann unter

der Voraussetzung (3) erreicht werden durch die Vorschrift:

b)* !m+1 = (2 . !m+1 + (~ + ffi) . !m + b) n !m.

Für die Iterierten im nach der Vorschrift b)* gilt dann: im C 1m.

Viele praktische Probleme z. B. die Behandlung von Randwertaufgaben
mit Differenzenmethoden sind in der Form (1) mit einer Matrix ~, die
die Konvergenzbedingung erfüllt gegeben.

Ist ein System in der Form

2{o!=f (4)

mit einer Intervallmatrix 2{ und einem Intervallvektor f gegeben, so wird
die Bestimmung eines Vektors !* mit der Eigenschaft:

{~-l . ~ : ~ E 2{, !E f} C !*

auf den eben behandelten Fall (1) zurückgeführt:
Ist 2{E 2{ und existiert 2{-1 und besitzt. .

!=~o!+b

mit ~ = (~ - ~-l . 2{), b = ~-l . f einen eindeutig bestimmten Fixpunkt
! dann liefert! das Gewünschte.

Bei den hier hergeleiteten Aussagen wurde vorausgesetzt, daß die
vorkommenden Intervallverknüpfungen im Bereich der reellen Intervalle
1 (IR) exakt auszuführen sind. Sämtliche Eigenschaften und Aussagen,
insbesondere die angeführten Inklusionen, bleiben auch dann noch richtig
wenn man sich auf den Bereich der Maschinenintervalle 1 (IRM) beschränkt
und, wie im folgenden geschehen, dazu eine geeignet gewählte Maschinen-
intervallarithmetik (siehe [2, 3]) einführt.

Weitere Einzelheiten, der hier zusammenfassend dargestellten Ergebnisse,
finden sich in den im Literaturverzeichnis angeführten Arbeiten.

2. ALGOL-60-Programme
2.1

procedure ITERATION 1 (mat, vek, n, exit) result: (x);
comment Für die Maschinenintervalloperationen werden die in [3] be-

schriebenen Prozeduren LOW (A), ADD (A, B, C), SUB (A, B, C),
MUL (A, B, C) und DIV (A, B, C) benützt. Das Programm behandelt
ein System der Form (1) mit n Unbekannten nach der Vorschrift b)*.
Den Elementen Bij = [bli'b;i] der Matrix ~ entsprechen die Feld-
elemente mat [i, j, 1] und mat [i, j, 2] des Feldes mat [1 : n, 1: n, I: 2],
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die Feldelemente 'l:ekEi, 1] und vek Ei,2] des Feldes vek [1: n, 1: 2]
bezeichnen die Komponenten von b und entsprechend x Ei, 1] und
x Ei, 2] des Feldes x [1 : n, 1: 2] diejenigen von !. Bei Nichterfüllung
der Konvergenzkriterien bewirkt ein Sprung nach exit den Abbruch
des Programms.;

value mat, 'l:ek, n; array mat, vek, x; integer n; label exit;
begin integer i, j; real max, hmax, norm, hnorm; boolean bv;

array y [1 : n], ik, hmat, hx [1 : 2];
real procedure UP (a); value a; real a; UP:= - LOW (- a);
real procedure BETRAG (ugr, ogr); real ugr, agr;

if ABS (ugr) less ABS (ogr) then BETRAG:= ABS (ogr) else
BETRAG:= ABS (ugr);

max:= 0;
comment Abschätzung nach der Zeilensummennorm ;
tor i := 1 step 1 until n do

begin y [i]:= 0;
tor j:= 1 step 1 until n do
y [i]:= UP (y Ei] + BETRAG (mat Ei,j, 1], mat Ei,j, 2]);
it y Ei] notless 1 then goto m 1

end;
comment Bestimmung eines Anfangsvektors bei erfülltem Zeilen-

summenkriterium. ;
fOT i := 1 step 1 until n do
begin hmax:= 0;

tor j:= 1 step 1 until n do
hma'X:= UP (hmax + UP (BETRAG(mat Ei,j, 1],mat Ei,j, 2]) X
BETRAG (vek [j, 1], 'l:ek[j, 2]»));
hmax:= UP (hmaxfLOW (1 - Y [i]);
it max less hmax then max: = hmax

end; goto m 2;
comment Abschätzung nach der Spaltensummennorm ;
m 1: norm:= 0;
tor j:= 1 step 1 until n do
begin hnorm: = 0;

tor i:= 1 step 1 until n do
hnorm:= UP (hnorm + BETRAG (mat Ei, j, 1], mat Ei, j, 2]»;
if hnorm notless 1 then goto exit;
if hnorm greater norm then norm: = hnorm

end;
comment Bestimmung eines Anfangsvektors bei erfülltem Spalten-

summenkriterium. ;
tor i := 1 step 1 until n do
tor j:= 1 step 1 until n do
max:= UP (max + UP (BETRAG (mat Ei,j, 1], mat Ei,j, 2]) X
BETRAG (vek [j, 1], vek [j, 2]»);
max:= UP (max/LOW,(l - norm»;
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m 2: tor i:= 1 step 1 until n do
begin x Ei, 1]:= LOW (vek Ei, 1] - max);
x Ei, 2] := UP (vek Ei, 2] + m~x) end;

comment Beginn der Iteration.;
m 3: bv:= true;
tor i:= 1 step 1 until n do
begin ik [1]:= vek Ei, 1]; ik [2]:= 'cek Ei, 2];

tor j:= I step I until n do .

begin hmat [1]:= mat Ei,j, 1]; hmat [2]:= mat Ei,j, 2];
hx [1] := x [j, 1]; hx [2] := x [j, 2];
MUL (hmat, hx, hx); ADD (hx, ik, ik)

end;
hx [1]:= x Ei, I]; hx [2]:= x Ei,2];
if ik [I] less hx [I] then ik [1]:= hx [1];
if ik [2] greater hx [2] then ik [2] := hx [2];
it bv then begin if ik [I] notequal x Ci,1] or ik [2] notequal
x Ei, 2] then bv:= talse end;
x Ci,1]:= ik [I]; x Ci,2]:= ik [2]

end;
it not bv then goto m 3

end;

2.2

procedure ITERATION 2 (mat, t'ek, n, exit) result: (x);
comment Für die Maschinenintervalloperationen werden die in [3] be-

schriebenen Prozeduren LOW (A), ADD (A, B, C), SUB (A, B, C),
MUL (A, B, C) und DIV (A, B, C) benützt. Das Programm behandelt
ein System der Form (4) mit n Unbekannten. Den Elementen
Aij = [a;j,a;j] der Matrix 2{ entsprechen die Feldelemente mal Ei,j, 1]
und mat Ei,j, 2] des Feldes mal [I : n, I: n, I: 2], die Feldelemente
t'ek [i, I] und 'Cek[i, 2] des Feldes uk [I : n, I: 2] bezeichnen die Kom-
ponenten von I und entsprechend x Ci, I] und x Ei, 2] des Feldes
x [I : n, I: 2] diejenigen von !. Bei Nichterfüllung der Konvergenz-
kriterien bewirkt ein Sprung nach exit den Abbruch des Programms.;

value mat, vek, n; array mal, 'fek, x; integer n; label exit;
begin integer i, j, k; array hg 1, hg 2, hg 3 [I: 2], hv [I : n, I: 2],

pmat [I : n, I : n] ;
procedure MATINV (pmat) ;
comment Bibliotheksprogramm zur Invertierung einer n X n-

Punktmatrix pmat. Die derart berechnete angenäherte Inverse
wird auf demselben Feld pmat geliefert.;

array pm at ; code;
procedure ITERATION I (mat, t'ek, n, exit, x);
comment Hierbei handelt es sich um die obige Prozedur gleichen

Namens.; .
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value mat, 'Cek, n; array mat, 'Cek, x; integer' n; label exit;
code;
tor i := 1 step 1 until n do
tor j:= 1 step 1 until n do pmat Ei, j]:= (mai Ei, j, 1] +
mat Ei,j, 2])/2;
MATINV (pmat) ;
tor i := 1 step 1 until n do
begin tor j: = 1 step 1 until n do

begin hg 1 [1]:= hg 1 [2]:= 0;
tor k:= 1 step 1 until n do
begin hg 2 [1]:= hg 2 [2]:= pm at [j, k];

hg 3 [1]:= m:at [k, i, 1]; hg 3 [2] := mat [k, i, 2];
MUL (hg 2, hg 3, hg 3); SUB (hg 1, hg 3, hg 1)

end;
hv [j, 1]:= hg 1 [1]; hv [j, 2]:= hg 1 [2]

end;
tor k:= 1 step 1 until n do
begin mat [k, i, 1]:= hv [k, 1]; mat [k, i, 2]:= hv [k, 2] end

end;
tor i := 1 step 1 until n do

begin mat Ei, i, 1]:= LOW (1 + mat Ei, i, 1]);
mat Ei,i, 2]:= - LOW (- 1 - mat Ei,i, 2])

end;
tor i:= 1 step 1 until n do

begin hg 1 [1]:= hg 1 [2]:= 0;
tor j:= 1 step 1 until n do
begin hg 2 [1]:= hg 2 [2]:= pmat Ei,j);

hg 3 [1]:= 'Cek[j, 1]; hg 3 [2]:= 'Cek[j, 2];
MUL (hg 2, hg 3, hg 3); ADD (hg 1, hg 3, hg 1)

end;
hv Ei, 1] := hg 1 [1]; hv Ei,2]:= hg 1 [2]

end;
ITERATION 1 (mat, hv, n, exit, x)

end;
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