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Zusammenfassung. In der folgenden Arbeit wird ztmächst (Satz 3) ein Kon-
vergenzintervall für das Relaxationsverfahren bei einer nichtnegativen Gesamt-
schrittmatrix mit positiven Diagonalelementen angegeben. Außerdem wird die asym-
ptotische Konvergenzgeschwindigkeit des Relaxationsverfahrens mit der des Einzel-
schrittverfahrens verglichen, und der optimale Relaxationsfaktor in diesem Intervall
angegeben. Es wird ein weiteres Iterationsverfahren betrachtet., welches eine Ver-
besserung der asymptotischen Konvergenzgeschwindigkeit des Relaxationsverfahrens
liefern kann. Der Beweis dieser Aussagen beruht u. a. im wesentlichen auf Lemma I,
welches besagt, daß bei einer nichtnegativen konvergenten Matrix die Diagonal-
glieder notwendig kleiner als Eins sind. - Die weiteren Sätze enthalten ähnliche
Aussagen bei allgemeineren Matrizen.

Summary. At first, an interval of convergence is obtained for the relaxation
method with a non -negative J ACOBI-matrix with positive diagonal elements (Theorem 3).
The asymptotic speed of convergence of the relaxation method is compared to that
of the "Einzelschrittverfahren" and the optimal relaxation factor in the interval
is given. A further iterative method is considered which may lead to an improved
asymptotic convergence speed of the relaxation method. The proof of the assertions
rests mainly on Lemma I which states that a non-negative convergent matrix has
diagonal elements smaller than 1. Further theorems contain similar assertions for
more general matrices.

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

x = B x + b,
B = (bij), i, j = I (1) n, b = (bi), X = (Xi), i = 1 (1) n,

mit der nichtsingulären Matrix 1 - B (1 bezeichnet die Einheitsmatrix).
Zerlegt man die Matrix B in B = L + D + R mit

0

b21 0 0

L~I~31.~32.~~ "
bnl bn 2 bn3 ... bn n-l 0- '- bnn-

1 Erweiterte Fassung eines auf der GAMM-Jahrestagung 1968 in Prag ge-
haltenen Kurzvortrages.

-bll

b22 0

D=I b33

0
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-0 b12 bI3... bIn

0 , b23... b2n

0 bn-l, n

R= . . . . . .

0

so bezeichnet man bekanntlich die Iterationsvorschriften

a) x(m+1): = (L + D + R) x(m) + b als Gesamtschrittverfahren,

b) (I - L) x(m+1): = (D + R) x(m) + b als Einzelschrittverfahren,

c) (I - w L) x(m+1): = [(1 - w) 1+ w (D + R)] x(m) + wb als allge-
meines Relaxationsverfahren. Ist D = 0, so erhält man die üblicherweise
als JAKoBI-Verfahren, GAUSS-SEIDEL-Verfahren und Relaxationsverfahren
bezeichneten Iterationsvorschriften.

Definition 1. Gegeben sei eine nichtsinguläre Matrix A. Eine Zerlegung
.A = },f - N von A heißt regulär, wenn M nichtsingulär ist. Die Matrix
.1Jf-lN heißt Matrix der Zerlegung. Eine reguläre Zerlegung heißt kon-
vergent, wenn der Spektralradius ihrer Matrix kleiner als Eins ist.

Definition 2. Eine reguläre Zerlegung heißt positiv, wenn j'Jf-l ~ 0
und N ~ 0 ist.

Satz 1. Die M alrix M -1 N einer positiven Zerlegung A = M - N ist
konvergent, wenn A-l ~ 0 gilt. Siehe [3].

Satz 2. Es seien A = MI - NI = M 2 - N 2 zwei positive Zerlegungen
von A und A-l ~ O. Ist N2 - NI nicht die Nullmatrix und N2 ~ NI,
so gilt

e (Me1 NI) ~ e (J!2-I N2) < 1.

Ist A -1 > 0, so gilt anstelle des ~-Zeichens das < -Zeichen. Siehe [2], [3].

Lemma 1. Sei B = L + D + Reine nichtnegative Matrix und
(] (B) < 1. Dann gilt 0 ~ bii < 1, i = 1 (1) n.

Beweis.

a) Sei B irreduzibel. Dann besitzt B einen positiven Eigenwert }., der
gleich ihrem Spektralradius e (B) ist. Der zugehörige Eigenvektor x ist
ebenfalls positiv. Aus B x = Ax folgt daher

i-I n

L bij Xj L bij Xj
j = I + b.. + i = 1+ i = A= (B ) < 1.X . n X . e

t t

Daraus folgt sofort ein vViderspruch, falls irgendein bii ~ 1 ist.

b) Ist B reduzibel, so besitzt Beinen nichtnegativen Eigenwert A ~ 0,
der gleich e (B) ist. Der zugehörige Eigenvektor x ist ebenfalls nicht-
negativ : x ~ O. Ist A = (] (B) = 0, so sind alle Eigenwerte gleich Null.
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Die Summe der Eigenwerte ist andererseits gleich der Spur der Matrix B,
d. h.

n n

L bii = L Äi = O.
i= li= 1

Da die bii nichtnegativ sind, folgt bii = 0, i = 1 (1) n. Ist Ä = (! (B) > 0,
so folgt für diejenigen Indizes ir, für die Xir > 0 wie im irreduziblen Fall

0 ~ birir < 1. Sei nun irgendeine Komponente von ;;r, nämlich Xl, gleich
Null. Sind in der l-ten Spalte der Matrix B alle Elemente außer bu gleich
NulL so ist bu Eigenwert von B, und daher 0 :::;;bu :::;;(! (B) < 1. (Ist
auch bll = 0, so ist nichts zu zeigen.) Sei nun außer bu noch mindestens
ein Element der Matrix B in der l-ten Spalte von Null verschieden. Dann

betrachten wir die Matrix B, wobei Baus B entsteht, indem man in der
l-ten Spalte alle Elemente bis auf bu zu Null setzt. Offensichtlich ist dann

J-l: = bll ein Eigenwert von i3, und es gilt 0 :::;;B :::;;B. Daraus folgt

e CB) :::;;e (B) < 1. Da e (B) = max lfJ.i!, gilt auch bu :::;;(! (B) :::;; e (B) < 1.
i

Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Lemma 2. Ist B = L + D + R nichtnegativ und e (B) < 1, so ist
(1 - B)-1 ~ O. Ist B irreduzibel und D > 0, so gilt (I - B)-1 > O.

Beweis.

Da e (B) < 1, konvergiert die Reihe

I+B+B2+...

und ihr Wert ist gleich (I - B)-1. Da B ~ 0, sind alle Glieder der Reihe
nichtnegativ . Damit folgt der erste Teil der Behauptung. Ist Beine
irreduzible n X n-Matrix und D > 0, so gilt Bn-1> 0 und damit aufgrund
der Reihendarstellung (I - B)-1 > O.

Satz 3. Es sei das lineare Gleichungssystem

X = B x + b mit B = L + D + R ~ 0, D > 0

und Q(B) < 1 gegeben.

(I)

1. Dann konvergiert das zur Matrix B gehörige Relaxationsverfahren

(c) (1 - Q)L) x(m+1): = [(1 - co) I + Q) (D + R)] x(m) + wb

für 0 < co ~ 1 I. b.. < 00 gegen die eindeutige Lösung von (1).- ffiIn u-
i

2. Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des Relaxalionsverfah-
rens (c) ist für 0 < w < 1 nicht besser als die des zur M atri;;r B gehörigen

Einzelschrittverjahrens, für 1 < w:::;; 1 - ~in b.. mindestens ebensogut. 11
-i

w-ie die des zur j'JIatrix B gehörigen Einzelschrittverfahrens. Ist die llfatri;;r B
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l~rreduzibel, so konvergiert das Relaxalionsverfahren für 0< w< I asym-

ptotisch schlechter, für I < w:(;; 1 1. b.. asymptotisch besser als das- mm t%

i

Einzelschrittverfahren.

3. Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des Relaxalionsverfahrens
ist im angegebenen Bereich (neben anderen eventuell möglichen Werten von w)

((rn gröaten f ür w = 1 1. b . Ist die Matrix B irreduzibel, so ist die'Jo1 -illln ii
i

asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des Relaxalionsverfahrens genau

f
.. 1 _

ißtur (J)= 1 .
b am gro en.

v - illln ii
i

4. Das Iterationsverfahren

(d) (I - QL)x(m+1): = [1- Q + Q(D + R)]x(m) + Qb,

(Dobei

Q: = (wij) mit Wij =
{
~
1 - bii

i=t=j

~ =J,

konvergiert asymptotisch mindestens ebensogut wie das Relaxalionsverfahren (c)
1

fitr W = 1 . b . Ist B irreduzibel, 80 konvergiert es asymptotisch- illln ii
i

be-sser, falls nicht alle bii gleich sind.

Beweis.

Aus (! (B) < I folgt

(I - B)-I = I + B + B2 + . . .,

d. h. das Gleichungssystem (1) besitzt eine eindeutige Lösung. Wir be-
trachten jetzt die Zerlegung

(v) A: = I - B = M - N mit
1 1

BI: = - (I - W L) und N: = - [(1 - w) I + W (D + R)].w w

Für (I) > 0 ist

M.,--l= W (I + w L + . . . wn-I Ln-I) ~ 0

und damit die Zerlegung (y) regulär.

Für I - w + w . bii ~ 0, i = 1 (I) n, also insbesondere für 1 - w +
+ w . min bii ~ 0, ist N ~ 0 und damit die Zerlegung (y) positiv. Daraus

i

folgt, da nach Lemma 1 alle bii < 1 sind, 0 < w :(;; 1 - ~in bii .
i

Computing 3/4 18
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Nach Lemma 2 ist (1 - B)-l~ O. Daraus folgt nach Satz 1

Q (1"VI-lN) = Q ((1 - w L)-l [(1 - w) 1 + w (D + R)]) < 1

fÜr 0 < W ~ 1 :;~ L . Damit ist (1.) gezeigt.
i

1Vir betrachten jetzt die Zerlegung (y) für zwei verschiedene 'Yerte
1

Wl und W2, 0 < Wl < W2 ~ 1 - Ir. , :
i

(Yl ) A = 1 - B = J.11w - N w mit
.11

, I 1
j'J-fw = - (1- Wl L) und Nw = - [(1 - Wl) 1 + Wl (D + R)].

1 W1 1 W1

(Y2) A = 1 - B = Mw - N w mit2 2

I I
;'Ylw = - (1 - w2 L) und NW2 = - [(1 - wz) 1 + W2 (D + R)].

2 W2 W2

E . 1 - Wl I - W2 f ..
d d

.
t N N N -:\T

s 1st > ur Wl < w') un amI W1 ~ J.. w . .1. W 1 - l\ w
(VI W2 -.. ~ 2' 2

nicht die Nullmatrix. Daraus folgt nach Satz 2

e (M;; Nwz) ~ e (M;; N(1) < 1,

d. h. der Spektralradius e (Lw) ist im Intervall 0 < W ~
1

1 - min bii
i

eine monoton fallende Funktion von w. Ist B irreduzibel, so gilt das
strenge< -Zeichen, d. h. e (Lw) ist streng monoton fallend. Aus diesen
Feststellungen und der Tatsache, daß das Relaxationsverfahren für
W = 1 in das Einzelschrittverfahren übergeht, folgen die Aussagen der
Behauptungen (2.) und (3.).

Neben der Zerlegung (y) betrachten wir die Zerlegung

(<5) A=1-B=M1-N1mit

.1111= Q-l (1 - Q L) und NI = Q-l [1 - Q + Q (D + R)].

Nach Lemma 1 sind alle bii< 1, i = 1 (1) n. Also ist Q ~ 0 und damit
Q-l ~ O. Daraus folgt

..:1111= [Q-I (iI - Q L)]-1 = (1 - Q L)-I Q =

= (1 + Q L + ... + (Q L)n-l) Q ~ O.

Offensichtlich ist mit der obigen Wahl von Q 1 - Q + Q D = 0 (Null-
matrix), und damit NI = R ~ 0, d. h. die Zerlegung (<5)ist regulär und
positiv. Außerdem ist N ~ NI und N - NI nicht die Nullmatrix, falls
nicht alle bii gleich sind. Daraus folgt nach Satz 2

e (.LW11NÜ = e ((1 - Q L)-l [1 ~ Q + Q (D + R)]) ~ e (l1f-l N) =
= e ((1 - W L)-l [(1 - w) 1 + W (D + R)]) < L
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1st B irreduzibel, so gilt in der letzten Ungleichung das strenge< -Zeichen.
Sind jedoch alle bii gleich, so sind beide Zerlegungen identisch und damit
beide Iterationsvorschriften gleich. Damit ist dieser Satz bewiesen.

Bemerkung 1. Es ist bekannt, daß für eine nichtnegative Matrix B"
mit e (B) < 1 das Relaxationsverfahren (c) für 0 < w < -i :-~~(B)

konver giert. Es gibt offensichtlich Beis piele. für die ~~- s:: ~1.~--~-
. ~ 1 + e (B) '" 1 - nun bii

i

ist. Da nach dem eben bewiesenen Satz die asymptotische Konvergenz-

geschwindigkeit für (j) = _1~--;--
b~ am größten ist, kann man in diesen- mUl t1-

i

Fällen für diesen Wert von w eine Verbesserung der asymptotischen Kon-
vergenzgeschwindigkeit gegenüber einem Wert von w aus dem Intervall

0 < (j) < T + : (B) erwarten, insbesondere falls B irreduzibel ist. Außer-

dem ist e (B) im allgemeinen nicht bekannt und kann nur durch eine
Norm (im allgemeinen zu groß) abgeschätzt werden. Wir erläutern dies
an einem Beispiel:

E
.

B
[

0.8
s seI = '

0,2

irreduzibel. vVeiter
~:~l Es ist D > 0, e (B) = 0.9; außerdem ist B

. 20 2 1 10 .

Fu .:J'1st --- = --- < ~-~ = -. ur uIe
19 1 + e (B) 1 - mm bii 3 .

i
Matrix Lw des Relaxationsverfahrens erhält man

L -
[

1 - 0,2 w 0,1 (j)

]- 0,2 (j) (1 - 0,2 w) 0,02 {j)2 - 0,3 w + 1 .

Daraus ergibt sich für (j) = I der Spektralradius des Einzelschrittverfah-

rens zu (! (LI) = 0,893< e (B). Für w. ~ erhält man (! (L;o ) = O,55().
Für den Spektralradius des Iterationsverfahrens (d) erhält man in diesem
Beispiel (! (Ls)) = 0,333.

Bemerkung 2. Nach einem Satz von KAHAN kann das Relaxations-
verfahren nur für 0 < w < 2 konvergieren, falls D = 0 ist. Der bewiesene
Satz zeigt. daß dies im Falle D =*= 0 nicht richti g ist. da _1 '-"~"'-

l' . - UUll )--
größer als 2 werden kann. i H

Bemerk'ung 3. Geht in Satz 3 min bii -0;.0, so erhält man die Aussage,
i

daß das allgemeine Relaxatiollsverfahren (c) für 0< (()< 1 konvergiert.
Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit ist für diese Werle von (I)
nicht größer als die des Einzelschrittverfahrens. Im Spezialfall D = 0
wurde diese Aussage bereits in [3] für den irreduziblen Fall bewiesen.

Bemerkung 4. Es sei darauf hingewiesen, daß das in Satz 3 angegebene

Konvergenzintervall 0 < (j) ~ -Y-=' ~.~ '- nicht den absolut besten
i

18-
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Relaxationsfaktor Wb enthalten muß. So ist z. B. im obigen Beispiel fUr

(I) = 5 > 1: = -T - ~;T> h., der Spektralradius Q(Lw) sogar gleich Null.
i

Es ist, wie oben gezeigt, I - Q + Q D = O. Damit lautet das Itera-
tionsverfahren (d)

(1- Q L) x(mH): = Q R x(m) + Q b.

Dies kann jedoch aufgefaßt werden als GAUSS-SEIDEL-Verfahren zur
Matrix jj = L + ii, wobei L bzw. ii strenge untere bzw. obere Dreiecks-
matrizen sind: L: = Q L und R: = Q R. -

Offensichtlich ist B ~ 0, und nach einem Satz von STEIN und ROSEN-

BERG folgt dann aus Q ((I - L)-1 ii) < 1 auch Q (B) < 1, d. h. das
JAKoBI-Verfahren mit der Matrix jj ist ebenfalls konvergent. Man kann

nun noch zum zur Matrix B gehörigen Relaxationsverfahren übergehen
und erhält dadurch eventuell eine weitere Verbesserung der asympto-
tischen Konvergenzgeschwindigkeit. - In unserem Beispiel ergibt sich

für_den optimalen Relaxationsfaktor Wb= {- (3 - V2) der Spektralradius
(! (L(iJb) = 0,216.

Es sei jetzt allgemeiner D ~ 0, D * 0 vorausgesetzt. Dann gilt fol-
gender

Satz 4. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

x = B x + b,

mit B = L + D + R ~ 0, D * 0 und Q(B) < 1.

Dann konvergiert das Iterationsverfahren

(d) (I - Q L) x(m+1) := [l - Q + Q (D + R)] x(m) + Q b,

wobei

{

o

Q: = (Wij) mit Wij: = !_-----
1 - bii

i*j

~=J

a.symptotisch 'mindestens ebensogut wie das zur l11atrix B gehörige Einzcl-
8chrittverfahren, ist B irreduzibel, so konvergiert es a.symptotisch besser.

Bewc-is.

Der Beweis ergibt sich ähnlich wie Behauptung (4.) von Satz 3.
Um die bisherigen Ergebnisse auf allgemeinere Matrizen zu übertragen,

geben wir die

Definition 3. Eine nichtnegative Matrix P = 0 heißt Majorante der
Matrix einer Zerlegung A = M - N, wenn gilt I M-l N I ~ P (siehe [2]).
Es gilt der
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Satz 5. Eine reguläre Zerlegung ist konvergent, wenn ihre .ilfa.trix eine
konvergente Majorante besitzt (siehe [2]).

Damit beweisen wir den

Satz 6. Es sei das lineare Gleichungssystem

x = Bx + b

mit e ( I BI) < 1 gegeben. Es sei B = L + D + R, D > 0, L + R kom-
plex.

Dann konvergiert das zur Matrix B gehörige Relaxationsverfahren

(c) (I - w L) x(m+1): = [(1 - w) 1 + w (D + R)] x(m) + w b
I

j
.. 0 <
ur < w = I - n. 7

i

Beweis.

Wir betrachten die beiden Matrizen A: = 1 - iB i und A = 1 - B
I ,

sowie deren Zerlegungen

(EI) A = MI - NI mit MI = ~ (1 - wiLl) und NI =

= ~ [(1 - w) I + w (D + IR!)],

(E2)A = M2 - N2 mit M2 = ~ (1 - w L) und N2 =w

I ,
= - [(I - w) 1 -j- (;)(D + R)].w

Nach Voraussetzung ist e ( , BI) < 1 und damit nach Lemma 1
0 ~ I bii i= bii < 1, i = 1 (1) n. Nach Satz 3 konvergiert dann auch das

zur Matrix I B I gehörige Relaxationsverfahren für 0 < w ~ I - ~
dessen Matrix gleich der Matrix der Zerlegung (EI) ist. i

Es ist Jf21 = w (1 + w L + . . . + (w L)n-l), also die Zerlegung (E2)

regulär. Weiter ist IM2I1 ~ Mi1 und damit

0 ~ IM21N21= MiII(l- w)1 + w (D + R)! =

= M:i? [(1 - w) I + w (D + IRI) = Mi1N1,

da nach Voraussetzung D reell und positiv. D. h. die Matrix JfiI NI
ist eine konvergente Majorante fiir die Relaxationsmatrix zur Matrix B.
Daraus folgt nach Satz 5 die Behauptung.

Satz 7. Es sei das lineare Gleichungssystem

x=Bx+b

mit e ( I BI) < 1 gegeben. B komplex.

Dann konvergiert auch das Iterationsverfahren
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(d) (1 - n L) :r(m+-l):= [I - .Q+ .Q (D + R)] X(m) + !2 b.

Bell'eis.

\Vir betrachten die Zerlegung der Matrix A: = 1 - iB I = JJ12'- N 2

mit J12 = Q21 (I - Q2 ! L j) und N 2 = .Q21 [I - Q2 + Q2 ( I D j + I R i)] =

f
0 i-4=,j

R ; b . n - ( (2)' . (2) -
- !, wo el ~"'2 - Wij) mIt (J)~j - '

l
--~-

,
m i = J

"

1- Ibu I .
Da (! (IBI) < 1 ist (I -I B /)-1 ;S O. Aus (!(! Bi) < 1 folgt weiter

Ibn<: 1, i = 1 (l)n (Lemma 1). Also ist Q2;S 0; daraus folgt

i1l/21 = [.Q21 (1 - Q2 L)-1 =
= (1 + Q21Lj + ... (Q2 L)n-l) Q2 ;S 0,

d. h. die Zerlegung ist regulär und da iR!;S 0 auch positiv. Nach Satz 1
folgt f} (llI'21 N 2) < l.

'ViI' betrachten weiter die Zerlegung von A = 1 - B = JJl1- N 1 mit

3fl = QIl (I - Ql L) und NI = Qil (I - Ql + Ql (D + R)) = R; wo-

r
0 i-4=j

b . 0 (
(1»

)
,' (1)

'Cl --1 = (J)ij mIt Wij =1,~
l I - bii

1. =,)

Da Ji1l existiert, ist die Zerlegung regulär. \Veiter ist

iivIIl i= ! [DIl (I - Dl L)]-ll = I (I - Dl L)--l Ql i ~
~j(l-QlL)-li' iDli~(I+iQll'ILI+...IQlln-l!Lin-1). !{Jli~

~ (I - Q2!LI)-l = M2,

I
'

b
' '

b . .c l
1 1 D .

1 bca aus 11 - ii i s; 1 - i ii i .10 gt -!l
---

b":-:,
--

I' ~- l--'-i" b
-

,
'~-:-

, I' . amIt 1<1en
- . ' - H-! u 1

wir 0 ~ I iM]? NI! ~ 111'21N 2, d. h. die Matrix M'21 N 2 ist konvergente
Majorante von l1-f1?}y\. Nach Satz 5 folgt damit die Behauptung.

FÜr D = 0 ist Q = 1. Dann ist das Iterationsverfahren (d) mit dem
GAUSS-SEIDEL-Verfahren identisch, Aus Satz 7 ergibt sich daher flil'
D= 0:

liorollar 1. Konvergiert das JAKoBI-Verfahren und ist (! (IB!) < 1,
so konvergiert auch das zugehörige GAUSS-SEIDEL-Verfahren.

}iorollar 2. Ist zusätzlich B nichtnegativ, so folgt aus der Konvergenz
des JAKoBI-Verfahrens die Konvergenz des GAUSS-SEIDEL-Verfahrens.

Korollar 2 enthält einen Teil der Aussagen des Satzes von STEIN und
ROSEN BERG.

Bemerkung 6. Ersetzt man in Satz 7 die VOJ:aussetzung (! ( !Bi) < I
durch e (B) < 1, so bleibt die Behauptung nicht richtig. Dafür lasser
sich leicht Beispiele angebeIl.



Über die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit 267

Literatur

[IJ ApOSTOLATOS,N., und U. KULIScn: Über die Konvergenz des Relaxationsver-
fahrens bei nichtnegativen und diagonaldominanten Matrizen. Comp. 2, 1, 17
(1967).

[2J KULISCH, U.: Über positive Zerlegungen von Matrizen. (Erscheint in der Zeit-
schrift Numerische Mathematik).

C3J VARGA, R. S.: Matrix Iterative Analysis. Englewood Cliffs, N..J.: Prentice-Hall,
Inc. Series in Automatie Computation 1963.

RechenzelLtrum
G. Ale/eid

und Institut für Angew(~n<lte j"),Ia.themat-ik
der Universität Karlsruhe

D-75 Karlsruhe
BundesrepuUik Deutschktnd


