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Uber die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit
des allgemeinen Relaxationsverfahrens
bei nichtnegativen Matrizen'

Von

G. Alefeld, Karlsruhe
(Eingegangen am 22. Januar 1968)

Zusammenfassung. In der folgenden Arbeit wird zunéchst (Satz 3) ein Kon-
vergenzintervall fir das Relaxationsverfahren bei einer nichtnegativen Gesamt-
schrittmatrix mit positiven Diagonalelementen angegeben. Auflerdem wird die asym-
ptotische Konvergenzgeschwindigkeit des Relaxationsverfahrens mit der des Einzel-
schrittverfahrens verglichen, und der optimale Relaxationsfaktor in diesem Intervall
angegeben. Es wird ein weiteres Iterationsverfahren betrachtet, welches eine Ver-
besserung der asymptotischen Konvergenzgeschwindigkeit des Relaxationsverfahrens
liefern kann. Der Beweis dieser Aussagen beruht u. a. im wesentlichen auf Lemma 1,
welches besagt, daB bei einer nichtnegativen konvergenten Matrix die Diagonal-
glieder notwendig kleiner als Eins sind. — Die weiteren Sidtze enthalten dhnliche
Aussagen bei allgemeineren Matrizen.

Summary. At first, an interval of convergence is obtained for the relaxation
method with a non-negative JACoBI-matrix with positive diagonal elements (Theorem 3).
The asymptotic speed of convergence of the relaxation method is compared to that
of the “Einzelschrittverfahren” and the optimal relaxation factor in the interval
is given. A further iterative method is considered which may lead to an improved
asymptotic convergence speed of the relaxation method. The proof of the assertions
rests mainly on Lemma 1 which states that a non-negative convergent matrix has
diagonal elements smaller than 1. Further theorems contain similar assertions for
more general matrices.

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem
x= Bz +0b,
B = (bij)i 37.? =1 (1) n, b= (bi), z = (xi)’ 1 =1 (1) n,

mit der nichtsinguliren Matrix I — B (I bezeichnet die Einheitsmatrix).
Zerlegt man die Matrix B in B =L + D 4+ R mit

— — — _—

0 b11
bg1 0 0 bos 0

......... B 0

___bnl bnz bna .. bn,n—-l 0_ bnn

! Erweiterte Fassung eines auf der GAMM-Jahrestagung 1968 in Prag ge-
haltenen Kurzvortrages.
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10 b1z biz... b1

0 bas...b
\\ 23 2n
R= T

0 \ bn—l, n

so bezeichnet man bekanntlich die Itefationsvorschriften
a) xm+l): = (L + D + R)x™ + b als Gesamtschrittverfahren,
b) (I — L) zm+)): = (D + R) 2™ 4+ b als Einzelschrittverfahren,

) (I —wl)yzm): =[1—0)]+ oD+ R)]z™ + b als allge-
meines Relaxationsverfahren. Ist D = 0, so erhilt man die iiblicherweise
als JaAgoBi-Verfahren, Gauss-SEiDEL-Verfahren und Relaxationsverfahren
bezeichneten Iterationsvorschriften.

Definition 1. Gegeben sei eine nichtsingulire Matrix 4. Eine Zerlegung
4 =M — N von 4 heiit regulir, wenn M nichtsinguldr ist. Die Matrix
M-IN heilt Matrix der Zerlegung. Eine regulire Zerlegung heiBt kon-
vergent, wenn der Spektralradius ihrer Matrix kleiner als Eins ist.

Definition 2. Eine regulidre Zerlegung heiBt positiv, wenn M-1 > 0
und N > 0 ist.

Satz 1. Die Matrix M2 N einer positiven Zerlegung A = M — N ist
konvergent, wenn A-1 > 0 gilt. Siehe [3].

Satz 2. Es seien A = M; — Ny = My — N3 zwei positive Zerlegungen
von A und A1 > 0. Ist Ny — Ny nicht die Nullmatrizx und Na > N,
s0 gilt

o (M1l N;) <o (M1 Ng) < 1

Ist A1 > 0, so gilt anstelle des <-Zeichens das < -Zeichen. Siehe [2]. [3].

Lemma 1. Sei B=1L -+ D 4 R eine nichtnegative Matrix und
0(B)< 1. Dann gilt 0 <by < 1, i =1(1)n.

Beweis.

a) Sei B irreduzibel. Dann besitzt B einen positiven Eigenwert 2, der
gleich ihrem Spektralradius g (B) ist. Der zugehorige Eigenvektor z ist
ebenfalls positiv. Aus Bz = 4z folgt daher

i—1

n
E bij xj z bi; x;

L+bgg—]—%——=l:g(3)<.l.

g
Daraus folgt sofort ein Widerspruch, falls irgendein b;; > 1 ist.

b) Ist B reduzibel, so besitzt B einen nichtnegativen Eigenwert i > 0,
der gleich g (B) ist. Der zugehérige Eigenvektor z ist ebenfalls nicht-
negativ: z > 0. Ist 2 = o (B) = 0, so sind alle Eigenwerte gleich Null.
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Die Summe der Eigenwerte ist andererseits gleich der Spur der Matrix B.
d. h.

Y b= Y. dp=0:
i=1 i=1

Da die b;; nichtnegativ sind, folgt by;; = 0, 2 =1 (1) »n. Ist A = ¢ (B) > 0,
so folgt far diejenigen Indizes i,, fir die x;, > 0 wie im irreduziblen Fall
0 < b;4, < 1. Sei nun irgendeine Komponente von 2, namlich z;. gleich
Null. Sind in der I-ten Spalte der Matrix B alle Elemente auller b;; gleich
Null. so ist b;; Eigenwert von B, und daher 0 <by <o (B) < 1. (Ist
auch by = 0, so ist nichts zu zeigen.) Sei nun auBer b; noch mindestens
ein Element der Matrix B in der I-ten Spalte von Null verschieden. Dann

betrachten wir die Matrix E’, wobei B aus B entsteht, indem man in der
[-ten Spalte alle Elemente bis auf b;; zu Null setzt. Offensichtlich ist dann

u: = by ein Eigenwert von E’, und es gilt 0 < B < B. Daraus folgt
0(B) <o (B)< 1.Dag (B) = max ||, gilt auch by <o (B) <o (B)< L
Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Lemma 2. Ist B= L + D + R nichtnegativ und o (B) < 1, so ist
(I — Byl > 0. Ist B irreduzibel und D > 0, so gilt (/ — B)™1 > 0.

Beweis.
Da g (B) < 1, konvergiert die Reihe
I+ B+ B2+ ...

und ihr Wert ist gleich (I — B)~1. Da B > 0, sind alle Glieder der Reihe
nichtnegativ. Damit folgt der erste Teil der Behauptung. Ist B eine
irreduzible » X n-Matrix und D > 0, so gilt B?~1 > 0 und damit aufgrund
der Reihendarstellung (I — B)~1 > 0.

Satz 3. Es sei das lineare Gleichungssystem
r=Bx+bmit B=L+D+R>0,D>0 (I)
und o (B) < 1 gegeben. |
1. Dann konvergiert das zur Matriz B gehorige Relaxationsverfahren

(c) (I —oLl)yxm: =[(1 —w) I + oD+ R)Ja™ 4+ wb

T minte < o gegen die eindeutige Losung von (I).

fir 0 < w <

2. Die asymplotische Konvergenzgeschwindigkeit des Relaxationsverfah-

rens (c) wst fir 0 < o < 1 nicht besser als die des zur Matriz B gehorigen
1

Ewnzelschrittverfahrens, fir 1 < o < T " mmb,; Mindestens ebensogul
i = T

wee die des zur Matrixz B gehorigen Einzelschrittverfahrens. Ist die Matrix B
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irreduzibel, so komvergiert das Relaxationsverfahren fir 0 < w < 1 asym-
1

ptotisch schlechter, fir 1< o < asymptotisch besser als das

1 — mm bii
1

Einzelschrittverfahren.
3. Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des Relaxationsverfahrens
ist im angegebenen Bereich (neben anderen eventuell moglichen Werten von w)

am groften far o = ﬁ Ist die Mairiz B irreduzibel, so ist die

asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des Relaxationsverfahrens genau
f‘ﬁf 0= “1—111_—-1-[1_6: am grofiten.

4. Das Iterationsverfahren
(d) {—QL)amt): =[] — Q4+ QD+ R)Jzm + Qb,
wobe
0 ]
L= (a)g}') mit Wij = 1 N 3
Tt s
konvergiert asymptotisch mindestens ebensogul wie das Relaxationsverfahren (c)

Jir o =———=5—. Ist B irreduzibel, so konvergiert es asymplotisch

besser, falls nic}zt alle by; gleich sind.
Bewezs.
Aus p (B) < 1 folgt
I—Byl1=I+B+B2+...

d. h. das Gleichungssystem (I) besitzt eine eindeutige Losung. Wir be-
trachten jetzt die Zerlegung

#) A:=I—B=M—N mit
M:=-(I—wL) ud N:=— [l —) I + oD+ R).

Fir o > 0 ist
MA=w(l+woLl+...0"1L71) >0
und damit die Zerlegung (y) regulér.
Fiar 1 —w+ o - b;; >0, ¢ = 1 (1) n, also insbesondere fir 1 — w +
4+ w - mip bii > 0, ist N > 0 und damit die Zerlegung (y) positiv. Daraus
1

1 —II_liIlbﬁ '
i

folgt, da nach Lemma 1 alle b;; < 1 sind, 0 < @ <

Computing 3/4 18



262 G. ALEFELD:

Nach Lemma 2 ist (I — B)~1 > 0. Daraus folgt nach Satz 1
o(MAN)=o (I —wL)l[(l—w)l+o@+R)<1

N
1 — l’l:lin bii
Wir betrachten jetzt die Zerlegung (y) fir zwei verschiedene Werte
1
1 — Il_'lin bi; -~
]

(y21) A=1—B= My, — No, mit

L (I—wyL) wnd Ny, = —— [ — 1) I + o1 (D + R)].

Wy W,

fir 0 < 0 < . Damit ist (I.) gezeigt.

w; und we, 0 < w1 < W2 <

Mo, =

(}"Z) f_{ = J — B = jk{mﬂ —_— Nw2 mit

1
s

Ho, = — (I — wz L) und Nap = - [(1 — 02) I + w2 (D + R)].

et

— 1—
=

Es ist

22 fir w3 < wz und damit No, > N,

] == Vg
5 Dy, = W

2
1 Wy =

nicht die Nullmatrix. Daraus folgt nach Satz 2
e (ME; Nwz) <0 (Mai le) < 1

d. h. der Spektralradius ¢ (Lp) ist im Intervall 0 < o <5 !

— min by;

]
eine monoton fallende Funktion von w. Ist B irreduzibel, so gilt das
strenge < -Zeichen, d. h. o (Ly) ist streng monoton fallend. Aus diesen
Feststellungen und der Tatsache, daB8 das Relaxationsverfahren fir
o =1 in das Einzelschrittverfahren tbergeht, folgen die Aussagen der
Behauptungen (2.) und (3.).
Neben der Zerlegung (y) betrachten wir die Zerlegung

() A=1—B=M;— Ny mit
M =01I—QL)yuwnd Ny =0 [I— Q2+ 2(D + R)].

Nach Lemma 1 sind alle b;; << 1, ¢ = 1 (1) n. Also ist 2 > 0 und damit
Q-1 > 0. Daraus folgt |
Mil=[Q1(I—QL)'=(I—QL)1Q2=
s (Pt O T3, . 4 (@012 =0
Offensichtlich ist mit der obigen Wahl von Q I — 2 4 QD = 0 (Nuli-
matrix), und damit N; = R > 0, d. h. die Zerlegung (d) ist reguldr und
positiv. AuBerdem ist N > N; und N — N nicht die Nullmatrix. falls
nicht alle b;; gleich sind. Daraus folgt nach Satz 2
e(MPIN) =0 (I - QL)L -2+ 2D+ R)])) <o(MIN) =
=o(({—wl)t[l—-w)l+wo((D+ R))<L
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Ist B irreduzibel, so gilt in der letzten Ungleichung das strenge << -Zeichen.
Sind jedoch alle by; gleich, so sind beide Zerlegungen identisch und damit
beide Iterationsvorschriften gleich. Damit ist dieser Satz bewiesen.

Bemerkung 1. Es ist bekannt, dafl fir eine nichtnegative Matrix B
i = i 2
mit o (B) < 1 das Relaxationsverfahren (c¢) fir 0 < w < TR

1

1 — min b
t

<

konvergiert. Es gibt offensichtlich Beispiele, fiir die 5 +Zg By

ist. Da nach dem eben bewiesenen Satz die asymptotische Konvergenz-

3 e 1 = : s :
geschwindigkeit fir o = +———=—— am grofiten ist. kann man in diesen
1— min bii

i
Fillen fur diesen Wert von w eine Verbesserung der asymptotischen Kon-
vergenzgeschwindigkeit gegeniiber einem Wert von « aus dem Intervall

< w< i —Jr——i;(—g,}— erwarten, insbesondere falls B irreduzibel ist. AuBler-

dem ist p (B) im allgemeinen nicht bekannt und kann nur durch eine
Norm (im allgemeinen zu grol3) abgeschitzt werden. Wir erlautern dies
an einem Beispiel:

; 0,8 0,1 3 .
Es sei B = [0’2 0'7]. Es ist D >0, o (B) = 0.9; auBlerdem ist B
. _ ) 2 e
irreduzibel. Weiter ist -g-= Tl <1 —"1:_1?;1”6; = 139‘. Fuar die

i
Matrix L, des Relaxationsverfahrens erhilt man

11 —-02w 0,lw
T 1020(1 —02w) 0,020 — 03w+ 1)
Daraus ergibt sich fiir @ = 1 der Spektralradius des Einzelschrittverfah-

rens zu o (L) = 0,893 < p (B). Fir v = —130— erhdlt man o (L” ] = 0.556.

Fir den Spektralradius des Iterationsverfahrens (d) erhilt man in diesem
Beispiel ¢ (L,) = 0,333.

Bemerkung 2. Nach einem Satz von Kama~x kann das Relaxations-
verfahren nur fir 0 < w < 2 konvergieren, falls D = 0 ist. Der bewiesene

Satz zeigt, daBl dies im Falle D) + 0 nicht richtig ist, da _i"':i}i'i'niT
groBer als 2 werden kann. P

Bemerkung 3. Geht in Satz 3 min b; — 0, so erhélt man die Aussage,

daB das allgemeine Relaxationsverfahren (c¢) fir 0 < w < 1 konvergiert.
Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit ist far diese Werte von o
nicht grofler als die des Einzelschrittverfahrens. Im Spezialfall D = 0
wurde diese Aussage bereits in [3] fur den irreduziblen Fall bewiesen.

Bemerkung 4. Es sei darauf hingewiesen, daf das in Satz 3 angegebene

Konvergenzintervall 0 < o < T s, Wcht den absolut besten

1:

[
5
L
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Relaxationsfaktor wp enthalten muB. So ist z. B. im obigen Beispiel fur

w=2>5> *lgi =y der Spektralradius ¢ (L») sogar gleich Null.

*

Es ist, wie oben gezeigt, I — Q 4+ 2 D = 0. Damit lautet das Itera-
tionsverfahren (d)

(I — QL)xm: = Q Ram + Qb.

Dies kann jedoch aufgefaBt werden als GAuss-SEIDEL-Verfahren zur
Matrix B = L + R, wobei L bzw. B strenge untere bzw. obere Dreiecks-
matrizen sind: L: = 2 L und R: = Q R.

Offensichtlich ist B = 0, und nach einem Satz von STEIN und ROSEX-
BEre folgt dann aus o ((/ —L)y1R)< 1 auch 0(B)< 1, d. h. das
JakoBr-Verfahren mit der Matrix B ist ebenfalls konvergent. Man kann

nun noch zum zur Matrix B gehérigen Relaxationsverfahren iibergehen
und erhilt dadurch eventuell eine weitere Verbesserung der asympto-
tischen Konvergenzgeschwindigkeit. — In unserem Beispiel ergibt sich

fir den optimalen Relaxationsfaktor wp = ? (3 — Vé_) der Spektralradius
0 {Eab) = (),216.

Es sei jetzt allgemeiner D = 0, D + 0 vorausgesetzt. Dann gilt fol-
gender

Satz 4. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
x= Bz + b,
mit B=L+D+4+ R=20,D +0und ¢p(B)< L

Dann konvergiert das Iterationsverfahren
(d) (I — QL)yzmtD) :=[I — 2 + Q(D + R)]xm |- Qb,
wober
0 1 %]
Q: = (wi5) mit wij: = 1 _
asymptotisch mindestens ebensogut wie das zur Matrix B gehorige Einzel-
schrittverfahren, ist B irreduzibel, so konvergiert es asymptotisch besser.

Beweis.
Der Beweis ergibt sich dhnlich wie Behauptung (4.) von Satz 3.

Um die bisherigen Ergebnisse auf allgemeinere Matrizen zu iibertragen,
geben wir die

Definition 3. Eine nichtnegative Matrix P = 0 heilt Majorante der
Matrix einer Zerlegung 4 = M — N, wenn gilt |[M-1 N| < P (siehe [2]).
Es gilt der
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Satz 5. Eine requlire Zerlegung ist konvergent, wenn ihre Matrixz eine
konvergente Majorante besitzi (siehe [2]).

Damit beweisen wir den
Satz 6. Es sei das lineare Gleichungssystem
r=Bzx+b
mit o (| B|) < 1 gegeben. Es sei B=L+ D+ R, D >0, L + R kom-
plex.
Dann konvergiert das zur Matrix B gehorige Relaxationsverfahren
(¢) I —owL)yam): =[(1 —-w)]+ oD+ R)]z™ + wb
1

— min bfi !
[

fir 0 < o = 5

Bewezs.

Wir betrachten die beiden Matrizen A: = I —|{Bi und 4 =1— B
sowie deren Zerlegungen

(1) 4 = My — Ny mit My = — (I — o|L]) und Ny =
1,
(82) :1:11[2—-1\72 mit Mzz*}i—(l—ml—/) und N2=

=~ [(l—w)I+oD+R)].

Nach Voraussetzung ist o (|B|)< 1 und damit nach Lemma 1
< |bs|=bs < 1, 1 = 1 (1) n. Nach Satz 3 konvergiert dann auch das

zur Matrix ]BI gehorige Relaxationsverfahren fir 0 < w < — G Ty I;n 9

dessen Matrix gleich der Matrix der Zerlegung (e;) ist.
Esist Mol=w(I+ oL+ ...+ (0 L)1), also die Zerlegung (e3)
reguldr. Weiter ist [My1| < M1 und damit

0 < |Mz1Naj= M7'|(1 — )]+ o (D + R)| =
= M7 [(1 — )1 + o (D +|R|) = M7 N,

da nach Voraussetzung D reell und positiv. D. h. die Matrix M71 N
1st eine konvergente Majorante fir die Relaxationsmatrix zur Matrix B.
Daraus folgt nach Satz 5 die Behauptung.

Satz 7. Es sei das lineare Gleichungssystem
r=Bx<+b
‘mit g (|B]) < 1 gegeben. B komplex.

Dann konvergiert auch das Ilerationsverfahren



266 G. ALEFELD:

() (I —QLyzm): =[] — Q+ Q(D + R)]am + Qb.

Beweis.

Wir betrachten die Zerlegung der Matrix A: = I — |B| = M5 — N3

mit 3[2: .Qé—l (I-——QQ'L%) und ﬂy-g = Qé—l [I — Qg+ Qz (|D| -+ iRi)] =
[ 0 i+

= R|, wobei 25 = (w{f’) mit off =, S
T—(ba| "7

Da p(iBj)< 1 ist (I —|B|)12=0. Aus g (|B|) < 1 folgt weiter

ibiit <1, i =1()n (Lemma 1). Also ist 23 = 0; daraus folgt
M= [Q31 (] — QL)1 =
— (I + | L]+ ... (22 L)1) 25 2 0,
d. h. die Zerlegung ist regulir und da |R| = 0 auch positiv. Nach Satz !
folgt o (M5! Nj) < 1.

Wir betrachten weiter die Zerlegung von 4 = | — B = M; — N mit
;?1[] — Ql_l (I = .Ql L) und JE\"TI — .QI}“ (1( = .Q]_ -+ .Ql (.D - R)) e R WO-
[ 0 1 #j
bei Q) = ({;)é})) mit wg) = . 3

l'_ITbI{ t=J

Da M1 existiert, ist die Zerlegung regulir. Weiter ist
I - D=~ Q1 Lyt &) =

(I 4|21 - |L|+...|@u|» LY. 2] =
< ([ — QL)) = My,

a3 —jLey
<L — QL)Y - |2y

—

IIA

: . T 1 1 _
da aus |1 — byj= 1 — by| folgt y g g BT Damit haben

wir 0 <!M71N;| 2 M3 Ng, d.h. die Matrix M3l Ny ist konvergente
Majorante von M1 N;. Nach Satz 5 folgt damit die Behauptung.

Fir D = 0 ist 2 = I. Dann ist das Iterationsverfahren (d) mit dem
Gavss-SeipEL-Verfahren identisch. Aus Satz 7 ergibt sich daher fir
D= 0:

Korollar 1. Konvergiert das Jakosi-Verfahren und ist o (| B]) < 1,
so konvergiert auch das zugehorige GAUSS-SEIDEL-Verfahren.

Korollar 2. Ist zusitzlich B nichtnegativ, so folgt aus der Konvergenz
des Jaxosr-Verfahrens die Konvergenz des GAUsS-SEIDEL-Verfahrens.
Korollar 2 enthélt einen Teil der Aussagen des Satzes von STEIN und

RoOSENBERG.

Bemerkung 5. Ersetzt man in Satz 7 die Voraussetzung o (|B]) < 1
durch o (B) < 1, so bleibt die Behauptung nicht richtig. Dafiir lasser
sich leicht Beispiele angeben.
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