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Was ist exponentielle Stabilitat?

u Beispiel: Betrachte auf L?(0,1) das 1-d Randwertproblem

2w(x, t) — Rw(x, t) + 1(,p) (x)0ew(x, t) =0 auf (0,1) x (0, 00),
(W) <w(0,t) =w(l,t)=0 fur t > 0,
w(x,0) = wo, Orw(x,0) = wq fur x € (0,1),
mit0<a<b<1 w e H?(0,1)NH0,1) und wy € H3(0,1).
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Was ist exponentielle Stabilitat?

u Beispiel: Betrachte auf L?(0,1) das 1-d Randwertproblem
2w(x, t) — Rw(x, t) + 1(,p) (x)0ew(x, t) =0 auf (0,1) x (0, 00),
(W) Sw(0,t) =w(l,t)=0 fur t > 0,
w(x,0) = wo, Orw(x,0) = wq fur x € (0,1),
mit0<a<b<1 w e H?(0,1)NH0,1) und wy € H3(0,1).
a Das RWP ist exponentiell stabil, d.h. 3 C, a > 0 mit
(1) 0w, )2+ Iw (- 6) 13 < Cem (Jlwallf + llwoll3)
Yt >0, wo € H?(0,1) N HE(0,1), wy € H}(0,1).
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Was ist exponentielle Stabilitat?

u Beispiel: Betrachte auf L?(0,1) das 1-d Randwertproblem
2w(x, t) —Rw(x, t) + 1(,p)(x)0ew(x, t) =0 auf (0,1) x (0, 00),
(W) Sw(0,t) =w(l,t)=0 fur t >0,
w(x,0) = w, drw(x,0) = wq fir x € (0,1),
mit0<a<b<1l w e H?>(0,1)NH0,1) und wy € H3(0,1).
a Das RWP ist exponentiell stabil, d.h. 3 C, a > 0 mit
(1) 0w )+ Iw (- 6) 13 < Cem (Jlwallf + llwoll3)
vt >0, wo € H?(0,1) N HE(0,1), wy € H}(0,1).

m Diskretisiere (W) raumlich mit finiten Differenzen ~» Approximation wj,.
w Problem: wj, erfiillt (1) nicht gleichmaBig.

1Tébou, Zuazua 2003.
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Was ist exponentielle Stabilitat?

u Beispiel: Betrachte auf L?(0,1) das 1-d Randwertproblem
2w(x, t) — 2w(x,t) + 1,p) (x)0ew(x, t) =0 auf (0,1) x (0, c0),
(W) ¢w(0,t) =w(l,t)=0 fur t > 0,
w(x,0) = wo, Orw(x,0) = wmy fur x € (0,1),
mit0<a<b<1, w € H?>0,1)NHE0,1) und wy € H}(0,1).
a Das RWP ist exponentiell stabil, d.h. 3 C, « > 0 mit
(1) Noew( )F + Iwl- )12 < o™ (w2 + Iwoll3s)
vt >0, wo € H?(0,1) N HE(0,1), wy € H}(0,1).

m Diskretisiere (W) raumlich mit finiten Differenzen ~» Approximation wj,.
w Problem: wj, erfiillt (1) nicht gleichmaBig.!

® Ahnliche Effekte treten fiir Zeitdiskretisierungen auf.2

1Tébou, Zuazua 2003.
ZZhang, Zheng, Zuazua 2009.
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Exponentiell stabile Maxwell-Gleichungen

m Betrachte lineare isotrope Maxwell-Gleichungen auf @ = (0,1)3

O:E = %curlH in Q x [0, c0), E—
O:H = —%curlE in Q@ x [0, ), < B
div(uH) =0 in Q x [0, 00),
Exv=0, uH-v =20 auf 9Q x [0, ), H
E(O) == Eo, H(O) == Ho in Q

m E(x,t) € R3 bezeichnet das elektrische Feld, H(x, t) € R3 das

magnetische Feld.
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Exponentiell stabile Maxwell-Gleichungen

m Betrachte lineare isotrope Maxwell-Gleichungen auf @ = (0,1)3

O0:E = %CUI‘IH -2E in Q x [0, c0), — ]
9tH = —LowlE in Q% [0, 00), Q B
div(uH) =0 in Q x [0, 00),
Exv=0, uH-v =0 auf 9Q x [0, ), H
E(O) == Eo, H(O) == Ho in Q

m E(x,t) € R3 bezeichnet das elektrische Feld, H(x, t) € R3 das

magnetische Feld.
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Exponentiell stabile Maxwell-Gleichungen

= Betrachte lineare isotrope Maxwell-Gleichungen auf Q = (0, 1)3

O:E = %curlH - 2%E in Q x [0, 00), —
. Q
OtH = —LcurlE in Q x [0,00), >
NG ! N
div(uH) =0 in Q x [0,00) v
Exv=0, uH- v =0 auf 9Q x [0, o), H
E(O) = Eo, H(O) =Hp in Q.

m E(x,t) € R3 bezeichnet das elektrische Feld, H(x, t) € R® das
magnetische Feld.

m Anfangswerte: (Eg, Ho) € Ho(curl, Q) x H(curl, @), wobei
H(curl, Q) := {H € L?(Q)% | curlH € L?(Q)%}
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Exponentiell stabile Maxwell-Gleichungen

= Betrachte lineare isotrope Maxwell-Gleichungen auf Q = (0, 1)3

O:E = %curlH - 2%E in Q x [0, 00), —
. Q
OtH = —LcurlE in Q x [0,00), >
NG ! N
div(uH) =0 in Q x [0,00) v
Exv=0, uH- v =0 auf 9Q x [0, o), H
E(O) = Eo, H(O) =Hp in Q.

m E(x,t) € R3 bezeichnet das elektrische Feld, H(x, t) € R® das
magnetische Feld.

m Anfangswerte: (Eg, Ho) € Hop(curl, Q) x H(curl, Q) mit
div(eEg) € L2(Q), div(uHg) =0in Q, puHg-v =0 auf 9Q.
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Exponentiell stabile Maxwell-Gleichungen

= Betrachte lineare isotrope Maxwell-Gleichungen auf Q = (0, 1)3

O:E = %curlH - 2%E in Q x [0, 00), —
. Q
OtH = —LcurlE in Q x [0,00), >
NG ! N
div(uH) =0 in Q x [0,00) v
Exv=0, uH- v =0 auf 9Q x [0, o), H
E(O) = Eo, H(O) =Hp in Q.

m E(x,t) € R3 bezeichnet das elektrische Feld, H(x, t) € R® das
magnetische Feld.
m Anfangswerte: (Eg, Ho) € Hop(curl, Q) x H(curl, Q) mit
div(eEp) € L2(Q), div(uHo) =0in Q, puHo-v =0 auf 9Q.
» Regularitat: £,0 € W1°(Q), p € W1>°(Q)n W23(Q) mit
e, u,0>9>0.
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Exponentiell stabile Maxwell-Gleichungen ﬂ(IT

a Das Maxwell-System ist exponentiell stabil, d.h. die Energie
1
S1(B)) =5 [ COIEGOR + u() G P

erflllt mit gleichm&Bigen Konstanten C, 3 > 0

o el e (). o
fiir alle Anfangsdaten (Eg, Hg).3

3Eller 2018 (Preprint). Siehe auch Nicaise, Pignotti 2005; Phung 2000.
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Exponentiell stabile Maxwell-Gleichungen ﬂ(IT

a Das Maxwell-System ist exponentiell stabil, d.h. die Energie
F1(B) =5 [ cOIECIR + () MG P ax
erflllt mit gleichm&Bigen Konstanten C, 3 > 0
@) fl(ad)] s el ()] e=0
fiir alle Anfangsdaten (Eg, Hg).3

m Wesentlich fiir (2) ist eine Beobachtungsungleichung im ungedampften
Fall (¢ =0): 3G > 0 mit

sl(R)] < Co/02/Q|E(x, £)|2 dx dt

fiir alle Anfangsdaten (Eg, Ho) des ungedampften Systems (o = 0).3

3Eller 2018 (Preprint). Siehe auch Nicaise, Pignotti 2005; Phung 2000.
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Exponentiell stabile Maxwell-Gleichungen ﬂ(IT

a Das Maxwell-System ist exponentiell stabil, d.h. die Energie
F1(B) =5 [ cOIECIR + () MG P ax
erflllt mit gleichm&Bigen Konstanten C, 3 > 0
@) fl(ad)] s el ()] e=0
fiir alle Anfangsdaten (Eg, Hg).3

m Diskretisiere das Maxwell-System in der Zeit mit einem ADI-Verfahren
(siehe unten) ~» zeitlich diskrete Approximationen (Ej, Hp).

w Problem: div(uHj)#0 ~+ (2) scheint nicht gleichmaBig zu gelten.

3Eller 2018 (Preprint). Siehe auch Nicaise, Pignotti 2005; Phung 2000.
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Einfiihrung: ADI-Verfahren fiir ﬂ(IT
Maxwell-Gleichungen

m Alternating direction implicit (ADI) Verfahren sind effiziente
Zeitintegratoren fiir Maxwell-Gleichungen auf Quadern.

m ldee: Spalte das System in entkoppelnde Teile ~ 16se nur
1-d Probleme implizit.

m Stabilitdt: Implizite Teile machen das Verfahren stabil. :“
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Einfiihrung: ADI-Verfahren fiir ﬂ(l'l‘
Maxwell-Gleichungen

m Alternating direction implicit (ADI) Verfahren sind effiziente
Zeitintegratoren fiir Maxwell-Gleichungen auf Quadern.

m ldee: Spalte das System in entkoppelnde Teile ~ 16se nur
1-d Probleme implizit.

m Stabilitdt: Implizite Teile machen das Verfahren stabil. :“

m Es gibt viele Varianten von ADI-Verfahren, z.B. Energie-erhaltende.*

4Chen, Li, Liang 2010.
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Einfiihrung: ADI-Verfahren fiir ﬂ(IT
Maxwell-Gleichungen

0 —03 O
a 1. Schritt: Teile curl = ( 83 0 81> incurl = G; — G mit
-0y 01 O
92
00 & 08; 0 9500
G:=(a00 ], G:=(000a ~ CQG=|00d0
0 81 0 dg 00 00 ()%
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Einfiihrung: ADI-Verfahren fiir ﬂ(IT

Maxwell-Gleichungen
. . 0 =03 97 \ | _
a 1. Schritt: Teilecurl=( 95 0 -8; | incurl = (7 — G mit
—% 8, 0
00 8 03850 950 0
G:=(a00 ], G:=(000a ~ CGQG=|(000 |.

m 2. Schritt: Splitte den Maxwell-Operator

1 1 1
< —1% 6C111‘1> _ (—120-€I €C]_> + (-0‘; —€C2> .
—ﬁcurl 0 ECQ 0 _ﬁC]‘ 0
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Einfiihrung: ADI-Verfahren fiir ﬂ(l'l‘
Maxwell-Gleichungen

0 —03 O
a 1. Schritt: Teile curl = ( 83 0 81> incurl = G; — G mit
-0y 01 O
00 8 03850 950 0
G:=(a00 ], G:=(000a ~ CGQG=|(000 |.

m 2. Schritt: Splitte den Maxwell-Operator

(—1‘; icuﬂ):<—lzi icl>+<—z —é@),
—ﬁcurl 0 ECQ 0 _ﬁC]‘ 0

a 3. Schritt: Integriere beide Teile getrennt. Verwende dazu im Folgenden
die Mittelpunktsregel.®

5Chen, Li, Liang 2010.
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Einfiihrung: ADI-Verfahren fiir ﬂ(l'l‘
Maxwell-Gleichungen

a 2. Schritt: Teile den Maxwell-Operator auf

el 1 o 1 el 1
—Ecurl 0 ECQ 0 —EC]_ 0

=:A =:B

m 3. Schritt: Integriere beide Teile getrennt. Verwende dazu im Folgenden
die Mittelpunktsregel.®

5Chen, Li, Liang 2010.
SEilinghoff, Jahnke, Schnaubelt 2018 (Preprint).
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Einfiihrung: ADI-Verfahren fiir
Maxwell-Gleichungen

a 2. Schritt: Teile den Maxwell-Operator auf

el 1 o 1 el 1
( _lgl ECurl) _ <125I €C1> + <—€ _€C2>
—Ecurl 0 ﬁ 2 0 —EC]_ 0

=:A =:B

m 3. Schritt: Integriere beide Teile getrennt. Verwende dazu im Folgenden
die Mittelpunktsregel.®

m Beispiele: Setze (52) = (E'g) und 7 > 0. Approximiere (E((n+1)T)
durch
n+1 T T — T T A\ — n

(E3) = (+35B)(1=5B) 1+ 3A) (1-3A) 7 (Fh)  oder

Hn+1

(E) = (A=A T (+3B)(-38) 1+ FA) 1—54) () ¢

Hnt+1

5Chen, Li, Liang 2010.
SEilinghoff, Jahnke, Schnaubelt 2018 (Preprint).
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Struktur A“(IT

institut f Technologie.

Ziel: Modifiziertes ADI-Verfahren mit den folgenden Eigenschaften:
m Das Verfahren liefert gleichmaBig exponentiell stabile Approximationen.
m Der Aufwand ist dhnlich wie bei anderen ADI-Verfahren.

a Das modifizierte Verfahren konvergiert mit der gleichen Ordnung wie das
urspriingliche ADI-Verfahren.
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Struktur A“(IT

Ziel: Modifiziertes ADI-Verfahren mit den folgenden Eigenschaften:
m Das Verfahren liefert gleichmaBig exponentiell stabile Approximationen.
m Der Aufwand ist dhnlich wie bei anderen ADI-Verfahren.

a Das modifizierte Verfahren konvergiert mit der gleichen Ordnung wie das
urspriingliche ADI-Verfahren.

Basis-Verfahren: Ein Energie-erhaltendes ADI-Verfahren der Ordnung 1.
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Struktur A“(IT

institut f Technologie.

Ziel: Modifiziertes ADI-Verfahren mit den folgenden Eigenschaften:
m Das Verfahren liefert gleichmaBig exponentiell stabile Approximationen.
m Der Aufwand ist dhnlich wie bei anderen ADI-Verfahren.

a Das modifizierte Verfahren konvergiert mit der gleichen Ordnung wie das
urspriingliche ADI-Verfahren.

Basis-Verfahren: Ein Energie-erhaltendes ADI-Verfahren der Ordnung 1.

Wichtigstes Hilfsmittel: Kiinstlich hinzugefiigte viskose Dampfung.® 7 8

5Tébou, Zuazua 2003, 2007. (1d Wellengleichung)
"Ramdani, Takahashi, Tucsnak 2007. (abstrakte Wellengleichung)
8Ervedoza, Zuazua 2009. (abstrakte Wellengleichung)
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Ein verallgemeinertes Maxwell-System ﬂ(IT

institut f Technologie.

a Nachteil vieler ADI-Verfahren ist die Verletzung des Gesetzes
div(uH) = 0 (auf einer groBen Zeitskala). ~ unphysikalisches Verhalten
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Ein verallgemeinertes Maxwell-System

a Nachteil vieler ADI-Verfahren ist die Verletzung des Gesetzes
div(uH) = 0 (auf einer groBen Zeitskala). ~ unphysikalisches Verhalten

w Abhilfe auf PDE-Level: mixed hyperbolic divergence cleaning®

OE =LcurlH -2 in Q% [0,00),

9H = —LewlE-V (1) in Q x [0, ),

0P = fﬂ%div(uH) —nd in Q x [0, 00),
Exv=0 uH-v=0 auf 9Q x [0, 00),

E(0) =Eyg, H(0) =Hp, @®(0)=d; inQ,
wobei ®(x, t) € R, &g € H}(Q) und n € WH*°(Q) mit n > 4§ > 0.

9Dedner et. al. 2002. (fiir MHD Systeme)
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Ein verallgemeinertes Maxwell-System ﬂ(IT

a Nachteil vieler ADI-Verfahren ist die Verletzung des Gesetzes
div(uH) = 0 (auf einer groBen Zeitskala). ~ unphysikalisches Verhalten

w Abhilfe auf PDE-Level: mixed hyperbolic divergence cleaning®

OE =LcurlH -2 in Q% [0,00),

9H = —LewlE-V (1) in Q x [0, ),

0P = fﬂ%div(uH) —nd in Q x [0, 00),
Exv=0 uH-v=0 auf 9Q x [0, 00),

E(0) =Ep, H(0) =Hp, @0)=Dp inQ,
wobei ®(x, t) € R, &g € H}(Q) und n € WH*°(Q) mit n > 4§ > 0.
u Artefakt div(zH) wird geddmpft.

9Dedner et. al. 2002. (fiir MHD Systeme)
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Ein verallgemeinertes Maxwell-System ﬂ(IT

a Nachteil vieler ADI-Verfahren ist die Verletzung des Gesetzes
div(uH) = 0 (auf einer groBen Zeitskala). ~ unphysikalisches Verhalten

w Abhilfe auf PDE-Level: mixed hyperbolic divergence cleaning®

OE =LcurlH -2 in Q% [0,00),

9H = —LewlE-V (1) in Q x [0, ),

0P = fﬂ%div(uH) —nd in Q x [0, 00),
Exv=0 uH-v=0 auf 9Q x [0, 00),

E(0) =Eyg, H(0) =Hp, @®(0)=d; inQ,
wobei ®(x, t) € R, &g € H}(Q) und n € WH*°(Q) mit n > 4§ > 0.

u Artefakt div(zH) wird geddmpft.
m Reduktion zu urspriinglichem System, wenn div(uH) = 0 und &y = 0.

9Dedner et. al. 2002. (fiir MHD Systeme)
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ADI-Verfahren fiir das ungedampfte
verallgemeinerte Maxwell-System

0 —8;

a 1. Schritt: Schreibe curl = < 8 0 —81> =G —-G.

-0 01 O
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ADI-Verfahren fiir das ungedampfte \“(IT
verallgemeinerte Maxwell-System s

. 0 —93 O
a 1. Schritt: Schreibecurl = 4 0 -6, | = (3 — G.
—0r 07 O
m 2. Schritt: Splitte den verallgemeinerten Maxwell-Operator
0 %curl 0
—Lewl 0 V(L) | = A4 B+ Dy +Dy+ Dy
1.
0 7Fd1v(,u-) 0
0 0 0
0o 1co 0o -igo oL e,
= /%Cz 0ot 7% +Z T
0 0 0 o o o/ =l Oﬁﬂd( o0

m Verteile die Randbedingungen fiir E, H auf die Definitionsbereiche der
Splitting-Operatoren.*?

10Hochbruck, Jahnke, Schnaubelt 2015.
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ADI-Verfahren fiir das ungedampfte ﬂ(IT
verallgemeinerte Maxwell-System

_ 0 -85 &
a 1. Schritt: Schreibecurl = a3 0 -6, | = (3 — G.
—0r 01 O
m 2. Schritt: Splitte den verallgemeinerten Maxwell-Operator
0 %curl 0
—Lewl 0 V(L) | = A4 B+ Dy +Dy+ Dy
0 f%div(u-) 0
1 0 0
0 *Cl 0 0 *Cz p 1
_ € —0i(5;)ei
=l 4 oot -ta o o +Z #
0 00 0 0 o N2 Bilwi) 0

a 3. Schritt: Seien J € {A, B, D1, D, D3}, 7 > 0. Wende die implizite
Mittelpunktsregel an

T.(J)=(+5)(I-5FI)
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Konservatives ADI-Verfahren fiir das ﬂ(l'l'
verallgemeinerte Maxwell-System

institut f Technologie.

® Im ungedampften Fall (o, 7 = 0) approximiert das ADI-Verfahren

EZM 3 EP EQ Eo
(cS) (wﬂ) [ ro)m@®0 (7). (wg) - (n) ne N,
ot i—1 o2

%)

m

die Losung ( H

) des verallgemeinerten Systems (mit o, p=0) in
t=(n+1)r.

&
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Konservatives ADI-Verfahren fiir das ﬂ(IT
verallgemeinerte Maxwell-System

® Im ungedampften Fall (o, 7 = 0) approximiert das ADI-Verfahren
ETTL 3 E" E? E
@) (wer) =TI o0 @ 7 (1), ()= () neno
q)g+1 i—1 7 CI)g [of)

E
die Losung (g) des verallgemeinerten Systems (mit o, p=0) in
t=(n+1)r.

a Definiere die Energie

& [(E)} = i/Q€|E|2+u|H|2+uCI>2dx, (El)) e 12(Q).
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Konservatives ADI-Verfahren fiir das ﬂ(IT
verallgemeinerte Maxwell-System

® Im ungedampften Fall (o, 7 = 0) approximiert das ADI-Verfahren
ETTL 3 E" E? E
@) (wer) =TI o0 @ 7 (1), ()= () neno
q)g+1 i—1 7 CI)g [of)

E
die Losung (g) des verallgemeinerten Systems (mit o, p=0) in
t=(n+1)r.

a Definiere die Energie

& [(E)} = i/Q€|E|2+u|H|2+uCI>2dx, (El)) e 12(Q).

w Das Verfahren (CS) erhilt &.

11 12.10.2018 Konstantin Zerulla Ein gleichmiBig exponentiell stabiles ADI-Verfahren fiir die Maxwell-Gleichungen



ADI-Verfahren fiir das gedampfte ﬂ(IT
verallgemeinerte Maxwell-System

0 -85 &
m 1. Schritt: Schreibe curl = ( 83 0 —81> =G —-G.

-0 01 O
m 2. Schritt: Splitte den verallgemeinerten Maxwell-Operator
o 1
—g/ gcurl 01
—=curl 0 7V(H‘) =A+B+Di+Dy+D3+S
0 “zdiv(p) -l
1 1 3 /0 0 i
— 10 gclo f 5C20 0 0 761‘(%')31' *EIO 0
S i o L L
0 0 0 0 0 O i=1 O_Pﬁi(#'i) 0 0 0-—nl

w 3. Schritt: Seien J € {A, B, D1, D, D3}, 7 > 0. Wende die implizite
Mittelpunktsregel an

T(J)=(+3)0-3)"
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ADI-Verfahren fiir das gedampfte
verallgemeinerte Maxwell-System

u 4. Schritt: Fiige viskose Dampfung ein

-3 22 _1\1 2 2423 _
Ve(d) = (1= G 21 =5 " = (1= 521 - 227
fur J € {A, B, D1, D5, D3} und 7 > 0.
\\2\Ve

in gleichmaBig exponentiell stabiles ADI-Verfahren fir die Maxwell-Gleichungen
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ADI-Verfahren fiir das gedampfte
verallgemeinerte Maxwell-System

u 4. Schritt: Fiige viskose Dampfung ein
3 2

T T —1\ 1 T 72473 —
V,(J) := (I—TJ2(/—TJ2) 1) — (1= P12 )

fur J € {A, B, D1, D5, D3} und 7 > 0.

E° Eo
m Setze [ H® | := | Hy |. Das ADI-Verfahren
@0 @

nt+1 3 n
(,‘im> = (1= 78) [ (T+(Dy) V- (D) T=(B) Vi (B) T (A) V> (A) (i)

+1 n
@7 i=1 ®

. E . .
approximiert (g) aus dem verallgemeinerten System in t=(n+ 1)7.
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GleichmaBige exponentielle Stabilitat

E° E
m Setze (Hg> = <!—I|>%> Betrachte erneut das ADI-Verfahren
P 0

n+1 3 n
(B2) =0 ) TLTOIVAO) T BV B T- (A Vi(4) (1)

folan
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GleichmaBige exponentielle Stabilitat

E° E
m Setze (Hg> = <!—I|>%> Betrachte erneut das ADI-Verfahren
P 0

n+1 3 n
(B2) =0 ) TLTOIVAO) T BV B T- (A Vi(4) (1)

folan

u Wir erinnern an die Energie

& [(E)] = i/Q»s|E|2+u|H|2+ud>2dx, (qﬁ)) e 12(Q).
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GleichmiBige exponentielle Stabilitat AT

E° E
a Setze <H0> = <Hg> Betrachte erneut das ADI-Verfahren
@0 Do
E 1 E”
(hi)=0-r9) H(T D) T-(B)V-(B) T () V- (4) ().
a Wir erinnern an dle Energle
EN) .1 2 2 2 E 207
g[(g)} = E/Q&?|E| + p|H|* 4+ pd* dx, (g) €L (Q)".

Seien €,0,n > § > 0 in W1'°°(Q), uw >0 in W1'°°(Q) N W2'3(Q). Dann
dM,w, 5 >0 mit

s[(8)) <meeme|(w)].  nemo

v (E.)%) e 12(Q)7, 7 € (0,70).
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

Karlsruher Institut fur Technologie

EZJ E"- J
m Bezeichne die Zwischenschritte der Verfahren mit [ H? |, bzw. | HnJ
q)'C’J foxd J
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

EZJ En,j
m Bezeichne die Zwischenschritte der Verfahren mit | H™ |, bzw. [ H" |.
(I)'C’J (Dn,j
u 1. Schritt: Energiegleichung fiir das gedampfte Verfahren
En+l E" fE"+1 ) . .
(H”+1>:| — & (H") :_27—(,5”[( UO ):| —R(T,EH'J,Hn'J,q>n'J)<O
q)n+l foll \/ECI)”+1

fiir n € Ny mit Restterm 0 < R(7, E™, H™ &™) = O(72).

&
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

EZJ En,j
m Bezeichne die Zwischenschritte der Verfahren mit | H™ |, bzw. [ H" |.
(I)'C’J (Dn,j
u 1. Schritt: Energiegleichung fiir das gedampfte Verfahren
En+l E" fE"+1 ) . .
(H”+1>:| — & (H") :_27—(,5”[( UO ):| —R(T,EH'J,Hn'J,q>n'J)<O
q)n+l foll \/ECI)”+1

fiir n € Ny mit Restterm 0 < R(7, E™, H™ &™) = O(72).

&

a VR verhilt sich wie eine Seminorm bzgl. E™ H™,K ",
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

EZJ ENJ
m Bezeichne die Zwischenschritte der Verfahren mit (HQJ ) bzw. (H”J>.
(I)'C’J (Dn,j

u 1. Schritt: Energiegleichung fiir das gedampfte Verfahren
\/EEH+1 . . .
& = -27& [( 0 )] — R(7,E™,H™ ®"/) <0

En+1 En
HA+1 — g H"
q)n+l foll \/ECI)”+1

fiir n € Ny mit Restterm 0 < R(7, E™, H™ &™) = O(72).

a VR verhilt sich wie eine Seminorm bzgl. E™ H™,K ",

m 2. Schritt: Zeige zeitl. diskrete Version der Beobachtungsungleichung

2
/(5|E0\2+M\H0|2)dx§ c/ / EP dxdt,
Q 0 JQ

gleichmaBig in der Diskretisierung.
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

m 2. Schritt: Zeitlich diskrete Version der Beobachtungsungleichung
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

m 2. Schritt: Zeitlich diskrete Version der Beobachtungsungleichung
w Setze N := max{k € N | kT <2} fiir 7 > 0.
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

m 2. Schritt: Zeitlich diskrete Version der Beobachtungsungleichung

w Setze N := max{k € N | kT <2} fiir 7 > 0.
w Fiir Regularitit: Definiere (mit I'; = {x € 0Q | x; = £1})

Y :={(E.H,®) € H(Q)" | E; =0 auf 3Q\T;, H; = 0 auf [
fir j € {1,2,3}}.1!

1 Eilinghoff, Schnaubelt 2018.
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

m 2. Schritt: Zeitlich diskrete Version der Beobachtungsungleichung

w Setze N := max{k € N | kT <2} fiir 7 > 0.
w Fiir Regularitit: Definiere (mit I'; = {x € 0Q | x; = £1})

Y :={(E.H,®) € H(Q)" | E; =0 auf 3Q\T;, H; = 0 auf [
fir j € {1,2,3}}.1!

Proposition

Es gibt Konstanten Cp, 19 > 0 mit

EO
HO
0

EO . . . . . . .
v <HO> €Y, 7€(0,7) und 0<R(7, EZY HEY, @YY <R(7,EZY , HZY, d2).

&

N N
<Gy / |EX P+ @K 2dx +Co S R(r, EXI, HET, ki)
—1/Q _
k=1 k=1

0

1 Eilinghoff, Schnaubelt 2018.
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

m 2. Schritt: Zeitlich diskrete Version der Beobachtungsungleichung

w Setze N := max{k € N | kT <2} fiir 7 > 0.
w Fiir Regularitit: Definiere (mit I'; = {x € 0Q | x; = £1})

Y :={(E.H,®) € H(Q)" | E; =0 auf 3Q\T;, H; = 0 auf [
fir j € {1,2,3}}.1!

Proposition

Es gibt Konstanten Cp, 19 > 0 mit

EO
HO
0

EO . . . . . . .
v <HO> €Y, 7€(0,7) und 0<R(7, EZY HEY, @YY <R(7,EZY , HZY, d2).

&

N N
<Gy / |EX P+ @K 2dx +Co S R(r, EXI, HET, ki)
—1/Q _
k=1 k=1

0

® VR verhilt sich wie eine Seminorm bzgl. Eg'j, Hg’j, q>’g'f.

1 Eilinghoff, Schnaubelt 2018.
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

a 3. Schritt: Vergleich der gedampften & ungedampften ADI-Verfahren
m Verwende Schritt 1 und zeige: 3C = C(g, u,n, o) > 0 mit

Cor /5|Ek—E§|2+mc1>k—q>§|2dx+co R(r, EXI—EXI HFI_HEI oFI _ ki)
Q

o (e[(E)] < [(8)])
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

a 3. Schritt: Vergleich der gedampften & ungedampften ADI-Verfahren
m Verwende Schritt 1 und zeige: 3C = C(g, u,n, o) > 0 mit

N N
COTZ/a|Ek—E§|2+mc1>k—<1>§|2dx+ Co» R(r, E"—EL HY —HE o —al)
k=1"Q k=1

<o (o[ (54)][(3)])
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat \“(IT

ut far Technologie

a 3. Schritt: Vergleich der gedampften & ungedampften ADI-Verfahren
m Verwende Schritt 1 und zeige: 3C = C(g, u,n, o) > 0 mit

COTZ/8|E —EX2 4|0 — | dx+CoZR 7, BN _ER HR _HET ofI ki)
k=1

<o ([ (ED]-[(B)) - (@) - [(®))
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

m 3. Schritt: Vergleich der gedampften & ungeddmpften ADI-Verfahren
a Verwende Schritt 1 und zeige: 3C = C(e, p, m, o) > 0 mit

N N
COTZ/a|Ek—E§|2+mq>k—q>§|2dx+ G0 R(7 B —EY HY —HE ok — @)
k=1"Q k=1

<o (e (ED] - [(B)) - ([ @) - [(®)])

m Benutze die Beobachtungsungleichung und die Energiegleichung
EO N N . . .
& [(Hgﬂ < COTZ/E\EQ%M@Q%X+COZR(T, EXS HES, ok),
g 17/Q
k=1

k=1
En+1
& Hrtl
q>n+1

E" \/EE"+1 i . X
—gKH)] :—275[( 0 )} — R(+,E™ H™ &™) <0
" \/ﬁcanrl
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

m 3. Schritt: Vergleich der gedampften & ungeddmpften ADI-Verfahren
m Verwende Schritt 1 und zeige: 3C = C(e, p, m, o) > 0 mit

N . N
COTZ/ e|EX—EX|2 4 p| @ —®K|2 dx + COZR(T, EXI_EXS HFI_HES ki _okd)
k=1"Q k=1

<oy ([(ED] - [(B)]) - ([ (@) - [(®)])

m Benutze die Beobachtungsungleichung und die Energiegleichung

N N
EC . . )
& [(H0>:| < Gor E / e|EX12 + p| @ dx + Go § R(r,EX H*J k)
k=179

RO
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

m 3. Schritt: Vergleich der gedampften & ungeddmpften ADI-Verfahren
m Verwende Schritt 1 und zeige: 3C = C(e, p, m, o) > 0 mit

N . N
COTZ/ e|EX—EX|2 4 p| @ —®K|2 dx + COZR(T, EXI_EXS HFI_HES ki _okd)
k=1"Q k=1

<oy ([(ED] - [(B)]) - ([ (@) - [(®)])

m Benutze die Beobachtungsungleichung und die Energiegleichung

N N
EC . . )
& [(H0>:| < Gor E / e|EX12 + p| @ dx + Go § R(r,EX H*J k)
k=179

EROREN
<e([(8)]-<[(8)])
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

institut f Technologie.

a 3. Schritt: Vergleich der gedampften & ungedampften ADI-Verfahren

el
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat ﬂ(IT

a 3. Schritt: Vergleich der gedampften & ungedampften ADI-Verfahren

el

u 4. Schritt: Erhalte die Abschitzung

()] =e-vef(2)
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat ﬂ(IT

a 3. Schritt: Vergleich der gedampften & ungedampften ADI-Verfahren

el
(%)

u 4. Schritt: Erhalte die Abschitzung

()] =e-vef(2)

fir ein festes w > 0

=e g
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Beweisskizze fiir exponentielle Stabilitat AT

a 3. Schritt: Vergleich der gedampften & ungedampften ADI-Verfahren

el
(%)

u 4. Schritt: Erhalte die Abschitzung

()] =e-vef(2)

fir ein festes w > 0 und iteriere.

_ e—2w®@ — e—wNTéa

EO
HO
ol
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Konvergenzresultat in H~1

® Verwende die Raume (mit I'; = {x € 9Q | x; = £1})
Y ={(E,H,®) € H(Q)" | E; =0 auf 9Q\T;, H; = 0 auf T;
fir j € {1,2,3}}, 2
X1 :={(E,H,®) € HY(Q)" | Ex v =0 auf 8Q, div(uH) =0,
H-v =0 auf 90Q, ® = 0}.

12Ei|inghoﬂ", Schnaubelt 2018.
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Konvergenzresultat in H-1 ﬂ(IT
m Verwende die Raume (mit I'; = {x € 9Q | x; = +1})
Y ={(E,H,®) € H(Q)" | E; =0 auf 9Q\T;, H; = 0 auf T;

fir j € {1,2,3}},12
X1 = {(E,H,®) € H(Q)" | Ex v =0auf 0Q, div(;H) =0,
H-v =0 auf 90Q, ® = 0}.

Seien g,0,7 > § > 0 in Wh*(Q), p > § in W1>°(Q)n W23(Q) und
T > 0. Dann 3 C, 79 > 0 mit
(EO>
Ho
Do

E" E(nT)
((8)-(2)-)
on ®(nr) 2

E
Yy ey, (g%) € X1, n€ No mit n7 < T und 7 € (0, 7).
0

< Cr(1+T)TeCT lly Il 42

H1

12Eilinghoff, Schnaubelt 2018.
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Zusammenfassung

a Lineare isotrope Maxwell-Gleichungen unter
Einfluss des Ohmschen Gesetzes sind gleichmaBig
exponentiell stabil.

m Modifikation eines konservativen ADI-Verfahrens
durch kinstliche Dampfung
~ zeitlich diskrete Approximationen mit
gleichmaBig exponentiellem Abfall.

u Das modifizierte Verfahren konvergiert mit
Ordnung 1 in H~L.
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institut f Technologie.

O:E = lcurlH — ZE,
OH = 7ﬁcurlE,
div(pH) = 0.
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