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Ubersicht AT

@ PDEs mit zufédlligen Parametern
@ Polynomial Chaos expansions

@ Numerische Methoden fiir Uncertainty Quantification
m Stochastische Galerkin-Verfahren
m Stochastische Kollokationsverfahren

@ Diinne Gitter

@ Lugiato-Lefever-Gleichung mit zuféalligen Parametern
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Ubersicht

Karlsruher Institut fur Technologie

@ PDEs mit zufédlligen Parametern
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PDEs mit zuféalligen Parametern

Betrachte ein allgemeines Problem der Gestalt
,C(t, X, Y1 (w), ey Yd(w); U) = f(t,X, Y1 ((,U), . Yd(w))
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PDEs mit zufilligen Parametern AT

Betrachte ein allgemeines Problem der Gestalt
,C(t, X, Y1 (w) ..... Yd(w);u) = f(t,X, Y1 ((,U) ..... Yd(w))

m L allgemeiner Differentialoperator (zeit- und/oder raumabhangig,
linear oder nicht-linear)

a YVi:Q— ) C R Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q), X, IP)
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PDEs mit zufilligen Parametern AT

Betrachte ein allgemeines Problem der Gestalt
,C(t, X, Y1 (w), ey Yd(w); U) = f(t,X, Y1 ((,U), . Yd(w))

m L allgemeiner Differentialoperator (zeit- und/oder raumabhangig,
linear oder nicht-linear)

a YVi:Q— ) C R Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q), X, IP)

® w beschreibt die Abhéngigkeit von einer zufélligen Eingabe, z.B. in

a den Parametern der Gleichung,
a Rand- oder Anfangsbedingungen,
a der Form des Gebiets.
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PDEs mit zufilligen Parametern AT

Betrachte ein allgemeines Problem der Gestalt
,C(t, X, Y1 (w), ey Yd(w); U) = f(t,X, Y1 ((,U), . Yd(w))

Herleitung eines deterministischen Modells:
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PDEs mit zufilligen Parametern AT

Betrachte ein allgemeines Problem der Gestalt
,C(t, X, Y1 (w) ..... Yd(w);u) = f(t,X, Y1 ((,U) ..... Yd(w))

Herleitung eines deterministischen Modells:
@ Fihre Variable y = (y1,. .., Y4) €in:

Wireo V) = (Y1(w), ..., Yg(w)) e T x ... x T fiir w e Q
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PDEs mit zufilligen Parametern AT

Betrachte ein allgemeines Problem der Gestalt
,C(t, X, Y1 (w) ..... Yd(w);u) = f(t,X, Y1 ((,U) ..... Yd(w))

Herleitung eines deterministischen Modells:
@ Fihre Variable y = (y1,. .., Y4) €in:

Wireo V) = (Y1(w), ..., Yg(w)) e T x ... x T fiir w e Q

m Parameterraum I :=T(1) x ... x 1(9)
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PDEs mit zufilligen Parametern AT

Betrachte ein allgemeines Problem der Gestalt
,C(t, X, Y1 (w) ..... Yd(w);u) = f(t,X, Y1 ((,U) ..... Yd(w))

Herleitung eines deterministischen Modells:
@ Fihre Variable y = (y1,. .., Y4) €in:

Wireo V) = (Y1(w), ..., Yg(w)) e T x ... x T fiir w e Q

w Parameterraum I :=T(") x ... x 7(9)
a Wahrscheinlichkeitsdichte von Y := (Yj, ..., Yq):

)=o) p ¥ (yg),  yeTl
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PDEs mit zufilligen Parametern AT

Betrachte ein allgemeines Problem der Gestalt
,C(t, X, Y1 (w) ..... Yd(w);u) = f(t,X, Y1 ((,U) ..... Yd(w))
Herleitung eines deterministischen Modells:
@ Fihre Variable y = (y1,. .., Y4) €in:
Wireo V) = (Y1(w), ..., Yg(w)) e T x ... x T fiir w e Q
m Parameterraum I :=T(V) x ... x (@
a Wahrscheinlichkeitsdichte von Y := (Yj, ..., Yq):
e) =)D (yg).  yeT

m Erhalte fir jedes y € T eine partielle Differentialgleichung
L(t, x,y;u) =f(t x,y).
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Poisson-Problem mit zufélligem AT
Diffusionskoeffizient

S C R? Gebiet mit glattem Rand, T = (—o0, )

=V -(a(x,y)Vu(x,y)) = f(x,y), xeS, yerT,
u(x,y)=0, X €08, yerl.
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Poisson-Problem mit zufélligem AT
Diffusionskoeffizient

S C R? Gebiet mit glattem Rand, T = (—o0, )

=V -(a(x,y)Vu(x,y)) = f(x,y), xeS, yerT,
u(x,y)=0, X €08, yerl.

Weiter seien ay > 0, a; € L*(S) und

a(x,y) = ap +exp(ai(x)y), yeT.
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Poisson-Problem mit zufélligem AT
Diffusionskoeffizient

S C R? Gebiet mit glattem Rand, T = (—o0, )

=V -(a(x,y)Vu(x,y)) = f(x,y), xeS, yerT,
u(x,y)=0, X €08, yerl.

Weiter seien ay > 0, a; € L*(S) und
a(x,Y(w)) =ap+exp(a;(x)Y(w)), we.

Betrachte y als Realisierung einer Zufallsvariable Y ~ A/(0, 1).
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Poisson-Problem mit zufélligem AT
Diffusionskoeffizient

S C R? Gebiet mit glattem Rand, T = (—o0, )

=V -(a(x,y)Vu(x,y)) = f(x,y), xeS, yerT,
u(x,y)=0, X €08, yerl.

Weiter seien ay > 0, a; € L*(S) und
a(x,Y(w)) =ap+exp(a;(x)Y(w)), we.

Betrachte y als Realisierung einer Zufallsvariable Y ~ A/(0, 1).
Hier: d = 1. Wahrscheinlichkeitsdichte p von Y:

py) = F=e V2 yeT = (~co,00).
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Monte-Carlo-Verfahren

L(t,x, y;u)=Ff(tx,y) (1)
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Monte-Carlo-Verfahren

L(t,x, y;u)=Ff(tx,y) (1)

m Erzeuge N Zufallsvektoren y(1) ... y(N) e T entsprechend der
Verteilung von Y.
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Monte-Carlo-Verfahren ﬂ("'

L(t,x, y;u)=Ff(tx,y) (1)

m Erzeuge N Zufallsvektoren y(1) ... y(N) e T entsprechend der
Verteilung von Y.
m Berechne flr diese Vektoren Approximationen an die Lésung

u(t,x,y"™), n=1..., N
von() fury =y n=1,..., N.
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Monte-Carlo-Verfahren ﬂ("'

L(t,x, y;u)=Ff(tx,y) (1)

m Erzeuge N Zufallsvektoren y(1) ... y(N) e T entsprechend der
Verteilung von Y.

m Berechne flr diese Vektoren Approximationen an die Lésung
u(t,x,y"™), n=1..., N

von() fury =y n=1,..., N.
m Berechne
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Monte-Carlo-Verfahren ﬂ("'

L(t,x, y;u)=Ff(tx,y) (1)

m Erzeuge N Zufallsvektoren y(1) ... y(N) e T entsprechend der
Verteilung von Y.

m Berechne flr diese Vektoren Approximationen an die Lésung
u(t,x,y"™), n=1..., N

von() fury =y n=1,..., N.
m Berechne

Problem 1
m Konvergenzgeschwindigkeit N~z unabhangig von Regularitét der
Lésung in y (Effizienzverbesserung durch MLMC, MIMC, .. .)
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Ubersicht

Karlsruher Institut fur Technologie

@ Polynomial Chaos expansions
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Polynomial chaos expansions (PCE) ﬂ("‘

L(t X,y u) = f(tx,y) @
® Ansatzraum: L5(T) = {v: r—-R ‘ V][5 = Jrv(y)2o(y)dy < oo}

7 11.10.2018  Benny Stein - Crashkurs Uncertainty Quantification (UQ)



7

Polynomial chaos expansions (PCE) ﬂ("‘

L(t, x,y;u) =f(tx,y) (2)
® Ansatzraum: L5(T) = {v: r—-R ‘ V][5 = Jrv(y)2o(y)dy < oo}
® Annahme an die Lésung von (2):
(y = u(t,x,y)) € L5(T) fur fastalle t, x
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Polynomial chaos expansions (PCE) ﬂ("‘

L(t,x,y;u) =f(t,x,y) (2)
® Ansatzraum: L5(T) = {v: r—-R ‘ V][5 = Jrv(y)2o(y)dy < oo}

® Annahme an die Lésung von (2):

(y = u(t,x,y)) € L5(T) fur fastalle t, x

a Wabhle ein vollstandiges System von Orthonormalpolynomen in Lﬁ(l“):
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Polynomial chaos expansions (PCE) ﬂ("‘

L(t,x,y;u) = f(t.x,y) (2)

® Ansatzraum: L5(T) = {v: r—-R ‘ V][5 = Jrv(y)2o(y)dy < oo}
® Annahme an die Lésung von (2):
(y = u(t,x,y)) € L5(T) fur fastalle t, x

m Wahle ein vollstdndiges System von Orthonormalpolynomen in Lﬁ(r):
Fird = 1:

(@ieno: degl@) =i Do = [ 98Py = ¢
r
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Polynomial chaos expansions (PCE) ﬂ("‘

L(t,x,y,u)="1f(txy) (2)
® Ansatzraum: L5(T) = {v: r—-R ‘ V][5 = Jrv(y)2o(y)dy < oo}
® Annahme an die Lésung von (2):
(y = u(t,x,y)) € L5(T) fur fastalle t, x

m Wahle ein vollstdndiges System von Orthonormalpolynomen in Lﬁ(r):
Fird = 2:

P(1)(Y1) Ee_ﬁ/z
0@ (y2) = |

e(y)

, yrHeER  ~ (4)}1))1-611\10 Hermite-Polynome

5, Y2 € [—1,1] ~ (4)}2))1-611\[0 Legendre-Polynome

eMe® )~ giy) = )62 (v)
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Polynomial chaos expansions (PCE) ﬂ("‘

L(tx,y;u) = £(t.x,¥) @)

m Entwickle die Lésung in Orthonormalbasis

e

ut,x,y) =) u(t, X)pk(y),  uk(x) = (u(x,-), dx)p-

k

0

m Konvergenz in Lg(r) nach Annahme
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Polynomial chaos expansions (PCE) ﬂ("‘

L(t,x,y;u) = f(t.x,y) (2)

m Entwickle die Lésung in Orthonormalbasis

[ee]

u(t x, Y(w Z (LX) (Y(w)),  uk(x) = (u(x, "), ¢w)p-

m Konvergenz in Lg(r) nach Annahme

m oft stArkere Konvergenzaussagen mdglich unter Beriicksichtung der
w-Abhangigkeit, benétigt Eigenschaften von Y
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Polynomial chaos expansions (PCE) ﬂ("‘

L(t,x,y;u) = f(t.x,y) (2)

Entwickle die Losung in Orthonormalbasis

[ee]

u(t x, Y(w Z (LX) (Y(w)),  uk(x) = (u(x, "), ¢w)p-

Konvergenz in Lg(r) nach Annahme

oft stérkere Konvergenzaussagen mdglich unter Berticksichtung der
w-Abhangigkeit, benétigt Eigenschaften von Y

Wichtige GréBen der Zufallsvariable w — u(t, x, Y (w)) sind

(o]

E[u(t, x, Y)] = up(t, x), V(u(t, x,Y)] Z |uk(t, x)
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Polynomial chaos expansions (PCE) ﬂ("‘

L(t,x,y;u) = f(t.x,y) (2)

m Entwickle die Lésung in Orthonormalbasis

[ee]

u(t x, Y(w Z (LX) (Y(w)),  uk(x) = (u(x, "), ¢w)p-

m Konvergenz in Lg(r) nach Annahme

m oft stArkere Konvergenzaussagen mdglich unter Beriicksichtung der
w-Abhangigkeit, benétigt Eigenschaften von Y

m Wichtige GréBen der Zufallsvariable w +— u(t, x, Y(w)) sind

(o]

E[u(t, x, Y)] = up(t, x), V(u(t, x,Y)] Z |uk(t, x)

a oft schnelle Konvergenz (u hat haufig hohe Regularitét in y)
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Karlsruher Institut fur Technologie

@ Numerische Methoden fiir Uncertainty Quantification
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Numerische Methoden fiir Uncertainty ﬂ(“‘
Quantification
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Numerische Methoden fiir Uncertainty
Quantification

PCE Grundlage fiir die wichtigsten (nicht-sampling) Verfahren:
m Stochastische Galerkin-Verfahren
m Stochastische Kollokationsverfahren
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Numerische Methoden fiir Uncertainty ﬂ(“‘
Quantification

PCE Grundlage fiir die wichtigsten (nicht-sampling) Verfahren:
m Stochastische Galerkin-Verfahren

m Stochastische Kollokationsverfahren
Approximiere die Losung durch eine (abgeschnittene) PCE:

P—1
kz uc(t X)p(y) = u(t. x,y),  u(t, x) = (u(t, X, -), dr)p.
—0
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Numerische Methoden fiir Uncertainty ﬂ(“‘
Quantification

PCE Grundlage fiir die wichtigsten (nicht-sampling) Verfahren:
m Stochastische Galerkin-Verfahren

m Stochastische Kollokationsverfahren
Approximiere die Losung durch eine (abgeschnittene) PCE:

P—1
kz uc(t X)p(y) = u(t. x,y),  u(t, x) = (u(t, X, -), dr)p.
—0

Ansatzraum in beiden Féllen:

span({¢o, ..., Pp_1})
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Ubersicht AT

@ Numerische Methoden fiir Uncertainty Quantification
m Stochastische Galerkin-Verfahren
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Stochastische Galerkin-Verfahren AT

m 1. Schritt: Ersetze u durch seine (abgeschnittene) PCE
P—1

u(t,x,y) = Y u(t, X)px(y),

k=0
erhalte

P—1
L (t, Xy ) ukq>k> = f(t, x,y).

k=0

1 11.10.2018  Benny Stein - Crashkurs Uncertainty Quantification (UQ)



Stochastische Galerkin-Verfahren AT

m 1. Schritt: Ersetze u durch seine (abgeschnittene) PCE
P—1

u(t,x,y) = Y u(t, X)px(y),

k=0
erhalte
P—1
L (t XYYy, uk¢k> =f(t.x,y).
k=0
m 2. Schritt: Galerkin-Ansatz bzgl. der gleichen Polynombasis
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Stochastische Galerkin-Verfahren AT

m 1. Schritt: Ersetze u durch seine (abgeschnittene) PCE
P—1

u(t,x,y) = Y u(t, X)px(y),

k=0
erhalte
P—1
L (t XYYy, uk¢k> =f(t.x,y).
k=0
m 2. Schritt: Galerkin-Ansatz bzgl. der gleichen Polynombasis

m 3. Schritt: Herleitung eines gekoppelten Systems von P
(deterministischen) PDEs
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Stochastische Galerkin-Verfahren AT

m 1. Schritt: Ersetze u durch seine (abgeschnittene) PCE
P—1

u(t,x,y) = Y u(t, X)px(y),

k=0
erhalte
P—1
L (t XYYy, uk¢k> =f(t.x,y).
k=0
m 2. Schritt: Galerkin-Ansatz bzgl. der gleichen Polynombasis

m 3. Schritt: Herleitung eines gekoppelten Systems von P
(deterministischen) PDEs

a 4. Schritt: Wahl von Raum- und Zeitdiskretisierung, Ldsen des
volldiskreten Problems
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Stochastische Galerkin-Verfahren ﬂ(“‘

Poisson-Problem mit zuféalligem Diffusionskoeffizienten
S C IR? Gebiet, ' = (—o0, o)

=V -(alx,y)Vu(x,y)) = f(x,y), xeS, yerT,
u(x,y)=0, X €08, yel.
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Stochastische Galerkin-Verfahren ﬂ("‘

Poisson-Problem mit zuféalligem Diffusionskoeffizienten
Approximiere die Koeffizienten uk(x) der exakten PCE durch

P—1
U(x) = u(x),  T(xy) =) Ue(x)¢u(y) = u(x.y)
k=0
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Stochastische Galerkin-Verfahren ﬂ("‘

Poisson-Problem mit zuféalligem Diffusionskoeffizienten
Approximiere die Koeffizienten uk(x) der exakten PCE durch

P—1
U(x) = u(x),  T(xy) =) Ue(x)¢u(y) = u(x.y)
k=0

sodass die Galerkin-Bedingung

k=0

P—1
- <V‘ (a(x, Y)Y, VEk(X)¢k(y)> ,4>;(y)> = (f(x.¥), ¢i(¥))p
P

fari=0,..., P — 1 erfillt ist.
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Stochastische Galerkin-Verfahren AT

Poisson-Problem mit zuféalligem Diffusionskoeffizienten
Approximiere die Koeffizienten uk(x) der exakten PCE durch

P—1
U(x) = u(x),  T(xy) =) Ue(x)¢u(y) = u(x.y)
k=0

sodass die Galerkin-Bedingung

P—1
- <V‘ (a(x, Y)Y, Vﬁk(X)¢k(y)> ,¢;(y)> = (f(x.¥), ¢i(¥))p
P

k=0

fari=0,..., P — 1 erfillt ist. Vereinfachung: a(x, y) = a(y)
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Stochastische Galerkin-Verfahren AT

Poisson-Problem mit zuféalligem Diffusionskoeffizienten
Approximiere die Koeffizienten uk(x) der exakten PCE durch

P—1
U(x) = u(x),  T(xy) =) Ue(x)¢u(y) = u(x.y)
k=0

sodass die Galerkin-Bedingung

P—1
- <V‘ (a(x, Y)Y, Vﬁk(X)¢k(y)> ,¢;(y)> = (f(x.¥), ¢i(¥))p
P

k=0

fari=0,..., P — 1 erfillt ist. Vereinfachung: a(x, y) = a(y)

— Y A (x)(a(y)px(y). i(¥))p = (F(x.¥), ¢i(¥))p, i=0,...,P—1
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Stochastische Galerkin-Verfahren ﬂ("‘

Poisson-Problem mit zuféalligem Diffusionskoeffizienten

- Z AUk (x) (@) pk(y), ¢i(¥))o = (f(x, ¥), $i(¥))p, 1=0,....P—1

~ gekoppeltes System von P Differentialgleichungen
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Stochastische Galerkin-Verfahren AT

Poisson-Problem mit zuféalligem Diffusionskoeffizienten

~ gekoppeltes System von P Differentialgleichungen

AnschlieBende Raumdiskretisierung mit M (inneren) Punkten durch
a Finite Elemente (Galerkin-Bedingung in y und x) oder
a Finite Differenzen/Fourier-Methoden.
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Stochastische Galerkin-Verfahren AT

Poisson-Problem mit zuféalligem Diffusionskoeffizienten

~ gekoppeltes System von P Differentialgleichungen

AnschlieBende Raumdiskretisierung mit M (inneren) Punkten durch
a Finite Elemente (Galerkin-Bedingung in y und x) oder

a Finite Differenzen/Fourier-Methoden.

Das zu lésende LGS hat die GroBe M - P.
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Stochastische Galerkin-Verfahren AT

Poisson-Problem mit zuféalligem Diffusionskoeffizienten

~ gekoppeltes System von P Differentialgleichungen

AnschlieBende Raumdiskretisierung mit M (inneren) Punkten durch
a Finite Elemente (Galerkin-Bedingung in y und x) oder

a Finite Differenzen/Fourier-Methoden.

Das zu lésende LGS hat die GroBe M - P.

Erinnerung: Beachte fir d > 1:

ok(y) =i (1) -9 (va).  (ka..... ka) € N§
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Wahl des Polynomraums ﬂ("'

Wie wahlt man den Polynomraum fir d > 1?
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Wahl des Polynomraums

Karlsruher Institut fur Technologie

Wie wahlt man den Polynomraum fir d > 1?
Qe fird=2 P fiir d = 2
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Karlsruher Institut fur Technologie

Wie wahlt man den Polynomraum fir d > 1?
Qe fird=2 P fiir d = 2
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(K+1)° P (49

Fir d > 1 sind die Polynomraume Qg zu grof3!
Waéhle also Polynomraume, die nicht gréBer als P, sind!
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Ubersicht AT

@ Numerische Methoden fiir Uncertainty Quantification

m Stochastische Kollokationsverfahren
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Stochastische Kollokationsverfahren AT
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Stochastische Kollokationsverfahren

m 1. Schritt: Ersetze u durch seine (abgeschnittene) PCE
P—1

u(t,x,y) = Y uk(t, X)pk(y), (3)

k=0
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Stochastische Kollokationsverfahren AT

m 1. Schritt: Ersetze u durch seine (abgeschnittene) PCE
P—1

u(t,x,y) = Y uk(t, X)pk(y), (3)

k=0
und berechne direkt die Koeffizienten tUber eine Quadraturformel

et X) = (Ut x). 9 = [ ult X, y) ey )p(y)ay

Q
~ ) ult X, y) e (y)w; (4)
j:
mit Knoten yjq, ..., Yq und Gewichten wy, .. ., wq.

_
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m 1. Schritt: Ersetze u durch seine (abgeschnittene) PCE
P—1

u(t,x,y) = Y uk(t, X)pk(y), (3)

k=0
und berechne direkt die Koeffizienten tUber eine Quadraturformel

(1, %) = (u(t,x, ), 9y = / u(t, % Y)9x(y)p(y)dy

Z u(t, x, y;) ¢k (¥;)w; (4)
j=1
mit Knoten yjq, ..., Yq und Gewichten wy, .. ., wq.

wm 2. Schritt: Approximiere nun die Lésungen

u(t, x, ), j=1,..., Q
von Q deterministischen (entkoppelten) PDEs.
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Stochastische Kollokationsverfahren AT

m 1. Schritt: Ersetze u durch seine (abgeschnittene) PCE
P—1

u(t,x,y) = Y uk(t, X)pk(y), (3)

k=0
und berechne direkt die Koeffizienten tUber eine Quadraturformel

et X) = {u(t.x, ) gidp = [ ultx,y)ey)p(y)dy

Q
~ ) ult X,y ey wi (4)
j=1

mit Knoten yjq, ..., Yq und Gewichten wy, .. ., wq.

wm 2. Schritt: Approximiere nun die Lésungen
u(t, x,yp), j=1,..., Q
von Q deterministischen (entkoppelten) PDEs.
@ 3. Schritt: Berechne die PCE (3) mit (4).
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Wahl der Quadraturformel ﬂ("'

Wie “gut” muss man die Quadraturformel wahlen? Sei d = 1.
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Wahl der Quadraturformel

Wie “gut” muss man die Quadraturformel wahlen? Sei d = 1.
Bisher zwei Approximationen:

P—1 o0

Yoo utx) dde  pk(y) = Y (u(t X, ), di)pp(Y)

k=0 k=0
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Wahl der Quadraturformel ﬂ("'

Wie “gut” muss man die Quadraturformel wahlen? Sei d = 1.
Bisher zwei Approximationen:

P—-1 Q )

1 u(t,x, y) ok () wigk (y) = Y (u(t, x, ), o) pr (¥)

k=0 j= k=0

Diese sollten exakt sein, falls die Lésung selbst im Ansatzraum liegt, d.h.
u(t,x,-) = ¢;fareinie {0,..., P—1}.
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Diese sollten exakt sein, falls die Lésung selbst im Ansatzraum liegt, d.h.
u(t,x,-) =¢;fareinie {0,..., P —1}. Zum Beispiel:
® Gauss-Quadratur mit Q = P Punkten
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Wie “gut” muss man die Quadraturformel wahlen? Sei d = 1.
Bisher zwei Approximationen:

P—-1 Q o
Yo N u(tox y) ek (v widk(y) = Y (u(t x, ), di) ppic(¥)
k=0 j=1 k=0

Diese sollten exakt sein, falls die Lésung selbst im Ansatzraum liegt, d.h.
u(t,x,-) =¢;fareinie {0,..., P —1}. Zum Beispiel:
® Gauss-Quadratur mit Q = P Punkten

Problem fiir d > 1:

® Tensor-Quadraturformeln in d Dimensionen: Fir den Ansatzraum Py
(oder Q) braucht man Q = (K + 1)9 Gitterpunkte ~ zu viele!
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u(t,x,-) =¢;fareinie {0,..., P —1}. Zum Beispiel:
® Gauss-Quadratur mit Q = P Punkten

Problem fiir d > 1:

® Tensor-Quadraturformeln in d Dimensionen: Fir den Ansatzraum Py
(oder Q) braucht man Q = (K + 1)9 Gitterpunkte ~ zu viele!

m Gibt es Quadraturformeln, die deutlich weniger Gitterpunkte haben,
aber exakt sind auf Polynomraumen wie Py ?
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Wie “gut” muss man die Quadraturformel wahlen? Sei d = 1.
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Diese sollten exakt sein, falls die Lésung selbst im Ansatzraum liegt, d.h.
u(t,x,-) =¢;fareinie {0,..., P —1}. Zum Beispiel:
® Gauss-Quadratur mit Q = P Punkten

Problem fiir d > 1:

® Tensor-Quadraturformeln in d Dimensionen: Fir den Ansatzraum Py
(oder Q) braucht man Q = (K + 1)9 Gitterpunkte ~ zu viele!

m Gibt es Quadraturformeln, die deutlich weniger Gitterpunkte haben,
aber exakt sind auf Polynomraumen wie Py ?

Dinne Gitter!
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Ubersicht

Karlsruher Institut fur Technologie

@ Diinne Gitter
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Dinne Gitter - Clenshaw-Curtis ﬂ(“'
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Abbildung: Zwei-dimensionales volles Clenshaw-Curtis-Gitter; links: Knoten,
rechts: exakt integrierte Polynome (gelb)
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Wahl der Quadraturformel

Wie “gut” muss man die Quadraturformel wahlen?
Bisher zwei Approximationen:

[ee]

P-1 Q
kZO _Z;,U(tvxr}’j)‘l)k(yj)mgbk(}’) ~ Y (Ut x,-), di)pp(y)
0 /=

k=0

Diese sollten exakt sein, falls die Lésung selbst im Ansatzraum liegt, d.h.
u(t,x,-) =¢;fareinie {0,..., P—1}. Zum Beispiel:
® Gauss-Quadratur mit Q = P Punkten
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Wahl der Quadraturformel

Wie “gut” muss man die Quadraturformel wahlen?
Bisher zwei Approximationen:

[ee]

P-1 Q
kZO _Z;,U(tvxr}’j)‘l)k(yj)mgbk(}’) ~ Y (Ut x,-), di)pp(y)
0 /=

k=0

Diese sollten exakt sein, falls die Lésung selbst im Ansatzraum liegt, d.h.
u(t,x,-) =¢;fareinie {0,..., P—1}. Zum Beispiel:

® Gauss-Quadratur mit Q > P Punkten

Problem: Verwendet man diinne Gitter auf Basis von
(Gauss-)Quadraturpunkten, so wachst Q deutlich schneller als P.
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Wahl der Quadraturformel

Wie “gut” muss man die Quadraturformel wahlen?
Bisher zwei Approximationen:
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kZO _Z;,U(tvxr}’j)‘l)k(yj)mgbk(}’) ~ Y (Ut x,-), di)pp(y)
0 /=

k=0

Diese sollten exakt sein, falls die Lésung selbst im Ansatzraum liegt, d.h.
u(t,x,-) =¢;fareinie {0,..., P—1}. Zum Beispiel:

® Gauss-Quadratur mit Q > P Punkten

Problem: Verwendet man dinne Gitter auf Basis von
(Gauss-)Quadraturpunkten, so wachst Q deutlich schneller als P.

Keine Lésung: Verwendet man keine Tensor-Polynomrdume und dinne
Gitter, so ist fir d > 1 immer Q > P erfillt.
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Wahl der Quadraturformel

Wie “gut” muss man die Quadraturformel wahlen?
Bisher zwei Approximationen:

[ee]

P-1 Q
kZO _Z;,U(tvxr}’j)‘l)k(yj)mgbk(}’) ~ Y (Ut x,-), di)pp(y)
0 /=

k=0

Diese sollten exakt sein, falls die Lésung selbst im Ansatzraum liegt, d.h.
u(t,x,-) =¢;fareinie {0,..., P—1}. Zum Beispiel:

® Gauss-Quadratur mit Q > P Punkten

Problem: Verwendet man dinne Gitter auf Basis von
(Gauss-)Quadraturpunkten, so wachst Q deutlich schneller als P.

Keine Lésung: Verwendet man keine Tensor-Polynomrdume und dinne
Gitter, so ist fir d > 1 immer Q > P erfillt.
In Anwendungen: Q ist meistens um einen Faktor 3 — 10 groBer als P
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Vergleich Galerkin/Kollokation

Galerkin | Kollokation
Kopplung der Gleichungen ja nein
Anzahl det. Gleichungen P Q
Verwendung det. Léser schwierig ja
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Vergleich Galerkin/Kollokation

Galerkin | Kollokation
Kopplung der Gleichungen ja nein
Anzahl det. Gleichungen P Q
Verwendung det. Léser schwierig ja

Vorteile Galerkin
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Vergleich Galerkin/Kollokation

Galerkin | Kollokation
Kopplung der Gleichungen ja nein
Anzahl det. Gleichungen P Q
Verwendung det. Léser schwierig ja

Vorteile Galerkin

m unter Verwendung dinner Gitter ist P signifikant kleiner als Q, wenn
man fir beide Verfahren denselben Polynomraum verwendet

(geringerer Aufwand)
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Vorteile Galerkin

m unter Verwendung dinner Gitter ist P signifikant kleiner als Q, wenn
man fir beide Verfahren denselben Polynomraum verwendet

(geringerer Aufwand)

@ in der Theorie oft einfacher zu analysieren
(Ausgangspunkt schwache Formulierung)
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Vergleich Galerkin/Kollokation

Galerkin | Kollokation
Kopplung der Gleichungen ja nein
Anzahl det. Gleichungen P Q
Verwendung det. Léser schwierig ja

Vorteile Galerkin

m unter Verwendung dinner Gitter ist P signifikant kleiner als Q, wenn
man fir beide Verfahren denselben Polynomraum verwendet

(geringerer Aufwand)

@ in der Theorie oft einfacher zu analysieren
(Ausgangspunkt schwache Formulierung)

Vorteile Kollokation
® einfach

m funktioniert fir beliebige Gleichungen (solange die deterministischen
Gleichungen effizient gelést werden kénnen)
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Ubersicht

Karlsruher Institut fur Technologie

@ Lugiato-Lefever-Gleichung mit zuféalligen Parametern
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Lugiato-Lefever-Gleichung mit zufalligen AT
Parametern

Lugiato-Lefever-Gleichung (LLE)

dru(t, x,y) = d(y)iogu(t, x,y) — (1 +ig(y))u(t, x,y) + f(y)
+ilu(t,x, y)Pu(t,x,y), t>0, xeT,
u(0,x,y) = uo(x,).
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Lugiato-Lefever-Gleichung mit zufalligen AT
Parametern

Lugiato-Lefever-Gleichung (LLE)

dru(t, x,y) = d(y)iogu(t, x,y) — (1 +ig(y))u(t, x,y) + f(y)
+ilu(t,x, y)Pu(t,x,y), t>0, xeT,
u(0,x,y) = uo(x,).

periodische Randbedingungen ~~ Fourier-Kollokation in x
Fuar festes y € I': Numerische Lésung mit Splitting-Verfahren
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Lugiato-Lefever-Gleichung mit zufalligen AT
Parametern

Lugiato-Lefever-Gleichung (LLE)

owu(t, x,y) = d(y)idcu(t, x, y)
t>0, xeT,
u(0,x,y) = uo(x.y)
1. Teilproblem

periodische Randbedingungen ~~ Fourier-Kollokation in x
Fuar festes y € I': Numerische Lésung mit Splitting-Verfahren
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Lugiato-Lefever-Gleichung mit zufalligen AT
Parametern

Lugiato-Lefever-Gleichung (LLE)

oru(t, x,y) = — (1 +ig(y))u(t x,y) +1f(y)
t>0, xeT,

u(0,x,y) = ug(x,y)

2. Teilproblem

periodische Randbedingungen ~~ Fourier-Kollokation in x
Fuar festes y € I': Numerische Lésung mit Splitting-Verfahren
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Lugiato-Lefever-Gleichung mit zufalligen AT
Parametern

Lugiato-Lefever-Gleichung (LLE)

oru(t, x,y) =
+ilu(t,x, y)Pu(t,x,y), t>0, xeT,
u(0,x,y) = uo(x,y)
3. Teilproblem

periodische Randbedingungen ~~ Fourier-Kollokation in x
Fuar festes y € I': Numerische Lésung mit Splitting-Verfahren
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Lugiato-Lefever-Gleichung mit zufalligen AT
Parametern

Lugiato-Lefever-Gleichung (LLE)

dru(t, x,y) = d(y)iogu(t, x,y) — (1 +ig(y))u(t, x,y) + f(y)
+ilu(t,x, y)Pu(t,x,y), t>0, xeT,
u(0,x,y) = ug(x,y)

periodische Randbedingungen ~~ Fourier-Kollokation in x
Fuar festes y € I': Numerische Lésung mit Splitting-Verfahren

m stationare Gleichung: Forschungsgegenstand in SFB-Projekt B3
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Lugiato-Lefever-Gleichung mit zufalligen AT
Parametern

Lugiato-Lefever-Gleichung (LLE)

dru(t, x,y) = d(y)iogu(t, x,y) — (1 +ig(y))u(t, x,y) + f(y)
+ilu(t,x, y)Pu(t,x,y), t>0, xeT,
u(0,x,y) = ug(x,y)

periodische Randbedingungen ~~ Fourier-Kollokation in x
Fuar festes y € I': Numerische Lésung mit Splitting-Verfahren

m stationare Gleichung: Forschungsgegenstand in SFB-Projekt B3
a Beschreibung von Frequenzkdmmen
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Lugiato-Lefever-Gleichung mit zufalligen AT
Parametern

Lugiato-Lefever-Gleichung (LLE)

dru(t, x,y) = d(y)iogu(t, x,y) — (1 +ig(y))u(t, x,y) + f(y)
+ilu(t,x, y)Pu(t,x,y), t>0, xeT,
u(0,x,y) = ug(x,y)

periodische Randbedingungen ~~ Fourier-Kollokation in x

Fuar festes y € I': Numerische Lésung mit Splitting-Verfahren

m stationare Gleichung: Forschungsgegenstand in SFB-Projekt B3
a Beschreibung von Frequenzkdmmen

m (stabile) Konfigurationen stark abhangig von der Konstellation der
Parameter d, ¢ und f
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Galerkin-collocation splitting (GCS) fiir die AT
stochastische Lugiato-Lefever-Gleichung

dru(t, x,y) = d(y)iogu(t, x,y) — (1 +ig(y))u(t, x,y) + f(y)
+ilu(t, x,y)Pu(t,x,y), t>0, xeT,
u(0,x,y) = ug(x,y).

Kombiniertes Verfahren zur Approximation der Lésung
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Galerkin-collocation splitting (GCS) fiir die AT
stochastische Lug iato-Lefever-Gleichu ng
du(t, x,y) = d(y)ioku(t, x, y)

u(0,x,y) = ug(x,y).

Kombiniertes Verfahren zur Approximation der Lésung
m 1. Teilproblem: stochastisches Galerkin-Verfahren
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Galerkin-collocation splitting (GCS) fiir die AT
stochastische Lugiato-Lefever-Gleichung

oru(t, x,y) = —(1+ig(y))u(t, x,y) +£(y)
t>0, xeT,
u(0,x,y) = ug(x,y).

Kombiniertes Verfahren zur Approximation der Lésung
m 1. Teilproblem: stochastisches Galerkin-Verfahren
m 2. Teilproblem: stochastisches Galerkin-Verfahren
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Galerkin-collocation splitting (GCS) fur die
stochastische Lugiato-Lefever-Gleichung

dru(t, x,y) =
+ilu(t, x, y)Pu(t,x,y), t>0,
u(0,x,y) = uo(x. ).

Kombiniertes Verfahren zur Approximation der Lésung
m 1. Teilproblem: stochastisches Galerkin-Verfahren

m 2. Teilproblem: stochastisches Galerkin-Verfahren

m 3. Teilproblem: stochastisches Kollokationsverfahren
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Galerkin-collocation splitting (GCS) fur die AT
stochastische Lugiato-Lefever-Gleichung

dru(t, x,y) = d(y)iogu(t, x,y) — (1 +ig(y))u(t, x,y) + f(y)
+ilu(t, x,y)Pu(t,x,y), t>0, xeT,
u(0,x,y) = ug(x,y).

Kombiniertes Verfahren zur Approximation der Lésung
m 1. Teilproblem: stochastisches Galerkin-Verfahren

m 2. Teilproblem: stochastisches Galerkin-Verfahren

m 3. Teilproblem: stochastisches Kollokationsverfahren

Die Galerkin-Matrizen sind nicht raumabhangig und kdnnen daher leicht
diagonalisiert werden (einmalige Spektralzerlegung zu Beginn der
Zeitintegration) ~~ Folgerung: entkoppelte Galerkin-Systeme
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Ergebnisse des neuen Verfahrens

Karlsruher Institut fur Technologie

Monte Carlo-Referenzlésung

100 3 = T 1
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max. Totalgrad des Ansatzraums K max. Totalgrad des Ansatzraums K
(a) L3(T') @ L2(T)-Fehler (b) Laufzeit

Abbildung: Vergleich von GCS- und Kollokationsverfahren bei selbem
Ansatzraum Py, d = 2, Yy, Yo ~U(—1,1) uiv, dinne GauB-Legendre-Gitter
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Schwierigkeiten ﬂ(".

Problem

Fehleranalyse des deterministischen Splitting-Verfahrens (Jahnke, Mikl,
Schnaubelt) nicht verwendbar

Problem

a Nichtlinearitat ist nicht komplex differenzierbar.
Bekannte Resultate Uber analytische Abhangigkeit von y greifen nicht.
@ Wohlgestelltheit:

®u Nichtlinearitat bildet L3(T') nicht nach sich selbst ab
a unbeschrankter Operator

H?(T) @ HS(T) — L3(T) @ HS(T),  u(x,y) — d(y)idku(x, y)
erzeugt fur s > 0 keine Halbgruppe mehr

Lésungsansatz: “Parametrische” Version der deterministischen
Wohlgestelltheitsresultate

11.10.2018  Benny Stein - Crashkurs Uncertainty Quantification (UQ)



2

Problem
Unangenehme Kopplung von x und y in Teilproblem 1:

ut(tx,y) = eld()idg u(t,x,y)
dyut(t,x,y) = tdyd(y)iddut +e®ViEg u(t x, y)

2ut(t, x,y) = e’d(y)iaﬁa)z(u*(t, X, y)

~+ L&sung sollte doppelt so viele x-Ableitungen wie y-Ableitungen haben
Stabilitat?
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L[kt [2[3[4][5[ 6] 7 [ 8 |
6 [ 10 |15 21 | 28 | 36 | 45

3
Q 5 13 | 29 | 54 | 90 139 | 203 284
P/Q]0.60|0.46|0.340.28| 0.24 | 0.20 | 0.18 | 0.16

P 6 21 | 56 | 126 | 252 | 462 | 792 | 1287
Q 11 | 61 | 241 | 785 | 2239 | 5761 | 13657 | 30267
P/Q]0.55]0.34|0.230.16| 0.11 | 0.083 | 0.061 | 0.045

Tabelle: Vergleich von P and Q fir Gauss Quadratur, P = dim(Pk)

d=5|d=2
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Berechnung der Skalarprodukte
@ Entweder: Verwende direkt Quadraturformeln

w Oder: a(y) ~ L7 &i¢j(y) und f(x, y) ~ L0 (x)d;(y)

~ (F(x,y), ¢ily Z () (95 (y), 9i(¥))p = Fi(x)
\—57_/
~ (a(y)¢(y) Z (6 (V) pk(¥), $i(¥))p

tabelliert fir tbliche (47[)56],\]0
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Volle und dinne Gitter ﬂ("'

Quadratur auf Tensorgittern

Firf: T —Rundm= (my,..., my) € NY sei
(1) (d) C WM (@) (d)
(th®"’®de)(f):j2:1“'jz1wj1 Wy f(yh """ Yig )
1= d=

Quadratur auf diinnen Gittern

Q= L (nrem(, 47N e s ol

mEI(

mitZ, = {m € N9 | /41 < |m|; </ + d}. Diese Quadraturformel ist
exakt fur alle Polynome, fur die irgendeine der beteiligten
Tensor-Quadraturformeln exakt ist.
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Abbildung: Logarithm of the Fourier modes of Eugcs(T)
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(a) |uscs(t, x, yM)], yV) = (0.6, -0.8)
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(b) |uscs(t, x, y®))|, y® = (0.45,0.7)
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