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Motivation

1 11.10.2018 Bernhard Maier

Suche u : [0,T ]→ X:

Linear: 1
c2u
′′ −∆u = 0 (c > 0)

Quasilinear: (u+ λu3)′′ −∆u = 0 (λ ∈ R)

auf [0,T ]×Ω

Rand- und Anfangswerte:
u(t,x) = 0, (t,x) ∈ [0,T ]× ∂Ω,
u(0,x) = u0(x), x ∈ Ω,
u′(0,x) = ut,0(x), x ∈ Ω
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Quasilineare Wellengleichung
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Suche u : [0,T ]→ X:

(u+ λu3)′′ −∆u = 0 (λ ∈ R)

auf [0,T ]×Ω

Forme Zeitableitung um

(u+ λu3)′′ = u′′ + λ(u3)′′

= u′′ + 3λ(u2u′)′

= u′′ + 3λ(u2u′′ + 6λuu′u′)
= (1 + 3λu2)u′′ + (6λuu′)u′

Suche u : [0,T ]→ X:

∗ u′′ + ∗ u′ + ∗ u = 0

auf [0,T ]×Ω
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(u+ λu3)′′ −∆u = 0 (λ ∈ R)
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= u′′ + 3λ(u2u′)′
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Suche u : [0,T ]→ X:

(u+ λu3)′′ −∆u = 0 (λ ∈ R)

auf [0,T ]×Ω
Forme Zeitableitung um

(u+ λu3)′′ = u′′ + λ(u3)′′

= u′′ + 3λ(u2u′)′

= u′′ + 3λ(u2u′′ + 6λuu′u′)
= (1 + 3λu2)u′′ + (6λuu′)u′

Suche u : [0,T ]→ X:

γ(u)u′′ +
[
Γ(u)u′

]
u′ −∆u = 0

auf [0,T ]×Ω
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Suche u : [0,T ]→ X:

γ(u)u′′ +
[
Γ(u)u′

]
u′ −∆u = 0

auf [0,T ]×Ω
Funktionenräume

X = X0 = L2(Ω)

X1 = H1
0 (Ω)

X2 = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

X3 = {u ∈ H3(Ω) ∩H1
0 (Ω)|∆u ∈ H1

0 (Ω)}
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Annahmen für Wohlgestelltheit
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Für alle y ∈ BX2(0,R):

(PD) γ(y) positiv definit (Lγ) γ(y) Lipschitz
(Lγi) γ(y)−1 Lipschitz (G) ran(Id−γ(y)−1 ∆) = X

Für alle y ∈ BX3×X2(0, r):

(LΓ) Γ(y1)y2 Lipschitz

Für alle y ∈ BX2×X1(0,R) ∩BX3×X2(0, r):

(CC)
[
∆, γ(y1)

−1
]
stetig,

[
∆, γ(y1)

−1 [Γ(y1)y2]
]
∆−1 stetig

γ(u)u′′ +
[
Γ(u)u′

]
u′ −∆u = 0



Annahmen für Wohlgestelltheit

7 11.10.2018 Bernhard Maier

Für alle y ∈ BX2(0,R):

(PD) γ(y) positiv definit (Lγ) γ(y) Lipschitz
(Lγi) γ(y)−1 Lipschitz (G) ran(Id−γ(y)−1 ∆) = X

Für alle y ∈ BX3×X2(0, r):

(LΓ) Γ(y1)y2 Lipschitz

Für alle y ∈ BX2×X1(0,R) ∩BX3×X2(0, r):

(CC)
[
∆, γ(y1)

−1
]
stetig,

[
∆, γ(y1)

−1 [Γ(y1)y2]
]
∆−1 stetig

u′′ + γ(u)−1 [Γ(u)u′]u′ − γ(u)−1 ∆u = 0
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Wohlgestelltheit der quasilinearen Wellengleichung1

Für Ω ⊂ R3 C3-Gebiet, R, r > 0 und

(u0,ut,0) ∈ BX2×X1(0, R̃) ∩BX3×X2(0, r̃)

existiert

u ∈ C([0,T ],X3) ∩C1([0,T ],X2) ∩C2([0,T ],X1)

mit T = T (r,R) > 0

Resultat kann vermutlich auf Quader erweitert werden

1Müller 2014.
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1. Ordnung Formulierung
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Suche u : [0,T ]→ X1, sodass für alle ψ ∈ X1:(
γ(u)u′′ | ψ

)
0 +

([
Γ(u)u′

]
u′ | ψ

)
0 + (∇u | ∇ψ)0 = 0

Definiere Bilinearformen

m[u](ϕ,ψ) = (γ(u)ϕ | ψ)0
b[u,w](ϕ,ψ) = ([Γ(u)w]ϕ | ψ)0

a(ϕ,ψ) = (∇ϕ | ∇ψ)0

(PD)+(Lγ) ⇒ m[u] ist für alle u ∈ BX2(0,R) Skalarprodukt auf X ×X
(LΓ) ⇒ b[u,w] ist für (u,w) ∈ BX3×X2(0, r) monoton und beschränkt
a ist Skalarprodukt auf X1 ×X1



1. Ordnung Formulierung
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Suche u : [0,T ]→ X1, sodass für alle ψ ∈ X1:

m[u](u′′,ψ) + b[u,u′](u′,ψ) + a(u,ψ) = 0

Definiere Bilinearformen

m[u](ϕ,ψ) = (γ(u)ϕ | ψ)0
b[u,w](ϕ,ψ) = ([Γ(u)w]ϕ | ψ)0

a(ϕ,ψ) = (∇ϕ | ∇ψ)0

(PD)+(Lγ) ⇒ m[u] ist für alle u ∈ BX2(0,R) Skalarprodukt auf X ×X
(LΓ) ⇒ b[u,w] ist für (u,w) ∈ BX3×X2(0, r) monoton und beschränkt
a ist Skalarprodukt auf X1 ×X1



1. Ordnung Formulierung
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Definiere Operatoren

A[u] = −γ(u)−1 ∆ B[u,w] = γ(u)−1 [Γ(u)w]

Es folgt

m[u](ϕ,ψ) = (γ(u)ϕ | ψ)0
b[u,w](ϕ,ψ) = ([Γ(u)w]ϕ | ψ)0

a(ϕ,ψ) = (∇ϕ | ∇ψ)0

Suche u : [0,T ]→ X1:

u′′ + γ(u)−1 [Γ(u)u′]u′ − γ(u)−1 ∆u = 0
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Definiere Operatoren

A[u] = −γ(u)−1 ∆ B[u,w] = γ(u)−1 [Γ(u)w]
Es folgt

m[u](ϕ,ψ) = (γ(u)ϕ | ψ)0
b[u,w](ϕ,ψ) = ([Γ(u)w]ϕ | ψ)0 = m[u](B[u,w]ϕ,ψ)

a(ϕ,ψ) = (∇ϕ | ∇ψ)0 = m[u](A[u]ϕ,ψ)

Suche u : [0,T ]→ X1:

u′′ + B[u,u′]u′ + A[u]u = 0



1. Ordnung Formulierung
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Definiere Operatoren

A[u] = −γ(u)−1 ∆ B[u,w] = γ(u)−1 [Γ(u)w]
Es folgt

m[u](ϕ,ψ) = (γ(u)ϕ | ψ)0
b[u,w](ϕ,ψ) = ([Γ(u)w]ϕ | ψ)0 = m[u](B[u,w]ϕ,ψ)

a(ϕ,ψ) = (∇ϕ | ∇ψ)0 = m[u](A[u]ϕ,ψ)

Suche u,w : [0,T ]→ X1:(
u
w

)′
+

(
0 − Id

A[u] B[u,w]

)(
u
w

)
= 0,

mit Skalarprodukt “a,m[u]”
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Diskrete Funktionenräume
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Standard-Finite Elemente

X̂ = (Pk(T̂ ), ‖·‖L2(Ω)) ⊂ L
2(Ω) = X

X̂1 = (Pk(T̂ ), ‖·‖H1
0 (Ω)) ⊂ H

1
0 (Ω) = X1

Ähnliche Definiton für X̂2, X̂3 nicht möglich, da Pk 6⊂ H2(Ω)



Diskrete Funktionenräume

13 11.10.2018 Bernhard Maier

Standard Finite Elemente

X̂ = (Pk(T̂ ), ‖·‖L2(Ω)) ⊂ L
2(Ω) = X

X̂1 = (Pk(T̂ ), ‖·‖H1
0 (Ω)) ⊂ H

1
0 (Ω) = X1

Ähnliche Definiton für X̂2, X̂3 nicht möglich, da Pk 6⊂ H2(Ω)

Ausweg: H3(Ω)-konforme Finite Elemente2

2Hu and Zhang 2015, (auf Rechtecksgitter).



Diskrete Funktionenräume
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Ausweg: H3(Ω)-konforme Finite Elemente
Definiere für k ≥ 3 stückweisen Polynomraum Vk = Qk(T̂ ) ∩H3(Ω)

X̂ = (Vk(T̂ ), ‖·‖X) ⊂ L2(Ω) = X

X̂1 = (Vk(T̂ ), ‖·‖X1) ⊂ H1
0 (Ω) = X1

X̂2 = (Vk(T̂ ), ‖·‖X2) ⊂ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) = X2

X̂3 = (Vk(T̂ ), ‖·‖X3) ⊂ {u ∈ H3(Ω) ∩H1
0 (Ω)|∆u ∈ H1

0 (Ω)} = X3

Interpolation Ih : Hr(Ω)→ V(T̂ ) (r ≥ k) mit Konvergenzordnung

‖(Id− Ih)u‖Hi(Ω) ≤ Ch
min(k+1,r)−i‖u‖Hr(Ω) (i ≤ k)

Konstruktion der Basisfunktionen und Interpolation kompliziert
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Ortsdiskretisierung
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Suche u : [0,T ]→ X1, sodass für alle ψ ∈ X1:
m[u](u′′,ψ) + b[u,u′](u′,ψ) + a(u,ψ) = 0

Suche û : [0,T ]→ X̂1, sodass für alle ŵ ∈ X̂1:

m̂[û](û′′, ŵ) + b̂[û, û′](û′, ŵ) + â(û, ŵ) = 0
mit

m̂[û](ϕ̂, ψ̂) ≈ m[u](ϕ̂, ψ̂)
b̂[û, ŵ](ϕ̂, ψ̂) ≈ b[u,w](ϕ̂, ψ̂)

â(ϕ̂, ψ̂) ≈ a(ϕ̂, ψ̂)



Ortsdiskretisierung
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Suche û : [0,T ]→ X̂1, sodass für alle ŵ ∈ X̂1:

m̂[û](û′′, ŵ) + b̂[û, û′](û′, ŵ) + â(û, ŵ) = 0

mit

m̂[û](ϕ̂, ψ̂) =
(
γ̂(û)ϕ̂ | ψ̂

)
0

, γ̂(û) = Ih γ(û)

b̂[û, ŵ](ϕ̂, ψ̂) =
([

Γ̂(û)ŵ
]
ϕ̂ | ψ̂

)
0

,
[
Γ̂(û)ŵ

]
= Ih [Γ(û)ŵ]

â(ϕ̂, ψ̂) = a(ϕ̂, ψ̂)

m̂[û] ist für alle û ∈ B
X̂2(Ω)

(0,Rd) Skalarprodukt auf X̂ × X̂

b̂[û, û′] ist für (û, û′) ∈ B
X̂3×X̂2(0, rd) monoton und beschränkt

â ist Skalarprodukt auf X̂1 × X̂1



1. Ordnung Formulierung
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Definiere Operatoren Â[û], B̂[û, ŵ] : X̂1 → X̂1:

b̂[û, ŵ](ϕ̂, ψ̂) = m̂[û](B̂[û, ŵ]ϕ̂, ψ̂)
â(ϕ̂, ψ̂) = m̂[û](Â[û]ϕ̂, ψ̂)

Suche û : [0,T ]→ X̂1:

û′′ + B̂[û, û′]û′ + Â[û]û = 0

Suche û, ŵ : [0,T ]→ X̂1:(
û
ŵ

)′
+

(
0 − Id

Â[û] B̂[û, ŵ]

)(
û
ŵ

)
= 0,

mit Skalarprodukt “â, m̂[û]” shortcut
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Vorbereitung für unified error analysis4
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Orthogonalprojektionen Πu, Πw[û,u] : X1 → X̂1:

â(Πu ϕ, ψ̂) = a(ϕ, ψ̂)
m̂[û](Πw[û,u]ϕ, ψ̂) = m[u](ϕ, ψ̂)

Ziel: Beschränke Diskretisierungsfehler ê =
(

Πu u− û
Ih w− ŵ

)

3Hipp, Hochbruck, and Stohrer 2018.



Diskretisierungsfehler
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Diskretisierungsfehler ê =
(

Πu u− û
Ih w− ŵ

)
erfüllt:

ê′+

(
0 − Id

Â[û] B̂[û, ŵ]

)
ê =

(
Πu u
Ih w

)′
+

(
0 − Id

Â[û] B̂[û, ŵ]

)(
Πu u
Ih w

)
=

(
δ1
δ2

)
δ1 = Πu u

′ − Ih w

w=u′
= (Πu− Ih)u′

δ2 = Ih w′ + Â[û]Πu u+ B̂[û, ŵ] Ih w

= (Ih−Πw[û,u])w′ + (Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u

+ (B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w

shortcut

(
û
ŵ

)′
+

(
0 − Id

Â[û] B̂[û, ŵ]

)(
û
ŵ

)
= 0
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Diskretisierungsfehler ê =
(

Πu u− û
Ih w− ŵ

)
erfüllt:

ê′+

(
0 − Id

Â[û] B̂[û, ŵ]

)
ê =

(
Πu u
Ih w

)′
+

(
0 − Id

Â[û] B̂[û, ŵ]

)(
Πu u
Ih w

)
=

(
δ1
δ2

)
δ1 = Πu u

′ − Ih w
w=u′
= (Πu− Ih)u′

δ2 = Ih w′ + Â[û]Πu u+ B̂[û, ŵ] Ih w
= (Ih−Πw[û,u])w′ + (Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u

+ (B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w

Πw[û,u](w′ −A[u]u−B[u,w]w) = 0
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Diskretisierungsfehler ê =
(

Πu u− û
Ih w− ŵ

)
erfüllt:

ê′+

(
0 − Id

Â[û] B̂[û, ŵ]

)
ê =

(
Πu u
Ih w

)′
+

(
0 − Id

Â[û] B̂[û, ŵ]

)
︸ ︷︷ ︸

=Ŝ

(
Πu u
Ih w

)
=

(
δ1
δ2

)

Variation der Konstanten:

‖ê(t)‖â,m̂[û] ≤ ‖e
−t̂Sê(0)‖â,m̂[û] +

∫ t

0
‖e−(t−s)Ŝδ(s)‖â,m̂[û] ds

≤ eβt‖ê(0)‖â,m̂[û] + eβt
∫ t

0
e−βs‖δ(s)‖â,m̂[û] ds

≤ eβt‖ê(0)‖â,m̂[û] + eβt
∫ t

0
‖δ(s)‖â,m̂[û] ds
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Diskretisierungsfehler ê =
(

Πu u− û
Ih w− ŵ

)
erfüllt:

ê′+

(
0 − Id

Â[û] B̂[û, ŵ]

)
ê =

(
Πu u
Ih w

)′
+

(
0 − Id

Â[û] B̂[û, ŵ]

)
︸ ︷︷ ︸

=Ŝ

(
Πu u
Ih w

)
=

(
δ1
δ2

)

Variation der Konstanten:

‖ê(t)‖â,m̂[û] ≤ e
βt‖ê(0)‖â,m̂[û] + eβt

∫ t

0
‖δ(s)‖â,m̂[û] ds

δ1 = (Πu− Ih)u′

δ2 = (Ih−Πw[û,u])w′ + (Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u

+ (B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w



Diskretisierungsfehler
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(Πu û− Ih)u′:

â((Πu û− Ih)u′, ϕ̂) = a(u′, ϕ̂)− â(Ih u′, ϕ̂)
= a((Id− Ih)u′, ϕ̂) + a(Ih u′, ϕ̂)− â(Ih u′, ϕ̂)

(Ih−Πw[û,u])w′:

m̂[û]((Ih−Πw[û,u])w′, ψ̂) = m̂[û](Ih w′, ψ̂)−m[u](w′, ψ̂)
= m̂[û](Ih w′, ψ̂)−m[u](Ih w′, ψ̂) +m[u]((Ih− Id)w′, ψ̂)

â(Πu ϕ, ψ̂) = a(ϕ, ψ̂)
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â((Πu û− Ih)u′, ϕ̂) = a(u′, ϕ̂)− â(Ih u′, ϕ̂)
= a((Id− Ih)u′, ϕ̂) + a(Ih u′, ϕ̂)− â(Ih u′, ϕ̂)

(Ih−Πw[û,u])w′:

m̂[û]((Ih−Πw[û,u])w′, ψ̂) = m̂[û](Ih w′, ψ̂)−m[u](w′, ψ̂)
= m̂[û](Ih w′, ψ̂)−m[u](Ih w′, ψ̂) +m[u]((Ih− Id)w′, ψ̂)

m̂[û](Πw[û,u]ϕ, ψ̂) = m[u](ϕ, ψ̂)
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(Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u:

m̂[û]((Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u, ψ̂) = â(Πu u, ψ̂)−m[u](A[u]u, ψ̂)

= a(u, ψ̂)− a(u, ψ̂) = 0

(B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w:

m̂[û]((B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w, ψ̂)
= b̂[û, ŵ](Ih w, ψ̂)−m[u](B[u,w]w, ψ̂)

= b̂[û, ŵ](Ih w, ψ̂)− b[u,w](Ih w, ψ̂) + b[u,w]((Ih− Id)w, ψ̂)

â(ϕ̂, ψ̂) = m̂[û](Â[û]ϕ̂, ψ̂)
m̂[û](Πw[û,u]ϕ, ψ̂) = m[u](ϕ, ψ̂)
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(Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u:

m̂[û]((Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u, ψ̂) = â(Πu u, ψ̂)−m[u](A[u]u, ψ̂)
= a(u, ψ̂)− a(u, ψ̂) = 0

(B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w:

m̂[û]((B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w, ψ̂)
= b̂[û, ŵ](Ih w, ψ̂)−m[u](B[u,w]w, ψ̂)

= b̂[û, ŵ](Ih w, ψ̂)− b[u,w](Ih w, ψ̂) + b[u,w]((Ih− Id)w, ψ̂)

â(Πu ϕ, ψ̂) = a(ϕ, ψ̂)
a(ϕ,ψ) = m[u](A[u]ϕ,ψ)



Diskretisierungsfehler
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(Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u:

m̂[û]((Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u, ψ̂) = â(Πu u, ψ̂)−m[u](A[u]u, ψ̂)
= a(u, ψ̂)− a(u, ψ̂) = 0

(B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w:

m̂[û]((B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w, ψ̂)
= b̂[û, ŵ](Ih w, ψ̂)−m[u](B[u,w]w, ψ̂)

= b̂[û, ŵ](Ih w, ψ̂)− b[u,w](Ih w, ψ̂) + b[u,w]((Ih− Id)w, ψ̂)

b̂[û, ŵ](ϕ̂, ψ̂) = m̂[û](B̂[û, ŵ]ϕ̂, ψ̂)
m̂[û](Πw[û,u]ϕ, ψ̂) = m[u](ϕ, ψ̂)



Diskretisierungsfehler
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(Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u:

m̂[û]((Â[û]Πu−Πw[û,u]A[u])u, ψ̂) = â(Πu u, ψ̂)−m[u](A[u]u, ψ̂)
= a(u, ψ̂)− a(u, ψ̂) = 0

(B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w:

m̂[û]((B̂[û, ŵ] Ih−Πw[û,u]B[u,w])w, ψ̂)
= b̂[û, ŵ](Ih w, ψ̂)−m[u](B[u,w]w, ψ̂)
= b̂[û, ŵ](Ih w, ψ̂)− b[u,w](Ih w, ψ̂) + b[u,w]((Ih− Id)w, ψ̂)

b[u,w](ϕ,ψ) = m[u](B[u,w]ϕ,ψ)



Diskretisierungsfehler
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Diskretisierungsfehler ê erfüllt:

‖ê(t)‖â,m̂[û] ≤ e
βt‖ê(0)‖â,m̂[û] + eβt

∫ t

0
‖δ(s)‖â,m̂[û] ds

mit

‖δ1‖â = sup
‖ϕ̂‖̂

a
=1

(
a((Id− Ih)u′, ϕ̂) + a(Ih u′, ϕ̂)− â(Ih u′, ϕ̂)

)

‖δ2‖m̂[û] = sup
‖ψ̂‖

m̂[û]
=1

(
m̂[û](Ih w′, ψ̂)−m[u](Ih w′, ψ̂)

+m[u]((Ih− Id)w′, ψ̂) + b[u,w]((Ih− Id)w, ψ̂)

+ b̂[û, ŵ](Ih w, ψ̂)− b[u,w](Ih w, ψ̂)
)



Diskretisierungsfehler
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Diskretisierungsfehler ê erfüllt:

‖ê(t)‖â,m̂[û] ≤ e
βt‖ê(0)‖â,m̂[û] + eβt

∫ t

0
‖δ(s)‖â,m̂[û] ds

mit

‖δ1‖â = |(Id− Ih)u′|1

‖δ2‖m̂[û] ≤C
(
‖(γ̂(û)− γ(u)) Ih w′‖0
+ ‖γ(u)(Ih− Id)w′‖0 + ‖[Γ(u)w] (Ih− Id)w‖0
+ ‖(

[
Γ̂(û)ŵ

]
− [Γ(u)w]) Ih w‖0

)



Diskretisierungsfehler
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Diskretisierungsfehler ê erfüllt:

‖ê(t)‖â,m̂[û] ≤ e
βt‖ê(0)‖â,m̂[û] + eβt

∫ t

0
‖δ(s)‖â,m̂[û] ds

mit

‖δ1‖â = ‖(Id− Ih)u′‖1

‖δ2‖m̂[û] ≤C(‖w‖, ‖w
′‖)‖ê‖â,m̂[û] +C‖∗(Ih− Id)∗‖∗

Gronwall liefert

‖ê(t)‖â,m̂[û]≤e
(C(‖w‖,‖w′‖)+β)t

(
‖ê(0)‖â,m̂[û] + t sup

t∈[0,T ]
C‖∗(Ih− Id)∗‖∗

)



Offene Fragen
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Wohlgestelltheit auf Quadern?
Wohlgestelltheit für Standard-FE/dG? In welchen Räumen?
Ähnliche Abschätzung für Standard-FE/dG?
Volldiskretisierung?
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