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Motivation ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of

Lineare Wellengleichung
q" =Aq+ Gq (WG)

mit (zunachst) linearem Operator G

System erster Ordnung

;|01 00 o | q
U—[Ao}u%—{GO}U—Au—I—Bu, u-[q,

im Hilbertraum L2 x H™1

Unter Finite Energie Bedingung bisher (Simone)
m diskretisierte Version von (WG) und G unabhéngig von h beschrankt
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1. Einfiihrung

2. Splitting Methoden und trigonometrische Integratoren

3. Erweiterungen

4. Ausblick
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Hochoszillatorische Probleme

Klasse der bisher betrachteten Probleme

q' = -0%q+ Gg, t>0
q(0) =qo. q'(0) = qp

Annahmen

m ||Q| beliebig groB (—? Raumdiskretisierung von A)

10.10.2018 Benjamin Dérich
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Hochoszillatorische Probleme

Klasse der bisher betrachteten Probleme

q' = -0%q+ Gg, t>0
q(0) =qo. q'(0) = qp

Annahmen

m ||Q| beliebig groB (—? Raumdiskretisierung von A)

nicht-steife Fehleranalyse braucht:

1O, g% < €, fir ein k> 1

Frage: Was bedeutet hier hochoszillatorisch?

10.10.2018 Benjamin Dérich
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What does highly oscillatory mean? ﬂ(IT

Eigenwertzerlegung von ()
Eigenwerte w1 < --- < wy, Eigenvektoren vy, ..., vy

Fir G =0: ¢" = -0%q

N
q(t) = (ajcos(wjt) + Bisin(wjt)) vj
=1
N
1

10%q()|2 = 3" wPk (o2 + 57)
j=
d IR ~ 3 (a7 +57)

j=1

~

hochosz. = langsames Abklingen von (a); und (f;); — verwende nur k =1
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Hochoszillatorische Probleme ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of

Klasse der bisher betrachteten Probleme

q' = -0%q+ Gg, t>0
q(0) =qo. q'(0) = qp

Annahmen

u ||Q)| beliebig groB (Raumdiskretisierung von A)
a Finite Energie Bedingung :

1Qq(t)|2+ld'(t)|> < K3 0<t<T,
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Splitting Methoden AT

System erster Ordnung
v = Au+ Bu

Strang Splitting
Upy1 = er/zBeTAeT/QBun

Localer Fehler
lun — u(tr)|| = O(3),

falls [A, [A, B]] auf D(A) beschrankt ~ (( 2G> beschrankt

0%G + GO?)

Jahnke, Lubich, 2000

Kommutator [F, G] = FG — GF A:{_?)2 (l)],B:{O 0]
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Splitting Methoden AT
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Unter Finite Energie Bedingung

m Lokaler Fehler zerfillt in Summe aus Termen von O(72) und O(73)
m Klassisches Lady Windermere Argument funktioniert nicht

a Nutzen Ausléschungen im globalen Fehler aus

Idee
Gemittelte Gleichung B
o' = Au+ Bu

mit geschickt gewahltem B, um darauf Strang Splitting anzuwenden

Buchholz, Gauckler, Grimm, Hochbruck, Jahnke, 2017
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Warum muss die Gleichung modifiziert werden?

System erster Ordnung

;L 0o 00 . | q
U—[_Q2 0 u—+ G 0 u=Au+ Bu, u= J
mit Norm [Ju||? == ||q||> + [|Q1¢/||> — A schiefsymmetrisch

Variation der Konstanten Formel

U(trin) = eAu(ty) + / T ABy(t, + 5) ds
0

ta_ [ cos(tQ) Q7 lsin(tQ)
¢ _{—Qsin(tﬂ) cos(tQ)) ]
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Warum muss die Gleichung modifiziert werden?

Variation der Konstanten Formel

u(tni1) = e u(ty) +/ ™ ABu(t, + 5) ds
0
ta_ [ cos(tQ)) Q7 lsin(tQ)
€ T —Qsin(tQ)  cos(tQ)

Expliziter trigonometrischer Integrator (Deuflhard, 1979)

A ] 1 O~ 1sin (1Q) Gg,
=€ Vn 27 cos(7Q)) Ggn + Gqnt1

dn+1
Vn+1

Problem: )
Lokaler Fehler O(73) — Schranken fiir % e(™=5ABu(t, + 5) ~ O%q(t, +5)

10.10.2018 Benjamin Dérich



Warum muss die Gleichung modifiziert werden?

Variation der Konstanten Formel
-,
u(tny1) = eu(ty) +/ e™5ABu(t, + s) ds
0
oA _ cos(tQ) O~ Lsin(tQ)
| —Qsin(tQ)  cos(tQ))

Gefilterter trigonometrischer Integrator (Hairer, Lubich, Wanner, GNI)
[ Gnt1 } _ A [ an } . Q~tsin (Q) G,
Vn+1 Vn

. G=YG®D
cos(7Q)) Ggn + Gqny1

Y =9(rQ)), ® = ¢(7Q)
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Was tun Filter? ﬂ(IT

Globaler Fehler enthalt Terme

N N
Fehler = ™ 6, — > M6, 6 =0O(7?)
k=0 k=0

iw Eigenwert von A

Standard-Splitting
Ordnung Reduktion, falls 7w = 2n¢, £ € Z

10 10.10.2018 Benjamin Dérich



Was tun Filter? ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of

Globaler Fehler enthalt Terme

N N
Fehler = ™ 6, — > M6, 6 =0O(7?)
k=0 k=0

iw Eigenwert von A

Standard-Splitting
Ordnung Reduktion, falls 7w = 2n¢, £ € Z

Gefiltertes Splitting &, = iwtp(Tw) d mit o = O(73)

N
Fehler = Z e (iwip (Tw)) Ok
k=0

— partielle Summation

10 10.10.2018 Benjamin Dérich



AT

Karlsruhe Institute of

Was tun Filter?

partielle Summation
L[~ ~
= (5k+1 - 5k)

N k
Fehler ~ Z (Z ekime (inuz/;(rw)))
O(r3)

|

k=0 \n=0
-
* * '
1 * 4kl % ekiTew (’.Tww(n"))
| \ Tw = 0.6m

0 EE 3 * =Ik *
11 = *\*_,*’* N ¥(x) = 1 (kein Filter)

* * Twip(Tw) ~ ™ — 1
2 Re

-2 -1 0 1 2
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Was tun Filter? AT

partielle Summation

N k
Fehler ~ Z (Z ekiTw (iTu)’(/)(TW))) % (5~k+1 — gk)

k=0 \n=0 | —
O(73)
)4 E
14 - ekiTw (iTwi(Tw))
01 ,L/ {.}k \‘* Tw = 1971
* #
1 ****,*** ¥(x) = 1 (kein Filter)
Twip(Tw) ~ ™ — 1
2 Re

2 -1 0 1 2
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Was tun Filter?

partielle Summation

N k
Fehler ~ Z (Z kit (iTw,/J(Tw))) % (gk+1 — gk) = 0O(7?)

k=0 \n=0 %,3_/
o o(r3)

L E

1+ P ekt (itwip(Tw))

0 C, ; 7w = 1.987
1! \\\__/ 1(x) = 1 (kein Filter)

Twip(Tw) ~ ™ — 1

2 Re

2 -1 0 1 2
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Gefiltert vs ungefiltert

Fehler in g g(q) = sinc(q)
ohne Filter mit Filter

LN 1 s s o 1 B e B MR L 1 s o I T B R B AN
1073 2 10731
10~ 1 108
10—9 \/T\/Hm\ Lol Lol 1 -9 Lol Lol Lol

10~* 107% 1072 107! " 107* 1073 1072 107!
Referenzgerade 7, 72
| =528, [|Q)f = 26309,

Simulationen von Simone Buchholz
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3. Erweiterungen
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Hochoszillatorische Probleme ﬂ(IT
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Klasse der bisher betrachteten Probleme

q' = -0%q+ Gg, t>0
q(0) =qo. q'(0) = qp

Annahmen

u ||Q)| beliebig groB (Raumdiskretisierung von A)
a Finite Energie Bedingung :

1Qq(t)|2+ld'(t)|> < K3 0<t<T,
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Hochoszillatorische Probleme

Klasse der jetzt betrachteten Probleme (in erster Ordnung)

;|01 00 B | aq
u—[AO}u—&-{GO}u—Au—f—Bu, u—[q]

Wohlgestelltheit
u Standardfall: X = H} x L2 mit D(A) = D(A) x H
@ Hier: Xy = 2 x H1 (~ g2 + [0 1q'|?)
mit D(A) = H} x L2 (~ |Qq||? + ||¢/||?) . A schiefsymmetrisch

Annahmen Klassische Lésung und Finite Energie Bedingung

u(t) € D(A) & Au(t)lZ_, = a(t)2 +11d (D)2 < K2

10.10.2018 Benjamin Dérich




Voraussetzungen an die Storung G ﬂ(IT
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V1: G beschrankt von L2 nach L2
— | ABullx_, = 1|Gall> < Gl 2 p2llullx

— Regularitat auf B in Analyse

0 |/ 00
ol , =lal%+ 1 A=| Qo] 8=] 2 0]

16 10.10.2018 Benjamin Dérich
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Voraussetzungen an die Storung G

V1: G beschrankt von L2 nach [?
= [[ABullx_, = IGqll 2 < |Gl 20 r2]lullx_,
— Regularitat auf B in Analyse
V2: G beschrinkt von L? nach H™! (G ~ V(m ), m € L®)
= [|IBullx_, = 1Gallp-1 < [1Gllg-1r2llullx_,

— mehr Moglichkeiten fir B

0 |/ 0 0
ol , =lal%+ 1 A=| Qo] 8=] 2 0]

10.10.2018 Benjamin Dérich
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Filter in abstrakten Hilbertraumen ﬂ(IT

ODE Fall: B = ¢(7A)B¢(rA)

Eigenschaften eines Filters x:

x(z) <€ (F1)
l2x(2)| < C (F2)
|X(ZZ)|,;1| < C (Stérung der 1) (F3)
2x(2)| ~ & ~ 1 (F4)

Wollen spater schiefsymmetrischen Matrizen TA einsetzen — z € /R

Wie libersetzt man diese Bedingungen fiir Operatoren und wie definiert man
den Filter?

10.10.2018 Benjamin Dérich
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Definition der Filter AT

Idee: Definiere die Filter Gber die Halbgruppe und erfiille (7 = 1)

IX(A)lIx_ex_, <C (F1)
X(A) : X_1 — D(A) stetig (F2)
3 0m(A) : X1 — D(A™) stetig mit A"0m(A) = xm(A) — 1 (F3)

m =1 x1(z) = ¢1(2) = Jy e ds

m=2: x2(z) = Sinz(z) = %(901(2) +¢1(—2))

10.10.2018 Benjamin Dérich
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Tablet
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Ein einfacheres Verfahren ﬂ(IT

System erster Ordnung v’ = Au+ Bu
Vorgeschlagene Methode Gemitteltes Lie-Trotter Splitting

Upt1 = (I + TE) ™A

~ 1
mit B = p1(7A)B, p1(x) = [eXds = €1
0

Theorem
Sei |G|ly-142 < Cg und |lu(t)|x_,. [[Au(t)||x_, < K. Dann gilt

||Un - U(tn)||X71 S C(CGv th, K) T

In Literatur: Fehlerschranken mit hoherer Regularitat und andere G

10.10.2018 Benjamin Dérich



Ein einfacheres Verfahren

Idee des Beweises
w Zeige |[u(t) —u(t)||x_, < Cr fir die Lésungen u, T von

W =Au+Bu W =Au+Bui — (F3)

m Stelle den lokalen Fehler ¢, durch Kommutatoren von A und B dar

C=C(K T.[Gllg-112)

21 10.10.2018 Benjamin Dérich



Ein einfacheres Verfahren ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of

Hilfsmittel Darstellung des lokalen Fehlers mit dem Hauptsatz

op = (I + TE) e AU(ty) — U(tn +7)

Descombes, Thalhammer, 2012

22 10.10.2018 Benjamin Dérich



Ein einfacheres Verfahren

Hilfsmittel Darstellung des lokalen Fehlers mit dem Hauptsatz

on = (1+7B) e™(tn) — ity +7)

:/;jf((l—i—{E)egAﬁ(tn—i—T&)) dé = ...

0

Descombes, Thalhammer, 2012

22 10.10.2018 Benjamin Dérich



Ein einfacheres Verfahren ﬂ(IT
Hilfsmittel Darstellung des lokalen Fehlers mit dem Hauptsatz

on = (1+7B) e™(tn) — ity +7)

:/;jf((l—i—{E)egAﬁ(tn—i—T&)) dé = ...

0
T €

_ / / &= AABET-AG (1 ) do dé + O(72)
00

Descombes, Thalhammer, 2012

22 10.10.2018 Benjamin Dérich



Ein einfacheres Verfahren ﬂ(IT
Hilfsmittel Darstellung des lokalen Fehlers mit dem Hauptsatz

on = (1+7B) e™(tn) — ity +7)

/jg ((1+¢B) eHii(ty+7-¢)) de = ...
:// AABe§+7’ UAN(tn)deg—i—O( )
0

Ap1(TA)Z (u(ta)) + O(72),

mit Z(u(t,)) modifizierter lokaler Fehler von O(72)

Descombes, Thalhammer, 2012

22 10.10.2018 Benjamin Dérich



Ein einfacheres Verfahren

Idee des Beweises
w Zeige |[u(t) —u(t)||x_, < Cr fir die Lésungen u, T von

W =Au+Bu W =Au+Bui — (F3)
m Stelle den lokalen Fehler ¢, durch Kommutatoren von A und B dar

m Trenne Terme der Ordnung O(7) und O(7?)

a Globaler Fehler:

w Stabilitit fir O(72)
m partielle Summation fiir O(r)

C=C(K T.[GCllg-112)

23 10.10.2018 Benjamin Dérich
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Numerisches Beispiel: Wellengleichung

100

101

1072

103

1074

T T T T111TH

.
Dl

TTT T T T 11111 T T T TT1T1TT] T T T T1T1T1q

103 10—2
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100
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q// = _qu + QGrandq

I|A|| ~ 300

Ordnung O(7)

Lie-Trotter ohne Filter
Lie-Trotter mit Filter
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Mehrfach-Splitting

Simone: Fiir v/ = Au + Bu liefert

Upi1 = e/PAeTBTPA (S1)

Verfahren zweiter Ordnung unter Finite Energie Bedingung

Ahnlich: Fiir v’ = Au+ Byu + Byu betrachte

Unp1 = /?Ae7/?B1eTBagT/2BLgT2A (S2)

B = ¢(7A)Bo(TA), B = ¢(1A)Bip(TA)

10.10.2018 Benjamin Dérich



Mehrfach-Splitting ﬂ(IT
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Idee: Fiir B = By + By ist (S2) nur Stérung von (S1)
Upi1 = eT/2AeT/2§1 eT§2 eT/2§1 Ay, (S2)
Lokaler Fehler:
5y = u(t,,+1) _ er/erT/2§1 eTEQ ef/2§1 eT/2Au(t,,)
— ultnsn) — e/ATBTAY (1)
+ ef/zA ( eTE _ 67/251 eTEQ ef/zgl) ef/zA u(tn)

= 6n,5imone + 6n,Bv 5n,B = 0(7_3)

Fir welche Gleichungen interessant?

B = ¢(TA)Bp(TA), B = (TA)Bid(TA)

26 10.10.2018 Benjamin Dérich
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Offen: Volldiskretisierung
Wahle Ansatzraum X}, mit Bestapproximation 7 : X_1 — X, und setze

uttt = (I + Téh) eyl U = mhu(to)

Lokaler Fehler:

By) €™ mhu(t) — mhu(tn1)

= (1
/ 2 ((1+€Br) ompatey + 7)) de
0

0 |/ 00
2 . 2 2 _ _
el = el + 10 A=|R o] 8=] 2 o]

10.10.2018 Benjamin Dérich




Offen: Volldiskretisierung ﬂ(IT

Lokaler Fehler:

5y =
.
+ / A (Emrh - th) ulty +7 —€) de
0
b [ A (A= mp) ultn + 7€)
0
+

0 1/ 0 0
2 g2 2 _ _
el = el + 1o A=|R o] 8=] ¢ o]
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Ausblick AT

Weitere |deen:

w Lokal Lipschitz-stetige Funktionen von L2 — H™! anstatt V

a In erster Ordnung Formulierung auch Maxwell-Systeme denkbar
— hohere Energie notig

m Zeitabhingige rechte Seiten (Simone)

m Splitting mit hoherer klassischer Ordnung
— mind. 6 Fliisse ndtig pro Zeitschritt
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