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Akustische Wellengleichung

Finde u: [0,T] x O — R mit

Opu—CcPAu=g in (0,T) xQ
u=20 auf (0,T) x 90Q)
u(0,-) = up, O:u(0,-) = vg in Q)

a () beschranktes, konvexes Gebiet
® Ausbreitungsgeschwindigkeit c: QO — R, ¢(x) > ¢o > 0 fiir alle x € Q)
m oy, v: Q=R g:(0,T)xQ—R

Variationelle Formulierung: Finde u: [0,T] — H3(Q) mit

/8ttuvdx+/ C2Vu-VvdX:/gvdx fiir alle v € H}(Q)
Q Q Q
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Gebietszerlegung | ﬂ(IT

oQ)
o0 90
e

Finde ug: [0,T] x Qg — R, g € {c,f}, mit

8ttuq—c2\unq:g\q in (0,T) xQgq, g€ {cf}
ug =20 auf(OT)x@Qqu{cf}

Uec = uf auf (0,T) x

2| Vue-nr = c2|¢Vug - nr auf (0,T) x

ug(0,) = wlq, Orug(0,-) = wolg in Qqg, q¢€{cf}
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(/ Ot g qux+/ Vg Vqux>

/cz| Vue - nr vcda+/c2\fvuf.nr vedo
r

Z / glq vqdx

qe{c.f}

ge{c.f}
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Gebietszerlegung Il ﬂ(IT

</ Ot lig qux—i—/ c2|qVug - Vqux>
—/)\vcdaJr//\vfda

Z / glq vqdx

qe{c.f}

/ uc pdo —/ uf pdo
JT JIT

qe{c.f}
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Gebietszerlegung 11

Variationelle Formulierung:
Finde (uc, ur, A): [0,T] = H3(Qc) x HE(Qf) x H7Y/2(T) mit

(/ Ot lig qux—i—/ c |unq Vqux)
—/)\vcdaJr//\vfda

Z / 8lq vq dx

qe{c.f}

/ uc pdo —/ uf pdo
JT JIT

fur alle (ve, ve, 1) € H (Qc) x HO(Qf) x H=1/2(T)

qe{c.f}
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Gliederung
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Framework

{la), (Ha, Fla)s (L IFIL), Ve “ H,

m ag: Vg x Vg — R bilinear, symmetrisch, stetig und koerziv
m bg: Vg x L — R bilinear, stetig
m gcCY0,T;H)

w Hilbertraume (Vg, |

Finde (uc, ur, A): [0, T] — Ve x V¢ x L mit
Ot (U, ve)e + ac(ue, ve) + be(ve, ) = (g, ve)e fiir alle ve € V¢

Ore(ur, ve)r + ar(uf, ve) — be(ve, A) = 0 fir alle ve € V¢
be(uce, i) — be(up, u) =0 firalle p e L
uq(0) =0 in Vg
drug(0) =0 in Hg

a inf-sup-Bedingung = Existenz und Eindeutigkeit
q € {c f}
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Raumdiskretisierung

Finite-Elemente-Methode (konform)
w Hilbertraume V, , C Vg, Ly C L

m Diskrete Operatoren:

Ag: Vg = Vagn  (Aqug,vg)g = ag(ug,vg) fiirallevg € Vg p
Bz: Ln = Vgn (Bg)\,vq)q = bg(vg, A) firalle vg € Vg,
By: Vgn — La, (Bgvg, X)L = bg(vgq, A) firalle X e Ly

m FEigenschaften (ibertragen sich vom Kontinuierlichen

q€{cf}
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Semidiskretes Problem

w gc C%0,T; V.p) (L%-Projektion von g)
Finde (uc,uf, )\) [O,T] — Vc,h X Vf'h X Lp mit

dituc + Acuc+Bid =g in Ve p
derur + Afur —BEA =0 in V¢ p
Bcuc - Bfo =0 in Lh

ug(0) =0, dwug(0) =0 inVgyp qge{cf}

m diskrete inf-sup-Bedingung = Existenz und Eindeutigkeit
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Zeitintegration
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Zeitintegration

m ug R ug(tn), A"~ A(ts), ty=n7, 7>0
ul™t —2ul 4 ult = 72 (Acul + BIN) + 72g(t,) in Ve
u?tt —2uf 4l = —2P(72Af) (Afuf —BEA")  in Vi
0 = B.ul — Bru? in Lp
Anfangswerte:
ug =0, u}, =0 inVyp qge{cf}

w P definiert durch P(z) = P(2)/z
a P Polynom mit
P(0)=0, P(0)=1
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CFL-Bedingung

® pgh maximaler Eigenwert von Ag, q € {c,f}

2
Pc,h

(c) TS

(f) Sei mp, B > 0. Falls
Ogl—%P(z)gl, myz < P(z) fir z € [0, 37],

dann

™

)
h
>

2

a Falls 6— >
Pf.h Pc,h

, T von (c) abhangig
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Fehlerrekursion ﬂ(IT

o e = ug(tn) —uj, £ = A(ty) — A"

el —2el +el ™t = —r*(Acel +BL") +77rl, in Ve,
ef "t —2ef +ef ' = —r’P(Aref — B}L") + 77, in Vi
0 = Bce] — Bref in Lp
Q=0 el=0 inVyp gqcfcf}

Defekte:
rn,h = (9(7'2), rrp,h = 0(72)

P= IS(TzAf)
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Energie(n) ﬂ(IT

1 1 1
1o _ ([ s2pyeltioel ertloel) | 1jertliery?
c.h 2 R T ' T c 2 2 Ac
1 en+1 —en en+1 —en 1 en+1 +el2
entl/2 _ = [ R Sf f & fl + 7’ f f
f.h 2 T ' T 2 2 As

= R =R(T%Af), R(z) = P(2)71(1 - 1P(2))

a Aus CFL-Bedingung:

gnlZ>o0, g2 >0  firallen>0
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Konvergenzresultat | ﬂ(IT

Theorem (Konvergenz fiir diskrete Energie)

Falls CFL-Bedingungen erfiillt und Lésungen hinreichend glatt, gilt
1/2 1/2
n—1/2 n—1/2
(ma2) " + (e552) " < ca+ Ty
mit C unabhédngig von T, h und T

Beweis: Energietechnik
+1/2 +1/2 __ -1/2 —-1/2
Elp THE T =EL A ER,
1
+5 (repeltt —er )
' c

2

1 p-1 1 -1
5 (Fn P M —ep ),
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Konvergenzresultat 11 ﬂ(IT

Theorem (Konvergenz in V¢ p, Vs )

Falls CFL-Bedingungen erfiillt und Lésungen hinreichend glatt, gilt
leZllc + llefllr < C(1+ T)T 7>

mit C unabhéangig von T, h und T

Beweisidee:
ug(t) —ug(t—r7) u? —ul1
Vq(t): q TCI ’ VZ: q TCI
At)=A(t—7 A=At
() M- A(E-7) e
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Leap-frog—Tschebyscheff-Verfahren ﬂ(IT

Ziel

Konstruiere Polynome P so, dass
= P(0)=0und P'(0)=1

m CFL-Bedingung fiir (f)

0<1- %P(z) <1, mz<P(z) firze0 @

fur 8 groBtmoglich gilt

19 11. Okober 2018 - Lokale Zeitschrittverfahren



Tschebyscheff-Polynome

Idee: Verschobene und gestreckte Tschebyscheff-Polynome T,

V4

a PLF(j(O) = 0, PLFC(O) =1

a 5EFC = 4P2
w 0< Prpe(z) <4
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Tschebyscheff-Polynome

Idee: Verschobene und gestreckte Tschebyscheff-Polynome T,

V4

a PLF(j(O) = 0, PLFC(O) =1
» BEpc = 4p°

w 0< Prpe(z) <4

Problem:
k
PLrc(z) € {0,4} fir z = 2p? <1—cos (;)) ., k=0,1,...,p

®» Weitere Transformationen
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Transformierte Chebyshev-Polynome

PP(Z) :CPLFc(aZ+b)+d, a,b,c,deR
Waihle: Fire >0

Eigenschaften:
w Fir z € [0, 53]

1
OSI_ZPP(Z) <1, ez < Pp(2)

4p®>—b
- /Bl%: pa SﬂﬁFC
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Einordnung A“(IT

institut f Technologie.

Chabassier, Imperiale:
u Konvergenz in Zeit fiir

e diskrete Energie
o ,H™-Norm

m Erweiterung auf Fehleranalyse in Ort und Zeit fiir konforme FEM méglich

Anfangswerte, Inhomogenitéat nur in Q)

Keine Stabilitdt und Konvergenz in Zeit fir Energienorm
w Ldsen von implizites LGS fiir A™ in jedem Zeitschritt

Carle, Hochbruck, Sturm:

m Beliebige Anfangswerte und Inhomogenitat

m Voll explizites Zeitintegrationsverfahren

m Stabilitdt und Konvergenz in Ort und Zeit fir Energienorm
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