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Akustische Wellengleichung
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Finde u : [0,T ]×Ω→ R mit

∂ttu − c2∆u = g in (0,T )×Ω
u = 0 auf (0,T )× ∂Ω

u(0, ·) = u0, ∂tu(0, ·) = v0 in Ω

Ω beschränktes, konvexes Gebiet
Ausbreitungsgeschwindigkeit c : Ω→ R, c(x) ≥ c0 > 0 für alle x ∈ Ω
u0, v0 : Ω→ R, g : (0,T )×Ω→ R

Variationelle Formulierung: Finde u : [0,T ]→ H1
0 (Ω) mit∫

Ω
∂ttu v dx +

∫
Ω

c2∇u · ∇v dx =

∫
Ω

g v dx für alle v ∈ H1
0 (Ω)



Gebietszerlegung I
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Ω

∂Ω

nΓ

Γ
Ωc

Ωf

∂Ωc
∂Ωf

Finde uq : [0,T ]×Ωq → R, q ∈ {c,f }, mit

∂ttuq − c2|q∆uq = g |q in (0,T )×Ωq, q ∈ {c,f }
uq = 0 auf (0,T )× ∂Ωq, q ∈ {c,f }

uc = uf auf (0,T )× Γ

c2|c∇uc · nΓ = c2|f∇uf · nΓ auf (0,T )× Γ

uq(0, ·) = u0|q, ∂tuq(0, ·) = v0|q in Ωq, q ∈ {c,f }



Gebietszerlegung II
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Variationelle Formulierung:
Finde (uc , uf ,λ) : [0,T ]→ H̃1

0 (Ωc)× H̃1
0 (Ωf )×H−1/2(Γ) mit

∑
q∈{c,f }

(∫
Ωq
∂ttuq vq dx +

∫
Ωq

c2|q∇uq · ∇vq dx
)

−
∫

Γ
c2|c∇uc · nΓ vc dσ+

∫
Γ

c2|f∇uf · nΓ vf dσ

=
∑

q∈{c,f }

∫
Ωq

g |q vq dx

∫
Γ

uc µ dσ =

∫
Γ

uf µdσ

für alle (vc , vf ,µ) ∈ H̃1
0 (Ωc)× H̃1

0 (Ωf )×H−1/2(Γ)



Gebietszerlegung II
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Variationelle Formulierung:
Finde (uc , uf ,λ) : [0,T ]→ H̃1

0 (Ωc)× H̃1
0 (Ωf )×H−1/2(Γ) mit

∑
q∈{c,f }

(∫
Ωq
∂ttuq vq dx +

∫
Ωq

c2|q∇uq · ∇vq dx
)

−
∫

Γ
λ vc dσ+

∫
Γ
λ vf dσ

=
∑

q∈{c,f }

∫
Ωq

g |q vq dx

∫
Γ

uc µ dσ =

∫
Γ

uf µ dσ

für alle (vc , vf ,µ) ∈ H̃1
0 (Ωc)× H̃1

0 (Ωf )×H−1/2(Γ)
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Variationelle Formulierung:
Finde (uc , uf ,λ) : [0,T ]→ H̃1

0 (Ωc)× H̃1
0 (Ωf )×H−1/2(Γ) mit

∑
q∈{c,f }

(∫
Ωq
∂ttuq vq dx +

∫
Ωq

c2|q∇uq · ∇vq dx
)

−
∫

Γ
λ vc dσ+

∫
Γ
λ vf dσ

=
∑

q∈{c,f }

∫
Ωq

g |q vq dx

∫
Γ

uc µ dσ =

∫
Γ

uf µ dσ

für alle (vc , vf ,µ) ∈ H̃1
0 (Ωc)× H̃1

0 (Ωf )×H−1/2(Γ)
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Framework
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Hilberträume (Vq, ‖·‖q), (Hq, |·|q), (L, ‖·‖L), Vq
dicht
↪→ Hq

aq : Vq ×Vq → R bilinear, symmetrisch, stetig und koerziv
bq : Vq × L→ R bilinear, stetig
g ∈ C0(0,T ; Hc)

Finde (uc , uf ,λ) : [0,T ]→ Vc ×Vf × L mit
∂tt(uc , vc)c + ac(uc , vc) + bc(vc ,λ) = (g , vc)c für alle vc ∈ Vc

∂tt(uf , vf )f + af (uf , vf )− bf (vf ,λ) = 0 für alle vf ∈ Vf
bc(uc ,µ)− bf (uf ,µ) = 0 für alle µ ∈ L

uq(0) = 0 in Vq

∂tuq(0) = 0 in Hq

inf-sup-Bedingung ⇒ Existenz und Eindeutigkeit

q ∈ {c, f }



Raumdiskretisierung
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Finite-Elemente-Methode (konform)
Hilberträume Vq,h ⊂ Vq, Lh ⊂ L
Diskrete Operatoren:

Aq : Vq,h → Vq,h, (Aquq, vq)q = aq(uq, vq) für alle vq ∈ Vq,h

B?q : Lh → Vq,h, (B?qλ, vq)q = bq(vq,λ) für alle vq ∈ Vq,h

Bq : Vq,h → Lh, (Bqvq,λ)L = bq(vq,λ) für alle λ ∈ Lh

Eigenschaften übertragen sich vom Kontinuierlichen

q ∈ {c, f }



Semidiskretes Problem
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g ∈ C0(0,T ; Vc,h) (L2-Projektion von g)

Finde (uc ,uf ,λ) : [0,T ]→ Vc,h ×Vf ,h × Lh mit

dttuc +Acuc +B?cλ = g in Vc,h
dttuf +Af uf −B?f λ = 0 in Vf ,h

Bcuc −Bf uf = 0 in Lh
uq(0) = 0, dtuq(0) = 0 in Vq,h, q ∈ {c, f }

diskrete inf-sup-Bedingung ⇒ Existenz und Eindeutigkeit
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Zeitintegration
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unq ≈ uq(tn), λn ≈ λ(tn), tn = nτ , τ > 0

un+1
c − 2unc + un−1c = −τ2

(
Acunc +B?cλn

)
+ τ2g(tn) in Vc,h

un+1
f − 2unf + un−1f = −τ2P̃(τ2Af )

(
Af unf −B?f λn

)
in Vf ,h

0 = Bcunc −Bf unf in Lh

Anfangswerte:

u0q = 0, u1q = 0 in Vq,h, q ∈ {c, f }

P̃ definiert durch P̃(z) = P(z)/z
P Polynom mit

P(0) = 0, P ′(0) = 1



CFL-Bedingung
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ρq,h maximaler Eigenwert von Aq, q ∈ {c,f }

(c) τ ≤ 2
√
ρc,h

(f) Sei m2,β > 0. Falls

0 ≤ 1− 1
4P(z) ≤ 1, m2 z ≤ P(z) für z ∈ [0,β2],

dann
τ ≤ β

√
ρf ,h

Falls β2

ρf ,h
≥ 4
ρc,h

, τ von (c) abhängig



Fehlerrekursion

14 11. Okober 2018 - Lokale Zeitschrittverfahren

enq = uq(tn)− unq, `n = λ(tn)−λn

en+1
c − 2enc + en−1c = −τ2

(
Acenc +B?c`n

)
+ τ2rnc,h in Vc,h

en+1
f − 2enf + en−1f = −τ2P̃

(
Af enf −B?f `n

)
+ τ2rnf ,h in Vf ,h

0 = Bcenc −Bf enf in Lh

e0q = 0, e1q = 0 in Vq,h, q ∈ {c, f }

Defekte:
rnc,h = O(τ2), rnf ,h = O(τ2)

P̃ = P̃(τ2Af )



Energie(n)
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En+1/2
c,h =

1
2

((
Ic − τ2

4 Ac
)en+1

c − enc
τ

, e
n+1
c − enc
τ

)
c
+

1
2

∥∥∥en+1
c + enc

2

∥∥∥2
Ac

En+1/2
f ,h =

1
2

(
R
en+1
f − enf
τ

,
en+1
f − enf
τ

)
f
+

1
2

∥∥∥en+1
f + enf

2

∥∥∥2
Af

R = R(τ2Af ), R(z) = P̃(z)−1
(
1− 1

4P(z)
)

Aus CFL-Bedingung:

En+1/2
c,h ≥ 0, En+1/2

f ,h ≥ 0 für alle n ≥ 0



Konvergenzresultat I
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Theorem (Konvergenz für diskrete Energie)
Falls CFL-Bedingungen erfüllt und Lösungen hinreichend glatt, gilt(

En−1/2
c,h

)1/2
+
(
En−1/2
f ,h

)1/2
≤ C(1+ T )τ2,

mit C unabhängig von τ , h und T

Beweis: Energietechnik

En+1/2
c,h + En+1/2

f ,h = En−1/2
c,h + En−1/2

f ,h

+
1
2

(
rnc,h, en+1

c − en−1c

)
c

+
1
2

(
rnf ,h, P̃−1(en+1

f − en−1f )
)
f



Konvergenzresultat II
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Theorem (Konvergenz in Vc,h, Vf ,h)
Falls CFL-Bedingungen erfüllt und Lösungen hinreichend glatt, gilt

‖enc‖c + ‖enf ‖f ≤ Ĉ(1+ T )T τ2

mit Ĉ unabhängig von τ , h und T

Beweisidee:

vq(t) =
uq(t)− uq(t − τ )

τ
, vnq =

unq − un−1q
τ

µ(t) = λ(t)−λ(t − τ )
τ

, µn =
λn −λn−1

τ
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Leap-frog–Tschebyscheff–Verfahren

19 11. Okober 2018 - Lokale Zeitschrittverfahren

Ziel
Konstruiere Polynome P so, dass

P(0) = 0 und P ′(0) = 1
CFL-Bedingung für (f)

0 ≤ 1− 1
4P(z) ≤ 1, m2 z ≤ P(z) für z ∈ [0,β2]

für β größtmöglich gilt



Tschebyscheff-Polynome
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Idee: Verschobene und gestreckte Tschebyscheff-Polynome Tp

P(z) = PLFC(z) = 2− 2Tp

(
1− z

2p2

)
, p ∈N

PLFC(0) = 0, P ′LFC(0) = 1
β2LFC = 4p2

0 ≤ PLFC(z) ≤ 4

Problem:

PLFC(z) ∈ {0, 4} für z = 2p2
(
1− cos

(kπ
p

))
, k = 0, 1, . . . , p

Weitere Transformationen
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Transformierte Chebyshev-Polynome
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Pp(z) = c PLFC(az + b) + d , a, b, c, d ∈ R

Wähle: Für ε > 0
c = 1− ε

4 , d = ε

Pp(0) = 0 PLFC(b) = −d
c

P ′p(0) = 1 a = (c P ′LFC(b))−1

Eigenschaften:
Für z ∈ [0,β2p ]

0 ≤ 1− 1
4Pp(z) ≤ 1, εz ≤ Pp(z)

β2p = 4p2−b
a . β2LFC
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Chabassier, Imperiale:
Konvergenz in Zeit für
• diskrete Energie
• „H1“-Norm

Erweiterung auf Fehleranalyse in Ort und Zeit für konforme FEM möglich
Anfangswerte, Inhomogenität nur in Ωc
Keine Stabilität und Konvergenz in Zeit für Energienorm
Lösen von implizites LGS für λn in jedem Zeitschritt

Carle, Hochbruck, Sturm:
Beliebige Anfangswerte und Inhomogenität
Voll explizites Zeitintegrationsverfahren
Stabilität und Konvergenz in Ort und Zeit für Energienorm
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