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Physikalischer Uberblick AIT

Anwendung: Datenibertragung durch optische Glasfaserkabel

'siehe Agrawal (2007)
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Physikalischer Uberblick AIT

Anwendung: Datenibertragung durch optische Glasfaserkabel

Problem: Verschiedene Effekte, z.B. Dispersion, beeintrachtigen den
Datentransfer

'siehe Agrawal (2007)

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
©000000 000000000000 0000 00000

Kompaktseminar Annweiler — Numerische Methoden fir die NLS mit starkem dispersion managemer 10. Oktober 2018 3/32



Physikalischer Uberblick AIT

Anwendung: Datenibertragung durch optische Glasfaserkabel

Problem: Verschiedene Effekte, z.B. Dispersion, beeintrachtigen den
Datentransfer

Idee: Verwendung von Fasern mit alternierender Dispersion (sog.
dispersion management)

'siehe Agrawal (2007)
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Physikalischer Uberblick AIT

Anwendung: Datentbertragung durch optische Glasfaserkabel

Problem: Verschiedene Effekte, z.B. Dispersion, beeintrachtigen den
Datentransfer

Idee: Verwendung von Fasern mit alternierender Dispersion (sog.
dispersion management)

Modell: Ausbreitung eines optischen Signals in Glasfasern wird durch die
nichtlineare Schrédingergleichung (NLS) beschrieben’

Hier: Betrachte starkes dispersion management

'siehe Agrawal (2007)
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Physikalisches Modell

Dispersion-managed NLS:
oru(t, x) = éd (;) 2u(t, x) +ilu(t, x)Pu(t,x), t€[0,T], xR

mit u(0, -) = up
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Physikalisches Modell AIT

Dispersion-managed NLS:

owu(t, x) = éd (;) Q2u(t, x) + ilu(t,x)Pu(t,x), te[0,T], xR
mit u(0, -) = up
1-periodische, unstetige dispersion map:

0, te[nn+l
a=x e 0={ 5 jeIt? e

mit Parametern0 < e < 1,6 >0und x >0
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Physikalisches Modell AIT

Dispersion-managed NLS:

owu(t, x) = éd (;) Q2u(t, x) + ilu(t,x)Pu(t,x), te[0,T], xR
mit u(0, -) = up
1-periodische, unstetige dispersion map:

0, te[nn+l
a=x e 0={ 5 jeIt? e

mit Parametern0 < e < 1,6 >0und x >0

Starkes dispersion management: § >c¢x, z.B. §=1
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Physikalisches Modell AIT

Dispersion-managed NLS:
] t
oru(t, x) = La (5) 2u(t, x) + ilu(t, x)Pu(t,x), t€[0,T], xR
€
mit u(0, -) = up Unterschied zu M. MikI!

1-periodische, unstetige dispersion map:

0, te[nn+l
a=x e 0={ 5 jeIt? e

mit Parametern0 < e < 1,6 >0und x >0

Starkes dispersion management: § >c¢x, z.B. §=1
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Physikalisches Modell AIT

DMNLS:

i

ou(t,x) = d (i) Q2u(t, x) + ilu(t, x) Pu(t, x)

Ziel: Berechne numerische Approximation u” =~ u(t,, -) zu Zeitpunkten
t, = nT mit Zeitschrittweite 7
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Physikalisches Modell AIT

DMNLS:

i

ou(t,x) = d (i) Q2u(t, x) + ilu(t, x) Pu(t, x)

Ziel: Berechne numerische Approximation u” =~ u(t,, -) zu Zeitpunkten
t, = nT mit Zeitschrittweite 7

Herausforderung:
m Hochoszillatorisches Problem
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Physikalisches Modell AIT

DMNLS:

i

ou(t,x) = d (i) Q2u(t, x) + ilu(t, x) Pu(t, x)

Ziel: Berechne numerische Approximation u” =~ u(t,, -) zu Zeitpunkten
t, = nT mit Zeitschrittweite 7

Herausforderung:
a Hochoszillatorisches Problem
a Unstetige dispersion map
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Physikalisches Modell AIT

DMNLS:

i

ou(t,x) = d (i) Q2u(t, x) + ilu(t, x) Pu(t, x)

Ziel: Berechne numerische Approximation u” =~ u(t,, -) zu Zeitpunkten
t, = nT mit Zeitschrittweite 7

Herausforderung:
a Hochoszillatorisches Problem
a Unstetige dispersion map
a Nichtlinearitat
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Beispiel: Strang-Splitting &‘(lT

Betrachte als Zeitintegrator ein "Standardverfahren” fur die klassische NLS

DMNLS:
i t 2 . 2
oru(t, x) = gd - agu(t, x) + ilu(t, x)|7u(t, x)
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Beispiel: Strang-Splitting AT
Betrachte als Zeitintegrator ein "Standardverfahren” fur die klassische NLS
DMNLS:

uu(t, x) = éd (;) Q2ult, x) + ilu(t, x)[2u(t, x)

Idee:
a Splitte die rechte Seite in Teilprobleme

i t
ov(t, x) = —d <6> 2v(t, x), (S1)
Oew(t, x) = ijw(t, x)[Pw(t, x) (S2)
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Strang-Splitting AT

Betrachte die Teilprobleme:
m (S1) kann exakt gelést werden:

v(t,-) = exp <:: /Otd (%) a0 af) v(0,)

® (S2) kann auch exakt gelést werden, da |w(t, -)|? zeitlich konstant:
W(t7 ) = exp (It‘W(O, )’2) W(07 )
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Strang-Splitting AT

Betrachte die Teilprobleme:
m (S1) kann exakt gelést werden:

v(t,-) = exp <:: /Otd (%) a0 af) v(0,)

® (S2) kann auch exakt gelést werden, da |w(t, -)|? zeitlich konstant:
W(t7 ) = exp (It‘W(O, )’2) W(07 )
Strang-Splitting:

U™ T = exp (ig|u"|2) u”,

mit Startwert u® = u(0, -)
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Strang-Splitting AT

Betrachte die Teilprobleme:
m (S1) kann exakt gelést werden:

v(t,-) = exp <:: /Otd (%) a0 af) v(0,)

® (S2) kann auch exakt gelést werden, da |w(t, -)|? zeitlich konstant:
w(t,-) = exp (it|w(0,-)[?) w(0, )
Strang-Splitting:
U™ T = exp (ig|u"|2) u”,

Nt 4 i [T oo 2\ nt1—
umTmth T =exp | — d{—)doog ) u"™ ",
e Ji, £

mit Startwert u® = u(0, -)
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Strang-Splitting A\‘(IT

Betrachte die Teilprobleme:
m (S1) kann exakt gelést werden:

i t
v(t,-) = exp </ d(i) daa§> v(0,)
€Jo g
® (S2) kann auch exakt gelést werden, da |w(t, -)|? zeitlich konstant:
W(t7 ) = exp (It‘W(O, )’2) W(07 )
Strang-Splitting:
U™ = exp (ig|u"|2) u”
i (7T o
gttt — exp </ d (7) do af) u”+1,—7
e Jy, €
U™ = exp (ig|u"+1’+|‘2) el

mit Startwert u® = u(0, -)
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Numerisches Beispiel A\‘("

m Ortsdiskretisierung: Finite-Differenzen-Methode mit Gitterweite h
und homogenen Dirichlet-RB
m Startwert: komplexer GauB3-Peak
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Numerisches Beispiel A\‘("

m Ortsdiskretisierung: Finite-Differenzen-Methode mit Gitterweite h
und homogenen Dirichlet-RB
m Startwert: komplexer GauB3-Peak

Strang-Splitting fir T =1,k =0.1, =1, h=10"2, ¢ = 0.1
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Numerisches Beispiel
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Numerisches Beispiel
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Ziel: Konstruktion eines effizienteren Verfahrens
Ortsdiskretisierung
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Referenzlosung e Strang-Splitting ﬂ(“’

® Up(x) = u(0, x) komplexer GauB-Peak
we=001,k=01,=1,7~10"°

0
— Re(u(t,x))
= Im(u(t,x))
—075 [ | | | |
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Referenzlésung e Strang-Splitting AT
® Up(x) = u(0, x) komplexer GauB-Peak
mec=001,k=01,0=1,7~10"°
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Referenzlosung e Strang-Splitting ﬂ(“’

® Up(x) = u(0, x) komplexer GauB-Peak
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Referenzlosung e Strang-Splitting ﬂ(“’
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Referenzlésung e Strang-Splitting AT
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GauB-Peak A\KIT

komplexer GauB-Peak?:

2b(1)

9100 = (222) 0o 1 (0)0x ~ at)? + pl0(x — a(0) + 2(0)

’H

eller (1975)
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g

0000000 0®0000000000 0000 00000

Kompaktseminar Annweiler — Numerische Methoden fir die NLS mit starkem dispersion managemer 10. Oktober 2018 12/32



GauB-Peak A\‘(IT

komplexer GauB-Peak?:

g (+(1).%) = ( il )) exp (i (b(1)(x — q())2 + p(H)(x — (1)) + 2(1))) .

wobei
t) € R Ortsparameter,
t) € R Impulsparameter,

t) € C Breitenparameter mit b(t) = by(t) + ibo(t), bo(t) > 0

a(
p(
Z(
b(
(1) = (a(1), p(t), b(t), 2(1))

)
)
t) € R Phasenparameter,
)
)=

t

2Heller (1975)

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
0000000 0®0000000000 0000 00000

Kompaktseminar Annweiler — Numerische Methoden fir die NLS mit starkem dispersion managemer 10. Oktober 2018 12/32



Zeitabhangige GauB-Hermite (GH) Basis

Entwicklung®:
u(t,x) = > ag(t)(t, x),
j=0

wobei

bi(t;x) = g (v(1), x) pj (7(2), )

3Billing (1999)
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Zeitabhingige GauB-Hermite (GH) Basis AT

Entwicklung®:
Zaj Yt x),
j=0
wobei
Yi(t, x) = g (v(1), x) pj (7(1), %)
Erinnerung: ~v(t) = (q(t), p(t), b(t), z(t))

Forderung: p; reelles Orthogonalpolynom vom Grad j

3Billing (1999)
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Zeitabhingige GauB-Hermite (GH) Basis AIT

Entwicklung®:
U(t, X) = Z a/(t)w/(t’ X)?
j=0
wobei
¥t x) = g (7(1). x) p (7(1), x)
GauB-Teil:

9100 = (2242 exp (1 (B(0)x — a0+ Pl - a(0) + 2(0)

3Billing (1999)
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Zeitabhingige GauB-Hermite (GH) Basis AIT

Entwicklung®:
u(t, x) = ai(t)y;(t, x),
j=0
wobei
¥t x) = g (v(t), x) p; ((1). x)
Hermite-Teil:

000 = (V2 ).

wobei H; das Hermite-Polynom von Ordnung j beschreibt

3Billing (1999)
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GH Basisfunktionen A\‘("
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GH Basisfunktionen A\K"

9100 = (220) exp (1 (60~ a0 + p(O(x - a(0) + 2(0)

1
#0020 = —=H (V2be(0)(x — a(1))
GH Basisfunktionen: Mit y(t) := \/2bx(t)(x — q(t)) gilt

Ut x) = (22(1)* exp (i (b1(1) (x = () + p(8) (x = A1) + 2()) ) & (V(1)
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GH Basisfunktionen A\K"

9100 = (220) exp (1 (60~ a0 + p(O(x - a(0) + 2(0)

1
#0020 = —=H (V2be(0)(x — a(1))
GH Basisfunktionen: Mit y(t) := \/2bx(t)(x — q(t)) gilt

Ut x) = (22(1)* exp (i (b1(1) (x = () + p(8) (x = A1) + 2()) ) & (V(1)

wobei die jte Hermite-Funktion ¢; gegeben ist durch

1 y(t)?
pi (Y1) = —m===exp { =5 | Hi(¥(1))
VejiW/T
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GH Basisfunktionen A\K"

Eigenschaften der 1;:
= Bilden eine vollstandige Orthonormalbasis (ONB) des L2(R)
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GH Basisfunktionen A\K"

Eigenschaften der 1;:
= Bilden eine vollstandige Orthonormalbasis (ONB) des L2(R)
a Erflllen mit ¢)_4(t, x) = 0 fur j € Ny die Drei-Term-Rekursion

Pipa(t, \/ \/2b2 (x —q(t)¥(t, x) — \/H_j11/;j1(t,x)

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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GH Basisfunktionen A\‘("

Eigenschaften der v;:
= Bilden eine vollstandige Orthonormalbasis (ONB) des L2(R)
a Erflllen mit ¢)_4(t, x) = 0 fur j € Ny die Drei-Term-Rekursion

Pipa(t, \/ \/2b2 (x —q(t)¥(t, x) — \/H_j11/;j1(t,x)

m Zeitabhangigkeit: Sind abhangig von den GauBparametern g(t),
p(t), b(t) und z(t)

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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GH Basisfunktionen A\‘("

Eigenschaften der v;:
= Bilden eine vollstandige Orthonormalbasis (ONB) des L2(R)
a Erflllen mit ¢)_4(t, x) = 0 fur j € Ny die Drei-Term-Rekursion

Pipa(t, \/ \/2b2 (x —q(t)¥(t, x) — \/H_j11/;j1(t,x)

m Zeitabhangigkeit: Sind abhangig von den GauBparametern g(t),
p(t), b(t) und z(t)
a Sind zentriert um den Ortsparameter g(t)

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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GH Basisfunktionen A\K"

Eigenschaften der v;:
= Bilden eine vollstandige Orthonormalbasis (ONB) des L2(R)
a Erflllen mit ¢)_4(t, x) = 0 fur j € Ny die Drei-Term-Rekursion

i (t \/ \/2b2 (x —q(t)¥(t, x) — \/H_j11/ﬁj1(f7x)

m Zeitabhangigkeit: Sind abhangig von den GauBparametern g(t),
p(t), b(t) und z(t)

a Sind zentriert um den Ortsparameter g(t)

a Ote Basisfunktion entspricht dem komplexen GauB3-Peak g (y(t), x)

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Linearer Teil AT
Linearer Teil der DMNLS:

oru(t, x) = éd (;) 8§u(t, x), te[o,T], xeR, u(0,-)=u

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Linearer Teil AT
Linearer Teil der DMNLS:

oru(t, x) = éd (;) 8§u(t, x), te[o,T], xeR, u(0,-)=u

a Einsetzen der Entwicklung
U(tv X) = Z aj(t)¢j(ta X)

liefert
> ()t x) + Y a()Vaay(t x)y = =d <5> > a(t)dZuy(t,x)
j=0 j=0 j=0

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Linearer Teil AT

Za, (t);(t, x) + Za,(t [< —q)%by — (x — 9)%by
j=0
+i(x—q)p- 2b1 Q] + (x — 9)2b2q

il =g+ 2 )uteon) +2vivBs (- @)% — ) vya(t0)
1o () S a0 (16 @pe(et - ) + 5 - aem)

+i(x — q)(—4bip) + (x — q)(4bep) — i [P? + 2b5(2] + 1)]

260 )00 + 2/ Ba (- @)-4t1) ~ 20 ) vy4(10)]

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Linearer Teil AT

oo

S gt + Y &) [(i(x ~ qPhy — (x— qhs
j=0 j=0
+i(x —q)[p—2bi1q] + 2b2q

+f[zpq]+>w,tx +2Jf( :2b2¢>w/1(t7)()]
~La(?) f; a(0)| (10— @465 — #) + (x — a)(atute)
=

13
+i(x — q)(—4b1p) + (4bop) — i [P* + 2b2(2] + 1)]

- 2b1>¢j(t, X) +2\/j\/@< (—4by) — 2p>¢,-_1(t, x)]

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Linearer Teil AT

Bewegungsgleichungen:

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Linearer Teil AT

Bewegungsgleichungen:

(D) =0,
b(t) = —4;d <£> b(t),
(0= 14 (1) [p(tf? - 2a(1)].

t

a(f) = —4kb2(t)£d <5> a(t).

Die Lésungen dieser DGLen konnen explizit dargestellt werden.

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Ansatz fir das volle Problem &‘("
DMNLS:

Dru(t, x) = éd (;) 2u(t, x) + ilu(t, x)2u(t, x)

Entwicklung:

oo
u(t,x) = E aj(t)y;(t, x)
J=0
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Ansatz fir das volle Problem &‘("
DMNLS:

Dru(t, x) = éd (;) 2u(t, x) + ilu(t, x)2u(t, x)

Entwicklung:
o
u(t,x) = Z aj(t)y;(t, x)
j=0
Forderung: Die Parameter +(t) erflllen Bewegungsgleichungen des
linearen Teils

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Ansatz fiir das volle Problem g\(lT
DMNLS:

Dru(t, x) = éd (;) 2u(t, x) + ilu(t, x)2u(t, x)

Entwicklung:

o0

u(t, x) = Z a/(t)wf(tv X)

j=0
Forderung: Die Parameter +(t) erflllen Bewegungsgleichungen des
linearen Teils

ék(t):—4kb2(t)£d<> +'Z Gt ), lu(t, ) Pt Y a(e),

wobei
(v,w) := / v(x)w(x)dx
R
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
0000000 000000008000 0000 00000

Kompaktseminar Annweiler — Numerische Methoden fir die NLS mit starkem dispersion managemer 10. Oktober 2018 19/32



Transformation A\KIT

alt) = ~akbo(1)! (") /Z Gt ), lu(t, )Pyt Da()

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Transformation A\KIT

alt) = ~akbo(1)! () /Z Bt ), lu(t, )Pyt Da)

m Flhre unter obiger Forderung folgende Transformation ein:

a(1) = exp (ika(1)) a(f),  a(t) = arctan (ZEB)

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Transformation A\KIT

alt) = ~akbo(1)! () /Z Bt ), lu(t, )Pyt Da)

m Flhre unter obiger Forderung folgende Transformation ein:

a(1) = exp (ika(1)) a(f),  a(t) = arctan (ZEB)

a Dann gilt:

(1) = kabo(1) (") a(t) + exp (ika(1)) (1

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
0000000 000000000800 0000 00000

Kompaktseminar Annweiler — Numerische Methoden fir die NLS mit starkem dispersion managemer 10. Oktober 2018 20/32



Transformation A\‘(IT

alt) = ~akbo(1)! () /Z Bt ), lu(t, )Pyt Da)

m Flhre unter obiger Forderung folgende Transformation ein:

a(1) = exp (ika(1)) a(f),  a(t) = arctan @8)

a Dann gilt:

( ) = kdbo(t ( ak(t) + exp (ika(t)) a(t)

\Mg AR

= iexp (ika(t )Pt ) exp (—ija(t)) &(t)
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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T

Karisruher Insttut 0 Technologie

Transformation:

bi(t)
ba(t)

ax(t) = exp (ika(t)) ak(t), a(t) = arctan

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Transformation:

a(t) = exp (ika(t)) a(t),  o(t) = arctan <Z8>

Vergleich:

(1) = —4kbe(1)* d(i)ak<r>+wak(r,-),|u(t,-)|2¢,-<t,->>a,-<t>, )

j=0
. oo
a(t) = iexp (ika(t)) Y (v t)Pe(ts ) exp (—ija(t) (1) (xx)
j=0
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
0000000 000000000080 0000 00000

Kompaktseminar Annweiler — Numerische Methoden fir die NLS mit starkem dispersion managemer 10. Oktober 2018 21/32



Transformation:

a(t) = exp (ika(t)) a(t),  o(t) = arctan <2Eg>

Vergleich:

dt) = ~4kbo(1) L0 (") (1) + 13 (e, ), (e, Py (E (), (4
j=0

a () = iexp (ika(1)) D (v t)P(t, ) exp (—ija(t) ai(t) ()

j=0

Vorteile:
® RHS von () ist stetig, von (x) nicht

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Transformation:

a(t) = exp (ika(t)) a(t),  o(t) = arctan <2Eg>

Vergleich:

dt) = ~4kbo(1) L0 (") (1) + 13 (e, ), (e, Py (E (), (4
j=0

a(t) = iexp (ika(1)) Y (v t)P(t, ) exp (—ija(t) ai(t) ()
j=0
Vorteile:
® RHS von () ist stetig, von (x) nicht
® (xx) ist beschrankt fir e — 0, (%) nicht

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Illustration AT

Hier: ¢ = 0.01 T

10~* 404

| — Im(ak)
— Im(a)

0 0.05 0.1
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Gliederung

Karisruher Insttut 0 Technologie

0 Ortsdiskretisierung

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Galerkin-Ansatz A\K"

a Betrachte dynamischen Approximationsraum
Vi = span{to, ..., bk—1} C L?(R), wobei 1; = 1;(t, -) und

K—1
uk(t,-) =) a(t)y(t,) € Vk
J=0
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Galerkin-Ansatz A\K"

a Betrachte dynamischen Approximationsraum
Vi = span{to, ..., bk—1} C L?(R), wobei 1; = 1;(t, -) und
K—

uk(t,) = a(t)y(t,r) € Vk

/=0

e

a Galerkin-Bedingung: V¢ € Vg

t
€

<111(fa ), Oru(t,-) — éd < > D2uk(t,-) — iluk(t, ) [Puk(t, -)> 20
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Galerkin-Ansatz A\‘("

a Betrachte dynamischen Approximationsraum
Vi = span{to, ..., bk—1} C L?(R), wobei 1; = 1;(t, -) und
K—

uk(t,) = a(t)y(t,r) € Vk

/:

e

a Galerkin-Bedingung: V¢ € Vg
' t . !
(e, 0t~ Lo (1) o2t — (e Pur(t. ) ) -

a Erhalte folgende gekoppelte Gleichungen fur die Koeffizienten

K—1
ax(t) = iexp (ika(t)) > (Wt ), lux(t, -)Pe(t, ) exp (—ija(t)) &(1)
j=0
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Galerkin-Ansatz A\K"‘

K—1
ai(t) = iexp (ika(t) Y _(wx(t, ), |u(t, )Pu(t, )) exp (—ia(t)) &(1)
j=0
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Galerkin-Ansatz A\K"

K—1
ak(t) = i exp (ika(t)) Zwk(r Juk () Pa(t, ) exp (—ija(t)) &(t)

Idee: Berechne die Integrale mit einer GauB3-Hermite-Quadratur

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Galerkin-Ansatz A\‘("

K—1
ax(t) = i exp (ika(t) Z Uit ), lur(t, ) Pt ) exp (—ija(t)) a(1)
Idee: Berechne die Integrale mit einer GauB3-Hermite-Quadratur

a Mity = +/2bo(t)(x — q(t)) gilt
(8, ), Lkt )2, /wk ) (2, %) P (x) dx

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Galerkin-Ansatz A\K"

K—1
ak(t) = i exp (ika(t)) §jwu Juk () Pa(t, ) exp (—ija(t)) &(t)

Idee: Berechne die Integrale mit einer GauB3-Hermite-Quadratur

a Mity = +/2bo(t)(x — q(t)) gilt
(8, ), Lkt )2, /m ) (2, %) P (x) dx

2b2 Z Ik,1.n,j al an(t)

1,n=0
wobei
e R A L
R
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GauB-Hermite-Quadratur &‘(lT

Ik i,nj = /R ek(V)e1(y)en(y)ei(y) dy,

2
e (y) = \/zj}!iﬁexp <_y2> Hi(y)

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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GauB-Hermite-Quadratur A\‘("

Ik i,nj = /R ek(V)e1(y)en(y)ei(y) dy,
2
wi(y) = \/2;'7\/% exp <_y2> Hi(y)

m Integrand hat die Form f(y)e‘zyz, wobei f € Pyk_1)
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0000000 000000000000 0000 00000

Kompaktseminar Annweiler — Numerische Methoden fir die NLS mit starkem dispersion managemer 10. Oktober 2018 26/32



GauB-Hermite-Quadratur A\‘("

Ik i,nj = /R ek(V)e1(y)en(y)ei(y) dy,

1 y2>
' = —=exp| ——= | Hi(y
m Integrand hat die Form f(y)e‘zyz, wobei f € Pyk_1)
m Quadraturformel ist exakt

2K—2

2 2
—y _ —Ym
/ fly)e” dy = f(Ym)wme ¥m,
R m=0
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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GauB-Hermite-Quadratur A\‘("

Ik i,nj = /R ek(V)e1(y)en(y)ei(y) dy,

1 y2>
' = —=exp| ——= | Hi(y
m Integrand hat die Form f(y)e‘zyz, wobei f € Pyk_1)
m Quadraturformel ist exakt

2K—2

—y2 _2
/ f(y)e dy =Y f(ym)wme ’m,
R m=0
wobei yp, ... , yox—2 die NS des Hermite-Polynoms Hox_1 sind
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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GauB-Hermite-Quadratur A\‘("

Ik i,nj = /R ek(V)e1(y)en(y)ei(y) dy,

2
a0 =gz eo (% ) o)

m Integrand hat die Form f(y)e‘zyz, wobei f € Pyk_1)
m Quadraturformel ist exakt

2K—2
—y2 2
/ f(y)e dy =Y f(ym)wme ’m,
R m=0
wobei yp, ... , Yox—2 die NS des Hermite-Polynoms Hax_1 sind und
L 0 2K -2
2 ’ ’ ’
(2K — 1)pak_o(¥Ym)
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Matrix-Vektor-Schreibweise

4 (t) = i (ba(1))? exp (ia(1)) FD(E (1) F T exp (—ia(t)K) & (1),

wobei
a(t) = (ak(t)) cCX
K k=0,...,K—1 )
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Matrix-Vektor-Schreibweise A\‘("

4 (t) = i (ba(1))? exp (ia(1)) FD(E (1) F T exp (—ia(t)K) & (1),

wobei
§(t) = (aNK(t))ka ..... k-1 € (CKv
Y
D(a(t)) = diag (wm|vK (t, \/”1) |2) ,
K—1
v(t,y) = a(t)gi(y),
j=0
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Matrix-Vektor-Schreibweise A\‘("

4 (t) = i (ba(1))? exp (ia(1)) FD(E (1) F T exp (—ia(t)K) & (1),

wobei
§(t) = (aNK(t))ka ..... K—1 € (CKv
Y
D(a(t)) = diag (wm|vK (t, \/”1) |2) ,
K—1
v(t,y) = a(t)gi(y),
j=0
Ym Kx2K—1
7= () g, =
=0,..., K—
\/é d % ..... 2k 12
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Matrix-Vektor-Schreibweise g\(lT
A(t) = i (ba(1))? exp (ia(t)K) FD (& () FT exp (—ia(1)K) & (1),

a(t) = (a(t))=o....
D(a (1)) = diag (wnlve (r ).

K—1
vie(t,y) = > a(t)ei(y),
j=0
Ym Kx2K—1
F=(( ) o, RO
v2) ) 2okt

K =diag(0,1,...,K — 1)
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Matrix-Vektor-Schreibweise A\‘("

i (ba(1))? exp (ia(1)C) FD (& (1) FT exp (—ia(t)K) & (1),

O)-
—~~
~
N
I

wobei
a(t) = (évk(t))kzo,...,Kq e CX,
Ym 2
D(a(t)) = diag | wm|vk (L —= 1,
\[
K—1
vk(t,y) =D a(t)g;(y),
j=0
_ Ym Kx2K—1
f_<w’< 2))/—0 ~~~~~ oy S
m=0,...,2k—2
- . . 1 t 2
Erinnerung: b(t) = —4—d | - ) b(t)
3 3
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Gliederung

Karisruher Insttut 0 Technologie

@ Axtueller Stand

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Offene Fragen | AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Dynamik der Koeffizienten a(t) fir e — 0?
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Offene Fragen | A\KIT

Dynamik der Koeffizienten a(t) fir e — 0?
Hier:c; =107 ,j=1,2,3

1073
0.1
8 {{—0.01 .
—0.001
S6 1 =
€ 'S
> —
T 4 2 £
2 [ -
| |
0 0.05 01 O 0.05 0.1
t t
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Offene Fragen I %("'

er Institut o Technologie

Andere Wahl fir die Bewegungsgleichungen der Parameter?
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Offene Fragen Il A\K"

Andere Wahl fir die Bewegungsgleichungen der Parameter?

Bisher: "Linearer Teil”, d.h.

9
p(t) =0,
b(t) = alg (! b(t)?
e \e ’
1 t P
z(t)=—d (=] [p(t)* — 2b2(1)]
£ I3
Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Offene Fragen Il A\‘("

Andere Wahl fiir die Bewegungsgleichungen der Parameter?

Idee: "Linearer Teil” + "quadratischer Anteil der Nichtlinearitat”, d.h.

a0 =22a (1) plo)

z(t) = ;d <€) [p(t)% — 2ba(t)] +ao (1),

wobei a1 (t) € C,ap(t) € R
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Ausblick AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Herausforderungen und Ziele:
a Limes ¢ — 0 verstehen
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Ausblick A\KIT

Herausforderungen und Ziele:
a Limes ¢ — 0 verstehen
a Konstruktion eines geeigneten Zeitintegrators

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung Aktueller Stand
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Ausblick

Herausforderungen und Ziele:
a Limes ¢ — 0 verstehen
a Konstruktion eines geeigneten Zeitintegrators
a Fehleranalysis voll-diskretes Verfahren

Motivation Analytischer Kontext Ortsdiskretisierung
0000000 000000000000 0000
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Ansatz: Magnus-Integratoren* g\(lT
Betrachte DGL der Form
Y(t) = At)Y(1), Y(0)= Yo, (1)

wobei A(t) schief-hermitesch.
Idee von Magnus (1954): Bestimme () so, dass

V(1) = exp (2(8)) Yo

die Gleichung (1) 16st, wobei
Q(t) =Y _ (1)
j=1

die Magnus-Reihe beschreibt. Der erste Term dieser Reihe ist gegeben
durch

(1) = /O A0 do.

“siehe Blanes et al. (2009)
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Magnus-Integratoren A\K"

Numerische Methoden sind gegeben durch
Yor1 =exp(Qn)Yn, Yo=Y(0), mit Q,~Q(r).

Die Approximation beinhaltet:
a Abschneiden der Magnus-Reihe nach k Termen, z.B.

k=1: Q(T):/TA(fn—l-J)dU

a Approximation der Integrale durch Quadraturformeln
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Konstruktion A\KIT

= Halte a(t) zu einem Zeitpunkt fest und wende die Idee von Magnus
auf die DGL

a(ty=Ataa(), a)=a (2)
an, wobei
A(t,3) == i (ba(1))2 exp (ia(t)K) FD(E)FT exp (—ia(t)K)

a Schneide die Magnus-Reihe nach dem ersten Term ab und definiere
for feste nund 7

1 tn+1
En(T,w) = — / A(o, w) do,
T Ji
1 fnt1
Mp(T,w) = > Ao, w)do

th—1
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Approximation A\KIT

a Approximation der Integrale z.B. durch Quadraturformel, liefert

5,,(7, w) = En(T, w),

/K/lvn(T, w) ~ My(T, w)
a Erhalte Approximationen an (2) durch
3" = exp (7’5,,(7’, 5")) a"
oder durch

3 = exp (27Mvn(7, 5”)) 5"71,

a' =exp (Tgo(T, 50)) 3°
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