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Motivation AT
Geg.: Matrix-Dgl
(A) A1) =F(A(), Allp) = Ao
mit rAumlich begrenzter Lésung fur alle t € [t, T].
Fiir jedes t € [ty, T] sind nur wenige a; ungleich Null.

Idee: Approximiere Ay durch Matrix Yy mit niederem Rang und Iése
anstelle von (A)

(Y) Y'()=G(Y(1), Y(b)=VYo,

sodass A(t) ~ Y(t) furalle t € [ty, T] gilt.

2 KS 2017, Hirschegg D) i imationen fiir Di i zweiter Ordnung 13.10.2017



Literatur A\‘(IT

Dynamische Niedrigrang-Approximation: DLR

m Koch und Lubich, DLR, SIMAX, 2007.

3 KS2017, Hirsct

Kihl, DLR zur Lésung von Wellengleichungen, DA, Uni Diss., 2007.

Lubich und Oseledets, A projector-splitting integrator for DLR,
BIT, 2013.

Rieger, Splitting-Verfahren fir DLR, Diplomarbeit, KIT, 2014.

hegg Dy { imati fiir Di i 2weiter Ordnung 13.10.2017



Rang-r-Approximation A\K"

4 KS 2017, Hirscl

Gegeben: A'(t) = F(A(t)), A(l) = Ao, A(t) € R™"
Rang-r-Approximation

Y(t) = U(t)S(t)VT(t), YER™" UcR™’ VecR™
mtUTU=VTV=1, Y()=Yo=A=USV], r<mn
ODE-System zur Bestimmung von U, S, V

Problem: S schlecht konditioniert oder singular bei
Uberapproximation
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DLR-Splitting nach Lubich und
Oseledets




Splitting-Verfahren A\K"

m Im Folgenden sei 7 = t; — ty, AA= Ay — Ay = A(t1) — A(b).

= Minimierungsbedingung || Y'(t) — A'(t)]|¢ = min
n Y =UsV’,

Y =P(Y)A =AWT —UUTA VT — UUTA.
m Lie-Trotter-Splitting:

(i) Lése Y/ =AVIVT, Y(t) =Y,
(iy Lose Y = —UyUTA VWV Yi(t) = Yi(t),
(i) Lose Yy, = UnULA,  Yu(t) = Yu(tr).

Diese AWPe sind exakt |osbar!
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Lie-Trotter-Splitting fiir A(t) AT
Geg.: A(t) € R™", Rang-r-Approx A(fy) ~ Yo = UpSoVy -
Gesucht: Rang-r-Approximation Yy ~ A(t).
Integrator 1. Ordnung, exakt fir bekanntes A(t):
K= UpSy + (A1 — AO) Vo
Reduzierte QR-Zerlegung : U; S, = K;, S, € R™'
Sy =8 — Uf (A1 — A)) Vo
K := VoS + (A1 — Ag) " Us
Reduzierte QR-Zerlegung : V1S = Ky, Si € R™'

Approximation :  Y; := U; Sy V1T
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Ubertragung auf Matrix-DGI A” = F(A)




Ansatz 1: Behandlung als System 1. R4
Ordnung

m Gegeben: A" = F(A).
a |ldee: Wende Integrator auf

A =B

B,:F(A)} = ' =G(0)

an.

a Beobachtung (Rieger): Langzeitintegration bricht friiher ab.
Vermutung: Anderung des numerischen Rangs durch Differenziation:

Alt) = ( f(t) (1) +e(t) > A - ( () F(t) + () ) |
9(t) g(t) + =2(1) g(t) g'(t)+en(t)
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Ansatz 2: Rang-r-Bestapproximation &qT
von A"

m Gegeben: A" = F(A).

m Idee: Suche Y’(t) in Tangentialraum mit ||Y"(t) — A”(t)| ¢ < min.
=Y =USVT Y"=P(Y)A"=A"WT — UUTA"VWT — UUTA".

m Lie-Trotter-Splitting (,Lie-Trotter vor Stérmer-Verlet):

(i) Lose Y/ =A"V\VT, Yi(b) = Yo, Y/(b)=Y;,
(II) Lose Y/// = —U//U/-;—A” V//V/;— Y//(fo) = Y/(H)7 Y/,(to) = Y/(t1),
(i) Lose Yij= UnUpA”, Yu(to) = Yu(t), Yp(t) = Yj(t).
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Ansatz 3: Stérmer-Verlet vor Lie-Trotter g\(lT

m Gegeben: A” = F(A).
a Idee: Verwende zwei Rang-r-Approximationen
AxY=USV', A~Z=TRWT,
und l6se Y” = F(Y) mit Stormer-Verlet:
Z'=F(Y)in[to,to+ g] mit expl. Euler,
fork=1,...,n—1:
Y'=Z in [tx_1, t] mit MP-Verfahren,

’ : . ~
Z'=F(Y) in [tk_%, t 4 1] mit MP-Verfahren,

Y =Zin[t,_1,t] mitimpl. Euler.
2
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Ansatz 3: Stormer-Verlet vor Lie-Trotter g\(lT

m Gegeben: A” = F(A).
a Idee: Verwende zwei Rang-r-Approximationen
Ax~Y=USV', Ax~Z=TRW,
und l6se Y” = F(Y) mit Stormer-Verlet.
w Jedes AWP Z' = F(Y), Y/ = Z |6sbar mit Lie-Trotter-Splitting.

m Gute Langzeitintegration in (wenigen) numerischen Beispielen.
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Numerische Beispiele

fr Di



Methoden/Beispiele A\‘("

® m=4a: LT-Splitting fir DGL erster Ordnung/transformierte DGL
zweiter Ordnung

m m=4b: Symmetrisches LT-Splitting fiir DGL erster
Ordnung/transformierte DGL zweiter Ordnung

® m=4c: wie m=4a, aber mit Integrator zweiter Ordnung

® m=6: Stérmer-Verlet vor LT-Splitting

@ m=7: LT-Splitting vor Stérmer-Verlet

m f=4: stationdre 2D-Welle entlang erste Winkelhalbierende

a f=7: ebene Welle, Ausbreitungsrichtung erste Winkelhalbierende

14 KS 2017, Hirschet Dy fr Di zweiter Ordnung 13.10.2017
99 9



Methoden/Beispiele AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

2D-Welle
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, t = 1 ﬂ(“

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1], Methode m=4a, r = 2

4 Fehler in i an Gif (m=41), r=2, Intervall=[0,1.00]
10 T T

107" E z E
102 F E
103 L I L L I

16 24 32 48 64

[ Number of Timesteps.
|[=——50 ——100 200 300 —— 400 500 =———1000 |
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, t = 1 ﬂ(“

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1], Methode m=4a, r = 3

. Fehler in i an Gif (m=41), r=3, Intervall=[0,1.00]
107 T T
P
102 1
10 1 ! . L 1
16 24 32 48 64

[ Number of Timesteps.
|[=——50 ——100 200 300 —— 400 500 =———1000 |
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, { = 1 ﬂ(“

Beispiel f = 7, Integrationsintervall [0, 1], Methode m=4a, r = 2

10! Fehler in i an Gitterp! ten (m=41), r=2, [0,1.00]
T
100 E
107 = E
102 = E
10 1 ! . L 1
16 24 32 48 64

[ Number of Timesteps.
|[=——50 ——100 200 300 —— 400 500 =———1000 |
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, t = 1 ﬂ(“

Beispiel f = 7, Integrationsintervall [0, 1], Methode m=4a, r = 3

100 Fehler i‘n i an Gitterp! ten (m=41), r=3, [0,1.00]
107" E
102 E
10 1 ! . L 1

16 24 32 48 64

[ Number of Timesteps.
|[=——50 ——100 200 300 —— 400 500 =———1000 |
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, { = 1 &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1], Methode m=6, r = 2

Relativer Fehler in Frobeniusnorm an Gitterpunkten (m=6), =2, Intervall=[0,1.00]
T T

107

10° -
16 24 32 48 64

[ Number of Timesteps.
|[=——50 ——100 200 300 —— 400 500 =———1000 |
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, { = 1 &‘(lT

Beispiel f = 7, Integrationsintervall [0, 1], Methode m=6, r = 2

Relativer Fehler in Frobeniusnorm an Gitterpunkten (m=6), r=2, Intervall=[0,1.00]
T T

107

10° -
16 24 32 48 64

[ Number of Timesteps.
|[=——50 ——100 200 300 —— 400 500 =———1000 |
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, { = 1 ﬂ(“

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1], % = const., r = 2

1o Fehlerin F i 'm an Gi nx und nt je ppelt, nx0=8, nt0=100, r=2, Intervall=[0,1.00]
T T T
/3
10° E
107 E
102 E
10° L - L
8 16 32 64
[ Used Method
| — R—) 45— 7
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, t = 1 ﬂ(“

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1], % = const., r = 3

| Fehlerin F i 'm an Gi nx und nt je ppelt, nx0=8, nt0=100, r=3, Intervall=[0,1.00]
10 T T T
10° 3
107" E
102 E
10° L - L
8 16 32 64
[ Used Method
| — R—) 45— 7

23 KS 2017, Hirschegg Dy i tionen fr Dif i zweiter Ordnung 13.10.2017




Relativer Fehler an Gitterpunkten, t = 1

Beispiel f = 7, Integrationsintervall [0, 1], % = const., r = 2

24 KS 2017, Hirschegg

10’

Fehlerin F 'm an Gitter nx und nt je ppelt, nx0=8, nt0=100, r=2, Intervall=[0,1.00]
T
1 !
16 32 64
[ Used Method
| — R—) 45 =——2t 7
fir D 2zweiter Ordnung
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, { = 1
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, { = 1
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, { = 1 &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

Relativer Fehler in nx=16 (m=41, Beispiel 4, Rang=2)
T

Timesteps
r=2,m=4a,n, =16

Dy fiir Dif zweiter Ordnung 13.10.2017
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Relativer Fehler an Gitterpunkten, { = 1 &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

Relativer Fehler in an Gi nx=32 (m=41, Beispiel 4, Rang=2)

107
Timesteps

r =2, m=4a, n, = 32

Dy fiir Dif zweiter Ordnung 13.10.2017
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Relativer Fehler an Gitterpunkten

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

29 KS 2017, Hirschegg

Relativer Fehler in i an Git nx=64 (m=41, Beispiel 4, Rang=3)
T T

I I I I I I
2300 2350 2400 2450 2500 2550 2600 2650 2700
Timesteps

r =3, m=4a, n, = 64

Dy i fiir Dif zweiter Ordnung
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

Relativer Fehler in an Gi nx=64 (m=41, Beispiel 4, Rang=4)
T T T T T

107 L L L L L L
2300 2350 2400 2450 2500 2550 2600 2650 2700 2750

Timesteps

r =4, m=4a, n, = 64
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Relativer Fehler an Gitterpunkten

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

§ Relativer Fehler in an Gi nx=32 (m=43, Beispiel 4, Rang=2)
107 T T
—— e |
—ot) ]
10
10 3
105 L I I
100 150 200 250 300 350
Timesteps

r=2,m=4b, n, = 32
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Relativer Fehler an Gitterpunkten

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

nx=32 (m=45, Beispiel 4, Rang=2)

Relativer Fehler in

[——relersor] |

J—T

Timesteps

r =2, m=4c, n, = 32

13.10.2017

Dy fiir Dif zweiter Ordnung
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

Relativer Fehler in an nx=32 (m=7, Beispiel 4, Rang=2)

10' 107
Timesteps

r=2,m=7,n, =32
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 7, Integrationsintervall [0, 1]

Relativer Fehler in an Gi nx=32 (m=41, Beispiel 7, Rang=2)

Timesteps

r =2, m=4a, n, = 32
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

nx=32 (m=43, Beispiel 7, Rang=2)

Relativer Fehler in

10°
[——relemmor]| ]
—or
10"
102
10° !
107 10
Timesteps

r=2,m=4b, n, = 32

Dy fiir Dif zweiter Ordnung 13.10.2017
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Relativer Fehler an Gitterpunkten

Beispiel f = 7, Integrationsintervall [0, 1]

Relativer Fehler in an Gi nx=32 (m=45, Beispiel 7, Rang=2)

Timesteps

r =2, m=4c, n, = 32
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

) Relativer Fehler in an Gi nx=16 (m=41, Belspiel 4, Rang=2)

10f T T T T T
107 F 5|
102F El
10°F Kl
104 L | I I I I

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Timesteps

r=2,m=4a,n, = 16
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

N Relativer Fehler in an Gi nx=32 (m=41, Beispiel 4, Rang=2)
10° T T T T
107
10 k|
105 I I I I I I
400 450 500 550 600 650 700 750 800
Timesteps

r =2, m=4a, n, = 32

38 KS2017, Hirschegg Dy fur Dif zweiter Ordnung 13.10.2017




Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

N Relativer Fehler in an Gi nx=46 (m=41, Beispiel 4, Rang=2)
10° T T T T
107 El
104 El
10°F 3
108 I I I I I

1000 1050 1100 1150 1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500
Timesteps

r =2, m=4a, n, = 46
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

s Relativer Fehler in an Gi nx=47 (m=41, Beispiel 4, Rang=2)
107 T T T T
10
10 k|
10 I I I I I
1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500 1550 1600 1650 1700
Timesteps

r =2, m=4a, n, = 47

40 KS 2017, Hirschegg Dy fiir Dif zweiter Ordnung 13.10.2017




Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

s Relativer Fehler in an Gi nx=47 (m=41, Beispiel 4, Rang=3)
107 T T T T
10
10 k|
10 I I I I I
1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500 1550 1600 1650 1700
Timesteps

r = 3, m=4a, n, = 47
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

s Relativer Fehler in an Gi nx=53 (m=41, Beispiel 4, Rang=3)
107 T T T T T T T
10
10 k|
10 I I I I I I I
1600 1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050 2100
Timesteps

r = 3, m=4a, n, = 53
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

Relativer Fehler in an Gi nx=54 (m=41, Beispiel 4, Rang=3)
T T T

I I I I

10

1600 1700 1800 1900 2000 2100 2200
Timesteps

r =3, m=4a, n, = 54
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

0 Relativer Fehler in an Gi nx=54 (m=41, Beispiel 4, Rang=4)
T T T
10
10 k|
10 I I I I
1600 1700 1800 1900 2000 2100 2200
Timesteps

r =4, m=4a, n, = 54
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Relativer Fehler an Gitterpunkten &‘(lT

Beispiel f = 4, Integrationsintervall [0, 1]

s Relativer Fehler in an Gif nx=64 (m=41, Beispiel 4, Rang=4)

10° T T T

104 El
10°F El
10° k|
107 I I I I I I

2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000 3100 3200
Timesteps

r =4, m=4a, n, = 64
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